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PRÉFACE 


~L»a  partie  du  programme  des  connaissances  exigées  des  can- 
didats à.   l'École  polytechnique  qui  porte  le  titre  :  Algèbre, 
contient   des  compléments  d'algèbre  élémentaire,  de  l'algèbre 
supérieure,    du  calcul  différentiel   et  du  calcul  intégral.   Le 
présent  ouvrage  est  le  développement  de  ce  programme. 

Lia  théorie  générale  des  fonctions  a  fait,  dans  ces  derniers 
temps,  des  progrès  considérables  ;  on  ne  peut  se  dispenser  d'en 
tenir  compte  dans  l'enseignement,  d'où  la  nécessité  de  modifier 
un  certain  nombre  de  démonstrations. 

Je  me  suis  préoccupé  avant  tout  de  la  rigueur  des  raisonne- 
ments ;    mais,   dans   renseignement,  ce    que  l'on  gagne  en 
rigueur,  on  risque  souvent  de  le  perdre  en  simplicité  ;  je  sais 
aujourd'hui  combien  était  périlleuse  la  prétention  de  réunir  ces 
deux  qualités y  la  tâche  étant  peut-être  au  dessus  de  mes  forces. 
Aussi    accueillerai-je  avec   la    plus   vive    reconnaissance  les 
critiaues     que    les  lecteurs  voudront   bien  m'adresser,  et  je 
m'efforcerai  d'améliorer,  s'il  y  a  lieu,  dans  uoe  nouvelle  édition, 
-  ryartio^    qui  m'auront  été    signalées  comme  étant   défec-    , 

tueuses. 
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Il  PRÉFACE 

Je  n'ai  tracé  aucune  courbe  pour  représenter  la  variation 
des  fonctions.  Dans  le  cours  d'algèbre,  on  ne  peut  indiquer 
pour  cet  objet  qu'un  graphique  fort  incomplet,  attendu  qu'on 
ne  peut  encore  déterminer  le  sens  de  la  concavité  ni  tracer  les 
asymptotes;  d'autre  part,  si  le  professeur  a  le  soin  de  cons- 
truire, dans  le  cours  de  géométrie  analytique,  les  courbes 
représentant  les  fonctions  étudiées  en  algèbre,  la  solution  de 
cette  question  importante  pourra  être  donnée  complètement  et 
les  élèves  auront,  par  surcroît,  l'occasion  de  repasser  des 
matières  déjà  étudiées. 

Le  texte  a  été  imprimé  avec  deux  caractères  différents,  les 
plus  petits  ayant  été  réservés  à  des  compléments  ou  à  des  ques- 
tions qui  ne  figurent  pas  explicitement  dans  les  programmes, 
mais  dont  la  lecture  pourra  être  utile  aux  bons  élèves. 

B.    NlEWENGLOWSKI. 

Juillet  1889. 
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CHAPITRE   PREMIER 

LIMITES.  -   INCOMMENSURABLES 

4.  Définitions.  —  On  dit  qu'un  nombre  y  est  fonction  d'un 
nombre  variable  x,  lorsqu'à  toute  valeur  attribuée  à  x  correspond 
une  valeur  bien  déterminée  de  y. 

Soient  a  et  à  deux  nombres  déterminés.  Si  à  tout  nombre  positifs, 

correspond  un  nombre  positif  p,  tel  que  les  inégalités 

a  —  fi<x<a  +  p 

entraînent  les  inégalités 

à  —  «<£<*  +  «, 

on  dit  que  y  a  pour  limite  b  quand  x  tend  vers  a 

En  second  lieu,  si  à  tout  nombre  positifs  correspond  un  nombre 
positif  N,  tel  que  l'inégalité 

ar>N 
entraine  les  suivantes 

*  —  «<y<*  +  «, 

on  dit  que  y  a  pour  limite  b  quand  x  augmente  indéfiniment  pa* 
râleurs  positives. 


Par  exemple,  soit 


On  a  : 


2*  —  1 


V      3""3(3a:  — 4)' 


,  xuwnMuucrwnu.  —  aloêbm. 
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9  COURS  D'ALGÈBRE 

4 

Si  l'on  ne  donne  à  x  que  des  valeurs  supérieures  à  ^,  la  diffé- 

2 
rence  y  —  5  sera  positive.  Soit  «  un  nombre  positif  arbitraire. 
o 

l'inégalité 

3(3*  —  4)<a 
sera  vérifiée  si  Ton  suppose 

X>      9. 

Soit  N  le  quotient  à  une  unité  près  par  excès,  de  5  +  12  «  divisé 
par  9a;  l'inégalité 

x>N 

entraînera  certainement  celle-ci  : 

2 
y~3<«. 

Par  exemple,  si  «  =  7^,  il  suffira  de  supposer  x  >  557. 

2 

On  en  conclut  que  y  a  pour  limite  r  quand  x  augmente  indéfini- 
ment en  prenant  des  valeurs  positives. 

Pareillement  si  Ton  attribue  à  x  des  valeurs  négatives,  en  dési- 
gnant par  x  la  valeur  absolue  de  x  :  si  à  chaque  nombre  positif  «  il 
correspond  un  nombre  N  tel  que  l'inégalité 

*'>N 

entraine  les  suivantes 

à  —  *<y<à  +  a. 

On  dit  que  y  a  pour  limite  b  quand  x,  ayant  des  valeurs  négatives, 

sa  valeur  absolue  augmente  indéfiniment. 

2  x  —  1  2 

On  vérifiera  que j  a  encore  pour  limite  -  quand  x  étani 

supposé  négatif,  sa  valeur  absolue  augmente  indéfiniment. 

2r 1 

Pour  abréger  le  langage,  on  dit  que  la  fraction  .-— — -  a  pour 

o  x  —  -J 

.     2 
limite  -  quand  x  est  infini  positif  ou  infini  nèyulif. 

o 
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LIMITES.   —   INCOMMENSURABLES  8 

2.  Nous  conviendrons  de  représenter  par  la  notation  suivante  : 

1*1 

la  valeur  absolue  de  x. 

De  même  :  |  y  |  représentera  la  valeur  absolue  de  y;  |  a  —  b  \ 
désignera  la  valeur  absolue  de  la  différence  a  —  é.  Si  par  exemple  : 
a  = —  2,  b  =  o;  on  a,  par  définition  : 

|fl-*|=  +  7. 

Soit  x  un  nombre,  fonction  d'un  nombre  entier  variable  n;  nous 
conviendrons  de  représenter  par  : 

4?|,  J"t,  Xg, Xni.... 

les  valeurs  successives  de  x. 

D'après  ce  qui  précède,  si  à  chaque  nombre  positif  «,  il  corres- 
pond un  entier  n',  tel  que  l'inégalité 

n  >  n' 

entraîne  l'inégalité 

|  xn  —  a  |  <  « 

a  étant  un  nombre  déterminé,  xn  a  pour  limite  a,  quand  l'entier 
»  augmente  indéfiniment. 

Il  convient  de  remarquer  que  l'inégalité 

I  *n  —  <*>  I  <  « 

a  la  même  signification  que  les  deux  inégalités 
a  —  «  <  x,t  <  a  -f  a 

On  dit  qu'une  variable  est  infiniment  petite  quand  elle  a  pour 
limite  zéro. 

Si,  a  étant  un  nombre  positif  arbitraire,  (que  Ton  peut  choisir 
aussi  petit  qu'on  veut)  on  peut  toujours  trouver  un  entier  n ,  tel 
que  l'inégalité 

soit  vérifiée,  pour  toutes  les  valeurs  de  n  supérieures  à  n  ;  on  dira 
que  xn  est  infiniment  petit,  quand  n  augmente  indéfiniment,  ou 
encore  que  xn  est  infiniment  petit  quand  n  est  infiniment  grand. 

Remarque.  —  Dans  tout  ce  qui  précède,  il  n'est  question  que 
d'entiers  ou  de  fractions.  Jusqu'à  nouvel  ordre,  le  mot  nombre 
servira  uniquement  à  désigner  des  entiers  ou  des  fractions. 
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3.  Définition  des  incommensurables.  —  Considérons  deux 
suites  indéfinies  de  nombres  (entiers  ou  fractionnaires) 


^1»  X% xn%>"    I  /*v 

Vv  .y8> yn,...  (  v  ' 


vérifiant  les  inégalités 

xl<x1<  *8 <  xn  <  yn  < <  y8  <  y%  <  y,      (2) 

et  tels  que  la  différence 

yn  ~  *n 

tende  vers  zéro,  quand  n  augmente  indéfiniment. 

Il  peut  arriver  qu'il  y  ait  un  nombre  déterminé  a,  véri6ant,  quel 
que  soit  n,  les  inégalités 

xn<a<yn-  (3) 

Dans  ce  cas,  chacune  des  différences  positives  a  —  xn,  yH  —  a 
étant  moindre  que  yn  —  xm  a  pour  limite  zéro,  quand  n  augmente 
indéfiniment,  et  par  conséquent  xn  et  yn  ont  pour  limite  com- 
mune a. 

Il  convient  de  remarquer  qu'il  ne  peut  y  avoir  plus  d'un  nombre 
vérifiant  les  inégalités  (3),  quel  que  soit  n  ;  en  effet,  si  l'on  avait 

xn  <  a  <  b  <  yn 

pour  toutes  les  valeurs  den,  la  différence  yn  —  xn  serait  supérieure 
au  nombre  b  —  a  et  par  suite  ne  saurait  avoir  pour  limite  zéro. 

Il  peut  aussi  se  faire  qu'il  n'y  ait  aucun  nombre  entier  ou  frac- 
tionnaire vérifiant  les  inégalités  (3)  pour  toutes  les  valeurs  attri- 
buées à  l'entier  n.  Pour  justifier  cette  assertion,  considérons  un 
entier  b  non  carré  parfait.  L'arithmétique  apprend  à  former  des  suites 
indéfinies  de  nombres  fractionnaires  xn,  yH  satisfaisant  aux  condi- 
tions indiquées  plus  haut,  c'est-à-dire  vérifiant  les  inégalités  (2)  ; 
tels  que  yn  —  xn  ait  pour  limite  zéro  quand  n  augmente  indéfi- 
niment, et  vérifiant  en  outre,  pour  toutes  les  valeurs  de  n,  les 
inégalités 

Zn*<b<yn* 

la  différence  yn2  —  ar„8  égale  à  (yn  —  xn)  (//„  +  xn),  est  plus  petite 
que  2  yt  (yn  —  xn)  ;  elle  a  donc  pour  limite  zéro  quand  n  augmente 
indéfiniment  ;  par  conséquent,  xH*  et  yn*  ont  pour  limite  commune 
le  nombre  b.  L'existence  d'un  nombre  a  vérifiant  les  inégalités  (2) 
est  par  suite  impossible,  car  a  étant  la  limite  de  xn,  on  sait  que  xjt 
aurait  pour  limite  a*,  de  sorte  que  l'on  aurait 

a"  =  6 
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LIMITES.   -  INCOMMENSURABLES  5 

ce  qui  est  contraire  à  notre  hypothèse,  à  savoir  que  b  n'est  pas 
un  carré  parfait. 

A  la  vérité,  il  peut  arriver  que  certaines  inégalités  (2)  se  trans- 
forment en  égalités,  mais  on  reconnaîtra  aisément  que  les  conclu- 
sions précédentes  subsistent  néanmoins. 

4.  Toutes  les  fois  que  des  nombres  xn,  yn  vérifiant  les  inégalités 
(2)  et  satisfaisant  à  la  condition 

lim  (yn  —  xn)  =  0 

quand  n  augmente  indéfiniment,  n'auront  pas  de  limite  commune, 
nous  conviendrons  de  dire  que  les  deux  suites  (1)  définissent  un 
nombre  d'une  espèce  nouvelle,  que  nous  appellerons  irrationnel  ou 
incommensurable;  nous  représenterons  ce  nombre  fictif  par  une 
lettre  quelconque  :  \,  p.  ex.  ;  nous  conviendrons  de  dire  que  X  sépare 
les  nombres  xn  et  les  nombres  yny  que  X  est  plus  grand  que  xn  et 
plus  petit  que  y„, -et  nous  écrirons  quel  que  soit  n  : 

*»<><y«.  (4) 

Nous  conservons  les  mêmes  conventions  s'il  arrive  que  des  iné- 
galités (2)  se  transforment  en  égalités,  en  remarquant  qu'on  ne 
peut  avoir  indéfiniment  xp=  x^  =  ^Vh-..  en  même  temps  que 
y?  =  yn-t  =  yj^h—  puisque  dans  cette  hypothèse  yn  —  xn  ne  pour- 
rait avoir  pour  limite  zéro.  D'autre  part,  si  Ton  avait  indéfiniment 

p.  ex.  :  xv  =zxp+i=xp+t ,  dans  ce  cas,  yn  et  xn  auraient  pour 

limite  commune  xp. 

Il  convient  de  remarquer  dès  à  présent  que  les  inégalités  (4) 
sont  écrites  par  convention,  et  que  par  suite,  on  ne  peut  pas  leur 
appliquer  a  priori,  les  règles  établies  pour  les  inégalités  ayant  lieu 
entre  nombres  entiers  ou  fractionnaires. 

Pour  rappeler  que  le  symbole  \  est  défini  à  l'aide  des  suites  (1), 
nous  le  représenterons  quelquefois,  dans  ce  qui  suit,  par  la 
notation  (x,  y)9  et  nous  poserons 

>  =  (x,  y). 

Nous  appellerons  les  nombres  entiers  ou  fractionnaires,  des 
nombres  commensurables. 

5.  Comparaison  des  nombres.  —  Soient  \  V,  deux  incom- 
mensurables définis  par  deux  doubles  suites  de  nombres  a?„,  yn,  et 
^mj/n  vérifiant  respectivement  les  conditions  indiquées  plus  hau'. 
Si  Ton  a,  quel  que  soit  n, 

*»  <  V'n         *n  <  yn 
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on  dit  que 

l  =  V. 

S'il  existe  un  entier  n\  tel  que,  pour  n>non  ait  toujours 

yn  <  x'n 

on  dira  que  l  est  plus  petit  que  V,  ou  que  V  est  plus  grand  que  > 
et  Ton  écrira,  à  volonté 

X<V    ou    V>*. 
Si  au  contraire,  pour  n  >  n',  on  a  : 

Xn  >  y'n 

on  dira  que  l  est  plus  grand  que  V,  ou  que  V  est  plus  petit  que  >,  et 
Ton  écrira  : 

>  >  V    ou    V  <  l. 

Enfin,  si  pour  n  >  ri  on  a  : 

on  dira  que  >  est  plus  grand  que  a,  et  Ton 

>>a    ou    a<>. 

Si  pour  n>  n,  on  a 

ynO 

on  convient  de  même,  de  dire  que  >  est  plus  petit  que  a,  et  l'on  écrit 

l  <  a    ou    a  >  >. 

Il  résulte  de  là,  que  si  Ton  a,  par  exemple  : 

><V 

on   peut  trouver  autant  de  nombres  rationnels  que  Ton  veut, 
vérifiant  les  inégalités 

Ka<b </<V. 

En  effet,  dire  que  >  est  plus  petit  que  V,  c'est  dire  que  pour 
n  >  ri,  ri  était  convenablement  choisi,  on  a  : 

y*  <  x'n 

soient  a  et  /,  deux  nombres  vérifiant  les  inégalités 
yt/<a  <l<x*. 
Si  n  est  plus  grand  que  n',  on  a  : 

y»  <  y*      *n>  «V 
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donc 

yn<a<l<*n 

il  n'y  a  plus  qu'à  insérer  entre  a  et  /  autant  de  moyens  que  Ton 
voudra. 

6.  Opérations  sur  les  incommensurables.  —  Soient 

*i>  *i *»..-  (1) 

ynyt> y*- • 

deux  suites  indéfinies  de  nombres  entiers  ou  fractionnaires  véri- 
fiant les  inégalités 

*i  <  *% <  *•  <  y«  < <y*<yt  (2) 

et  deux  autres  suites  indéfinies 

y'i>y'* y*»- 

vérifiant  les  inégalités 

*'•  <  *'• < ^»  < y'«  < <  y. <  y»         W 

Supposons,  en  outre,  que  chacune  des  différences 
Vn  —  xn      et      y'n  —  x'n 

ait  pour  limite  zéro,  quand  n  augmente  indéfiniment.  Soit  «  un 
nombre  positif  arbitraire;  on  pourra  trouver  un  entier  n' tel  que 
l'inégalité  n  >  ri  entraine  les  suivantes  : 

y«  —  *n  <  «     y  »  —  *  »  <  « 

1°  Addition.  —  Si  Ton  pose  : 

^  =  *»  +  *»i      »«  =  y«  +  y* 

on  aura  évidemment  : 

Wl  <  "i  < <  n»  <  »»  < <  »f  <  ot  (3) 

et 

»!•  -  w»  =  (y*  —  *«)  +  (y'n  —  *  »), 

par  suite,  en  supposant  n  >  n  on  a  : 

vH  —  u„  <  2  « 

donc 

lim.  (».  —  uw)  =  0. 

Ji  résulte  de  là,  que  les  deux  suites  : 

r,  +  ifu       x%  -f  x'„ xn  +  x„,... 

yi  +  y'u      y,  +  y» y»  +  y«i«. 
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ont  une  limite  commune  a  ou  bien  définissent  un  nombre  incom- 
mensurable fi.  Nous  conviendrons  de  dire  que  a  ou  f*,  suivant  les  cas, 
est  la  somme  des  nombres  l  et  V  définis  par  les  suites  (1)  et  (1)'. 
En  d'autres  termes  nous  poserons,  par  définition, 

fa  y)  +  (*\  .y')  =  (*  "+  x\  y  +  y')- 

Si  xn  +  x'n  et  yn  +  y'n  ont  pour  limite  a,  nous  écrirons 

(*,  y)  +  (*'.  y')  =  *• 

Remarque.  —  On  définirait  d'une  manière  analogue  l'addition 
d'un  nombre  commensurable  et  d'un  nombre  incommensurable 
en  écrivant  : 

«  +  fa  y)  =  (a  +  *»  a  +  y) 

2*  Soustraction.  —  Si  l'on  pose 

*n  =  S*  —  y'*,  V„  =  y,,  —  *fn 

et  si  l'on  a,  par  exemple, 

*  >  V, 
on  aura,  au  moins,  à  partir  d'une  valeur  de  n  suffisamment  grande  : 

3?n  <  y'n  <Xn<y* 

et  par  suite 

»n  <  »„, 

d'ailleurs  un  croit  et  i?n  décroit  quand  n  augmente  4  enfin  : 

t>„—  Un  =  y«  —  Xn  +  y'n  —  Xn. 

Si  l'on  suppose  n  ">  n ,  la  différence  »„  —  u«  sera  moindre  que  2  «  ; 
par  suite,  0»— w»  a  pour  limite  zéro.  On  en  conclut  que  la  suite 
formée  par  les  nombres 

*i  —  y'u  xt  —  y'n xn  —  y» 

y%  —  #',,  y*  —  3* yn  —  a/», 

définit  un  nombre;  par  définition  ce  nombre  est  /a  différente  \  —  V, 
de  sorte  que  nous  poserons 

(a?,  y)  —  [x\  y)  =  (0  —  y',  y  —  tf). 

On  raisonnerait  d'une  manière  analogue  si  a  était  plus  petit  que  V. 
Si*  et  V  désignent  deux  nombres  commensurables  ou  incom- 
mensurables, nous  savons,  d'après  ce  qui  précède,  définir  les 
symboles 

a  +  V,        X— a,        V  — V 
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Si  l'on  a  quel  que  soit  n  ' 

X  n  ==  "—  *Piit  y  n  ==  ~~"  ,Vn. 

nous  dirons  que 

V  =  —  >, 
c'est-à-dire  : 

(— *.—»)  =  — (*.»)• 

Si  Xa+a?',,  et  y*  -f  y'„  ont  pour  limite  zéro,  nous  dirons 
que  *  -f-  V  =  0;  d'après  cela  : 

(*,y)+(-*,-y)  =  0. 

Enfin,  on  voit  facilement  que 

*  —  *  =  -.  (V  —  *). 

Remarquons  encore  que  les  égalités 

xn  +  xn  =  x'H  -f  arn      et      yn  +  y»  =  y  n  +  yn 
qui  ont  lieu  quel  que  soit  n,  montrent  que 

A  l'aide  de  ce  qui  précède,  si  \,  p,  y,  ....  désignent  des  nombres 
quelconques,  nous  pourrons  définir  le  symbole 

dz>±pzfcv... 

On  reconnaîtra  aisément  qu'on  peut  intervertir  à  volonté  Tordre 
des  termes,  dans  l'expression  précédente,  sans  en  changer  la  valeur. 

3°  Multiplication.  —  Considérons  les  nombres  a?„,  y„,  f»,  y'„ 
satisfaisant  toujours  aux  mêmes  conditions  que  précédemment,  et 
supposons,  en  outre,  que  ces  nombres  soient  tous  positifs.  Soient  : 

Un  =  xn  x\       vn  =  yn  y  n, 
on  aura 

U,  <Wt....   <tl»<»n <V9<Vt 

Je  dis  que  vn  —  tin  a  pour  limite  zéro  quand  n  augmente  indéfini- 
ment. En  effet,  en  supposant  n  >  n',  on  a  : 

y*  <  s*  +  * 
y»  <  ar'n  +  «, 
d'où  l'on  tire  : 

y»  y 'n  <  Xn  Xn  +  «  (Xn  +  XH)  +  «2, 

si  l'on  suppose  «  <  1,  on  déduit  de  la  dernière  inégalité  : 

yn  y'n  —Xn  x\  <  «  (y,  -f  y\  +  1). 
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Si  p  désigne  un  nombre  arbitraire,  en  supposant 

"Si+y't  +  l 
on  aura  pour  n  >  ri , 

Donc 

lim.  (y*  y'„  —  xn  xfH)  =  0. 

Il  résulte  des  hypothèses  admises,  que  les  deux  suites 

Viy'uy%y\ y,,  y'*,... 

.  définissent  un  nombre  :  par  définition  ce  nombre  est  le  produit  des 
deux  nombres  >,  V  ;  de  sorte  que  : 

(*,  y)  X  (*',  y')  =  (xx\  y  y'), 
et  Ton  a  aussi 

{x,y)X(xty)=i{sfx,yy)f 

donc 

(a?,  y)  X  (x\  tf)  =  (x\  y)  X  (*,  y). 

Nous  avons  suppose  les  nombres  x%y  y»,  a/n,  y'„  positifs;  on  peut 
facilement  lever  cette  restriction  ;  en  effet,  supposons  par  exemple 
xn  et  yn  négatifs  et  posons 

Xn  =  —  Zn        yn  =  —  *„, 

on  aura 

xn x'n  =  —  zn  xn       yny*  =  —  tn y'n 

par  suite, 

les  nombres  —  z*  a?#„,  —  ^y'n  définiront  le  nombre  —  {zx\  ty)\ 

on  posera  donc  : 

(*,  y)  X  (*',  y )  =  -r  (z,  0  (*,  y). 

On  étendra  la  définition  de  la  multiplication  à  un  nombre  quel- 
conque de  facteurs,  et  comme  on  peut  intervertir  Tordre  des  fac- 
teurs dans  les  produits  tels  que  Xnx'nx'n...,  yny'ny"n ;  on  doit 

regarder  comme  démontrée  la  môme  proposition  pour  les  produits 
de  facteurs  incommensurables.  On  en  déduit  aisément  tous  les 
théorèmes  relatifs  aux  produits  de  facteurs. 

4°  Puissances  entières.  —  En  désignant  par  m  un  nombre 
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entier,  nous  appellerons  puissance  m*  de  \  le  produit  de  m  facteurs 
égaux  à  l,  de  sorte  que  : 

(ar,  y)m  =  (xm,  ym). 

5°  Division.  —  Les  nombres  variables  xn,  y„,  y  »,  yn  étant  assu- 
jettis aux  mêmes  conditions  que  plus  haut  et  de  plus  supposés 
positifs,  posons 

les  nombres  Un,  vn  ainsi  définis  vérifieront  les  inégalités 

«i  <  U%  < <  »n  <  *>»  < <  »2  <  Vi 

comme  cela  est  évident;  de  plus,  je  dis  que 
lim.  {vn  —  un)  =  0, 

quand  n  croît  indéfiniment.  En  effet,  on  a  : 

.      _  Un  Xn   __  yn  y'n  —  Xn  Xn 

*n  j/n  Xnyn 

et,  par  suite  : 
En  supposant 


«< 


yi+y't+i 


on  verra,  comme  dans  le  cas  de  la  multiplication,  que  si  Ton  déter- 
mine ri  de  telle  façon  que  pour  toutes  les  valeurs  de  n  supérieures 
à  n\  les  deux  différences  yn  —  xn  et  y'n  —  xn  sont  moindres  que  «, 
on  aura  pour  n>ri  : 

Donc, quand  n  augmente  indéfiniment,  vn —un  a  pour  limite  zéro. 
Les  nombres  t^,  vn...  définissent  donc  un  nombre,  qui  sera  par 
définition,  le  quotient  de  >  par  V. 
Nous  poserons,  par  suite  : 


(*.f):   («MO  «=(£.£)■ 


7.  Inégalités.  —  1°  On  peut  ajouter  un  même  nofnbre  aux  deux 
membres  d'une  inégalité. 
Soit,  par  exemple 

XV, 
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je  dis  que  Ton  a  aussi 

x  +  pO'  +  p. 

Supposons  que  >,  ï,p  soient  des  nombres  incommensurables- 
définis  respectivement  par  les  nombres  #«,  y„;  i'„,  y'„;  z„,  *„. 

On  peut,  à  cause  de  l'hypothèse  l  <  V,  trouver  deux  nombres 
commensurables  a,  6,  et  un  entier  n\  tels  que,  en  supposant  n  >  n', 
on  ait  : 

.Vn  <  a  <  à  <  a/», 

et  par  suite  : 

«'»  —  y»  >  *  —  a  (1) 

De  plus,  *„  —  z«  ayant  pour  limite  zéro,  nous  pouvons  supposera 
assez  grand,  pour  que  l'inégalité  n  >  ri  entraine  celle-ci  : 

*  tn  —  zn<b  —  a.  (2) 

On  déduit  alors  des  inégalités  (1)  et  (2)  : 

fn  —  in  —  (Xn  —  #;»)<  0, 

c'est-à-dire  : 

Vn  +  tn  <  X\  +  *n- 

Cette  inégalité  qui  est  vérifiée  dès  que  n  surpasse  n',  exprime 
précisément  que  Ton  a  : 

Corollaire.  —  De  l'inégalité 

>  <V 
on  déduit,  en  ajoutant  —  Vaux  deux  membres  : 

l~V<0, 
de  celle-ci,  en  ajoutant  —  >  aux  deux  membres,  on  tire  : 

—  V<  —  l 
ou 

2°  On  peut  ajouter  membre  à  membre  deux  inégalités  de  même  sens. 
En  effet,  en  conservant  les  mêmes  notations,  et  supposant  de 
plus  que  fi  soit  défini  par  les  nombres  ïn,  t'n,  soient  : 
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On  peut  déterminer  ri  tel  que  l'inégalité  n>n' entraine  celles-ci: 

yn  <  x'ny 

d'où: 

!/n+  tn<  Xn  +  Zn, 

ce  qui  exprime  précisément  que  l'inégalité 

\  +  fi  <  V  +  yi 
est  établie. 

On  démontrera  d'une  manière  analogue  les  autres  théorèmes 
concernant  les  inégalités  et  que  Ton  a  démontrés  pour  les  nom- 
bres commensurables.  Nous  établirons  néanmoins  encore  une 
proposition  qui  a  une  grande  importance  pour  notre  objet. 

Comme  pour  les  nombres  commensurables,  nous  représenterons 
par  |  \  |  la  valeur  absolue  de\;  c'est-à-dire  le  nombre  >  lui-môme, 
si,  à  partir  dune  valeur  convenablement  choisie  de  n,  les  variables 
xni  y  a  sont  toujours  positives;  ou  au  contraire  —  \  si,  dans  les 
mêmes  conditions  ar„, yn  sont  négatives.  D'après  cela,  |  >  —  p  | 
représente  >  —  f*  si  >  est  plus  grand  que  ^,  ou  /*  —  \  si  \  est  plus 
petit  que  p. 

Voici  la  proposition  dont  il  s* agit  : 

Les  inégalités 

entraînent  celle*-ci  : 

En  effet,  supposons 

Les  inégalités  (1)  peuvent  être,  dans  ce  cas,  remplacées  par  les 
suivantes  : 

*  —  f*<« 

En  ajoutant  celles-ci,  membre  à  membre,  il  vient  : 

f*'  —  f*  <  «  +  £• 
Supposons  en  second  lieu  : 

On  peut  écrire  : 
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d'où: 

Mais  en  vertu  de  (1),  on  a  : 

p'  —  jt<p<«  +  8 
donc  : 

f*'  —  f*  <  «  +  P- 
Considérons  enfin  l'hypothèse 

P<f*'<X. 
On  déduit  alors  de  l'inégalité 

en  ajoutant  — ^  aux  deux  nombres,  et  remarquant  que  X  —  f*  est 
plus  petit  que  a  : 

p'  —  f*<a<a  +  /3. 

Si  /*  était  plus  grand  que/*',  on  arriverait,  par  les  mêmes  procédés, 
à  la  même  conclusion. 

8.  Nouvelle  définition  d'an  nombre  incommensurable. 

—  Le  nombre  X  étant  défini  par  les  suites  de  nombres  xni  yn  dont 
il  a  été  question  jusqu'ici  ;  nous  avons  écrit,  par  définition, 

Xn  <  X  <  y,». 

De  ces  inégalités  résulte  la  suivante  : 

À  —  xn  <^,  yn  —  Xn 

et  par  suite,  si  pour  toutes  les  valeurs  de  n  supérieures  à  n,  on  a  : 

yn  —  xn  <  a 

on  aura  aussi  : 

X  —  xn  <  « 

et  on  trouvera  de  même  : 

.Vn  —  X  <  a. 

D'après  cela,  en  étendant  le  sens  du  mot  limite,  nous  pouvons 
dire  que  X  est  la  limite  commune  des  nombres  xn  et  ynj  quand  n 
augmente  indéfiniment  ;  car  il  résulte  de  ce  qu'on  vient  de  dire, 
qu'à  tout  nombre  positif  «  correspond  un  nombre  n'  tel  que 
l'inégalité 

n  >  n 
entraîne  les  suivantes  : 

>  —  *n  <  «,      y»  —  x  <  a. 
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9.  Théorème.  —  Si  xtt  a  pour  limite  >,  et  si  xn  —  un  a  pour  limite 
zéro,  quand  n  augmente  indéfiniment,  un  a  aussi  pour  limite  l. 

En  effet,  à  tout  nombre  «  correspond  un  entier  n\  tel  que  en 
supposant  n  >  n,  on  ait  à  la  fois  : 

|>  — «ni     <  J         |*«  —  U«|    <^. 

Or,  on  déduit  de  ces  inégalités  (7) 

|  >  —  un  |<  a 

donc  Un  a  pour  limite  \  quand  n  augmente  indéfiniment. 

10.  Nouvelle  définition  des  opérations.  —  Considérons 
par  exemple  le  produit  U';  nous  avons  défini  ce  symbole  par  les 
deux  suites...  xm  x'ni  y*  #'„...  ;  nous  pouvons  dire  que  >  et  V  sont  les 
limites  des  variables  ar„,  a?'n  respectivement  et  que  le  produit  xnx'n  a 
une  limite  représentée  par  le  symptôme  ).  V  ;  de  plus,  en  supposant 
que  les  différences  xn  —  un  et  x'n  —  u'„  aient  chacune  pour  limite  zéro 
quand  n  augmente  indéfiniment,  uH  u„  —  xn  x'n  a  pour  limite  zéro  ; 
si  l'on  pose,  en  effet, 

Un  =  Xn   +  Zn 
Um  =  Xn  +  *'„ 

on  a  : 

Un  Un  —  Xn  X'n  =  Xn  z\  +  &  n  *n  +  *»  «V 

Or  «  étant  donné  et  supposé  moindre  que  l'unité,  on  peut  déter- 
miner n  tel  que  par  toutes  les  valeurs  de  n  supérieures  à  n',  on  ait  : 

|  Zn    |  <  a,     |  Sn  |    <  a 

de  sorte  que  si  Ton  suppose  : 
on  aura  : 

|  Un  Un  —  Xn  Xn  |    <  0. 

Il  résulte  de  là  que  Un  un  et  xn  x'n  ont  la  même  limite. 
On  traitera  de  la  même  façon  les  autres  cas. 

11.  Généralisation  du  calcul  algébrique.  —  Ce  que  nous 
avons  dit  relativement  à  l'addition  et  à  la  soustraction  suffit  pour 
qu'on  puisse  regarder  les  règles  de  l'addition  et  de  la  soustraction 
des  polynômes  comme  applicables  au  cas  où  les  termes  de  ces 
polynômes  sont  incommensurables.  Pour  la  multiplication  des 
polynômes,  il  suffit  de  généraliser  la  règle  relative  à  la  multiplication 
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d'un  polynôme  par  un  monôme  ;  les  autres  règles  se  déduisent  en 
effet  de  celle-là. 

Or  en  supposant  a,  b,  c  définis  par  les  nombres  xn,  yn;  zn,  tn; 
ua ,  v.  ;  et  m  défini  par  pn,  qn,  on  a  : 

{Xn  —tn  +  Un)pn  =  Xnpn  —  tnpn  +  U*  pn 

et 

fan  —  *n  +  »n)  Çn  =  yn  C»  —  **  Çn  +  Vn  ?»• 

On  voit  aisément  que  les  premiers  membres  définissent  le 
produit 

(a  —  b  -f-  c)  m 

et  que  les  seconds  membres  définissent  la  somme  : 

am  —  bm  -J-  cm 
donc  on  a  : 

(a  —  b  -f-  c)m  =  am  —  iro  -{-  cw- 

12.  Théorème.  —  1°  Si  le  nombre  xn  croit  avec  n,  mais  reste 
toujours  inférieur  A  un  nombre  déterminé  A,  il  a  une  limite  inférieure 
ou  égale  à  À. 

2°  Pareillement,  si  xm  décroit  quand  n  augmente,  mais  reste  toujours 
supérieure  À,  xn  a  une  limite,  supérieure  ou  égale  à  A. 

Soit  B  un  nombre  déterminé,  inférieur  ou  égal  x„  si  nous  insé- 
rons entre  B  et  A,  p  —  1  moyens  arithmétiques,  nous  formerons 
la  suite  croissante  : 

B,B  +  ^,      B  +  i^8- B  +  (p-l)^,A. 

P  P  P 

D'après  nos  hypothèses,  xn  est  toujours  compris  entre  B  et  À;  il 
en  résulte  qu'il  y  a  parmi  les  p  + 1  nombres  précédents,  deux  termes 
consécutifs 

B+A^Z-Ë    et   B  +  (A  +  1)  — - 
p  v         '     p 

entre  lesquels  xn  sera  toujours  compris,  dès  que  n  dépassera  un 

X B 

entier  déterminé  ni  ;  B+  k est  le  plus  grand  des  moyens 

A  —  B 
que  xn  puisse  dépasser.  Désignons  B  +  * P&*  B,      et 

A  —  B 

B  +  (*  + 1) par  A^.  En  raisonnant  sur  ces  deux  nombres, 
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LIMITES.   -   INCOMMENSURABLES  17 

comme  sur  B  et  A,  on  trouvera  deux  autres  nombres  B,  et  A„  tels 
que  l'on  ait  : 

Bi  -^  B2      À2  ^  Ai 

entre  lesquels  xn  se  trouvera  compris  dès  que  n  dépassera  un  cer- 
tain entier  ns>ni.  En  continuant  ainsi,  nous  formerons  deux  suites, 
la  première  non  décroissante,  formée  des  nombres 

B,    Biy   Ba,...    Bç... 
la  seconde,  non  croissante,  formée  des  nombres 

Ai    Aj,    Af,...    Aç... 

D'ailleurs  : 

A  — B 


A« —  Bç 


Pq 


On  peut  supposer,  par  exemple,  p  =  10;  alors  il  est  évident  que 
p«  augmente  indéfiniment  avec  g,  et  Ton  peut  déterminer  q  de 
façon  que  l'inégalité 

A-B 

soit  vérifiée,  «  étant  arbitraire,  car  il  suffit  que  l'inégalité 

soit  vérifiée. 

D'après  cela,  dès  que  q  dépassera  un  entier  déterminé  q,  la  diffé- 
rence A, —  Bç  sera  moindre  que  «;  en  d'autres  termes,  quand  q 
augmente  indéfiniment 

A,-B, 

a  pour  limite  zéro. 
Les  nombres  A9,  B9...  ont  donc  une  limite  déterminée  X. 
Or,  si  l'on  suppose  q  >  q'f  et  n  >  n',  ri  étant  un  entier  déterminé 
on  aura 

B,  <  xn  <  A, 
Af  —  Bç  <T  «  ; 

mais  on  aura  aussi 

|*n-M<Aç  —  B„ 

par  suite 

l*«— >  I  <« 

o 

».  auwuoLowwi.  —  ALoftan.  * 
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pour  toutes  les  valeurs  de  n  supérieures  à  n.  Par  conséquent)  xH  a 
pour  limite  >. 

il  est  bien  évident  que  1  est  au  plus  égal  à  A.  On  aurait  X  =  A,  si, 
quel  que  soit  q,  Af  était  toujours  égal  k  A. 

La  deuxième  partie  de  l'énoncé  peut  se  démontrer  d'une  manière 
toute  pareille. 

13.  Théorème.  — Pour  que  xH  ait  une  limite,  quand  n  augmente 
indéfiniment,  il  est  nécessaire  et  suffisant  qu'à  tout  nombre  positif  c 
corresponde  un  entier  p,  tel  que  l'inégalité 

soit  vérifiée,  pour  toutes  les  valeurs  de  n  supérieures  à  p%  et  pour 
toutes  les  valeurs  positives  de  q. 

La  condition  est  nécessaire.  En  effet,  si  xw  a  pour  limite  >,  à  tout 
nombre  positifs,  correspond  un  entier/),  tel  que  l'inégalité  n  >p, 
entraine  la  suivante  : 

l*.-*i<y. 

En  supposant  n>/>,  et  ç>0,  l'inégalité  précédente  sera 
vérifiée,  ainsi  que  celle-ci  : 

l*»+t  —  *  I  <^; 

or,  de  ces  deux  inégalités,  on  déduit  : 

|   Xn  —  Xn  +  q   |    <«u  (1) 

Supposons  cette  condition  remplie  dès  que  n  est  supérieur  à  un 
entier  que  nous  désignerons,  pour  plus  de  commodité,  par  p  —  1  ; 
alors,  quel  que  soit  le  nombre  positif  q,  on  aura  : 

*p  —  «<*?  +  f  <  xp  +  «• 
Soit  «|  <  «  :  dès  que  n  dépassera  px  —  1 ,  on  aura  : 

xpt—*<  xpt+i  <  xp,  +  «  i 

on  peut  évidemment  supposer  px  >p.  Il  convient  de  remarquée 
que  Ton  ne  peut  supposer  : 

*Pt  —  «i  <  *p  —  *  <  xp  +  «  <  *pt  +  «I, 

car  on  en  déduirait 

2  «,  >  2  «, 

ce  qui  est  contraire  à  notre  hypothèse* 
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Soit  ai  le  j)Ius  grand  des  deux  nombres  xp  —  «,  xp  —  «,  et  soit  ai 
le  plus  petit  des  deux  nombres  xp  -f-  «,  xf  -\-  «,.  Dès  que  n  dépas- 
sera le  nombre  j*i  — 1,  xn  sera  compris  entre  at  et  ôâ;  si  Ton 
pose  :  xp  —  *  =  b,  xp  -f-  «  =  a,  on  aura 

ô  ^  ôj        a  ^  at 

De  même,  en  supposant  «,>  «it  on  trouvera  deux  nombres  ar  flr 
tels  que  Ton  ait  : 

b  ^  b%        ax^  at 

et 

bÈ  <  *n  <  a% 

dès  que  n  dépassera  un  entier  déterminé/?,  —  1,  que  nous  pour- 
rons supposer  supérieur  à  pt  —  1.  En  continuant  ainsi,  on  formera 
deux  suites  de  nombres 

b,  6â,  6,  .  ...  br  ... 
«,  «i,  af  «r  ... 

la  première  non  décroissante,  la  deuxième  non  croissante  et  telles 
que  la  différence 

Or  —  br  =  «r 

puisse  être  rendue  aussi  petite  qu'on  veut;  il  n'y  a,  en  effet,  qu'à 
supposer  par  exemple  * 

_«r-l 

quel  que  soit  r. 

Dès  lors,  les  nombres  a,,  br...  définissent  un  nombre  X,  et  Ton 
peut  écrire 

br<\<Or. 

Dès  que  n  dépassera  un  entier  déterminé,  l'inégalité 

br  <  *n  <  Or 

sera  vérifiée.  Donc,  en  refaisant  le  même  raisonnement  que  dans 
le  numéro  précédent,  on  voit  que  xn  a  pour  limite  \. 

44.  Théorème.  —  Si  une  variable  x  ayant  une  limite  \  est  tou- 
jours plus  grande  qu'un  nombre  déterminé  a,  sa  limite  est  au  moins 
égale  à  a. 

En  effet,  supposons  \  <  a;  la  différence  |  x  —  X  |  peut  devenir 
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et  rester  moindre  qu'un  nombre  donné  d'avance,  quel  qu'il  soit; 
on  aurait  donc 

|  se  —  \  |  <  a  —  X 

et,  par  suite,  x  <  a,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 

En  particulier,  une  variable  toujours  positive  ne  peut  avoir  une 
limite  négative. 

On  verra  de  même  qu'une  variable  qui  ne  prend  que  des  valeurs 
inférieures  à  a,  ne  peut  avoir  une  limite  plus  grande  que  a. 

15.  Théorème.  —   Si  x  et  y  ont  respectivement  pour  limites 


aetb;      x  +  y,      £  — y,      xy, 
limites:  a -\-bf      a  —  b,      ab, 


ont    respectivement   pour 


Considérons  par  exemple  le  quotient  -  et  supposons  que  b  soit 
différent  de  zéro.  Si  Ton  pose 

on  a 

x      a  __  b»  —  ap 

Soient  a  et  V  les  valeurs  absolues  de  a  et  b,  «'  et  fï  les  valeurs 
absolues  de  «  et  p  ;  «'  et  fl  tendant  vers  zéro,  on  peut  supposer 
vérifiées  les  inégalités 

«<A      ?<h     ?<b, 

h  étant  un  nombre  donné;  par  suite,  l'inégalité  suivante  sera' 
vérifiée  : 

\y  b\<     b*—b'h 

Donc,  si  Ton  détermine  h  de  manière  que  l'inégalité 


b'*  —  b'h'    ^ 

soit  vérifiée,  on  aura 

x       a  1 

on  en  conclut  que 

..       x       a 
lim.  -  =T. 
y      à 
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Les  théorèmes  relatifs  à  la  somme  ou  au  produit  s'étendent  par 
un  procédé  connu  à  un  nombre  quelconque,  mais  déterminé  de 
variables. 

16.  Nous  établirons  encore  cette  proposition: 

x 
La  fraction  -  dont  le  numérateur  a  une  limite  différente  de  zéro, 

ou  reste  compris  entre  deux  nombres  fixes  de  même  signe,  et  dont  le 
dénominateur  tend  vers  zéro,  augmente  indéfiniment  en  valeur  absolue. 
Il  suffit  d'établir  la  proposition  quand  x  et  y  sont  positifs.  D'après 
les  hypothèses,  on  peut  toujours  trouver  un  nombre  fixe  À,  tel  que 
le  numérateur  x  reste  supérieur  à  A;  de  sorte  que  Ton  ait  : 

a?        À 
y       1' 
Soit  B  un  nombre  arbitraire,  aussi  grand  qu'on  veut;  y  ayant 

pour  limite  zéro,  finira  par  devenir  et  rester  moindre  que  -  et, 

B 
x 
par  suite,  la  fraction  -  deviendra  et  restera  supérieure  à  B.  La 

proposition  est  ainsi  établie. 


CHAPITRE  II 
RADICAUX    ARITHMÉTIQUES 

47.  Définition  du  symbole  mJâ. 

Étant  donné  un  nombre  commensurable  positif  a,  proposons- 
nous  de  trouver  un  nombre  dont  la  puissance  m9  soit  égale  au 
nombre  donné  a,  m  étant  un  entier  quelconque.  Si  ce  nombre 
existe,  on  rappelle  la  racine  m9  de  a;  ainsi  p.  ex.,  28=  8;  donc  2 
est  la  racine  cubique  de  8.  Mais  en  général,  le  nombre  donné  n'est 
pas  une  puissance  m9  exacte.  Dans  ce  cas  l'arithmétique  apprend 
à  former  deux  suites  de  nombres  fractionnaires,  a?„,  yn...  vérifiant 
les  inégalités  : 

et  tels  que  la  différence  yn  —  xn  ait  pour  limite  zéro  quand  n 
augmente  indéfiniment. 
En  désignant  par  qt,  q2,  </„...  des  entiers  tels  que  chacun  d'eux 
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soit  un  multiple  du  précédent,  en  désignant  par  xn  et  yn  les  racines 

4 
roM  de  a  à  —  près,  la  première  par  défaut,  la  seconde  par  excès,  on 

?» 
obtient  des  nombres  satisfaisant  aux  conditions  précédentes. 

La  suite  des  nombres  xn,  yn...  dépend  évidemment  de  la  suite  des 
nombres  qu  ça,  qn  ou  comme  on  dit,  de  la  loi  suivant  laquelle  varie 
l'approximation.  Supposons  que  Ton  adopte  une  autre  loi,  entiè- 
rement arbitraire,  en  supposant  néanmoins  que  l'approximation 
aille  toujours  en  croissant  ;  nous  formerons  deux  nouvelles  suites 
de  nombres  un,  vn  définis  par  ces  conditions  : 

et  tels  en  outre  que  la  différence  vn  —  un  puisse  être  rendue  moin- 
dre qu'un  nombre  arbitraire,  dès  que  n  dépasse  un  entier  déterminé 
ri.  Nous  aurons  évidemment  un  <  y„  et  ar»  <  vm.  Or  pour  n  >  n\ 
ri  étant  convenablement  choisi,  on  a  : 


t/n—  Xn<^          VH- 

-fn< 

2 

donc  : 

yn  —  *n  +  Vm  —  Un  <  « 

Mais  le 

premier  membre  peut  s'écrire 

(y«  —  Un)  +  {vn- 

-XH) 

donc  chacune  des  différences  positives  yn  — 1*„  et  vn  —  xn  est  infé- 
rieure à  «.  Or  d'après  ce  qui  précède  xn  et  y„  ont  une  limite  com- 
mune, et  comme  la  différence  un  —  ym  a  pour  limite  zéro,  ainsi  que 
la  différence  vH  —  arn,  on  voit  que  w„,  vM,  xni  yn  ont  la  môme  limite. 
C'est  cette  limite,  indépendante  de  la  loi  suivant  laquelle  varie 
l'approximation,  que  nous  représenterons  par  le  symbole"1^ 
Je  dis  maintenant  que  a  est  la  limite  de  o?ï.  En  effet,  on  a  : 

*ï  <  a  <  yS 

donc  : 

«  —  xmu  <  y™  —  s* 
Or,  on  a  identiquement  : 

y:  -  *?  =  (yn  -  *„)  (#-»+  y?-*  xn  + ...  +  x^] 

Mais  chacun  des  termes  du  second  facteur  est  moindre  que  y„  par 
exemple,  donc  le  second  membre  est  inférieur  au  produit  de  y» —  xn 


Digitized  by 


Google 


RADICAUX  ARITHMÉTIQUES  23 

par  m.  jff-*;  or  on  peut  trouver  un  entier  ri  tel  que  l'inégalité 
n >  »,  entraine  la  suivante  : 

m.  yi 
et  par  suite  : 

y?  —  *?  <  « 
et  à  plus  forte  raison 

a  —  *!T  <  «    et    y*  —  a  <  oc. 

Donc  a  est  la  limite  commune  de  a??  et  de  yj.  On  verrait  d'une 
manière  analogue  que  a  est  encore  la  limite  de  u?  et  de  tC  quand  n 
augmente  indéfiniment. 

D'après  cela,  nous  pouvons  dire  que  V^  est  la  limite  des  nombres 
variables  dont  la  puissance  m°  a  pour  limite  a. 

De  là  résulte  que  si  l'on  désigne  par  X  le  nombre  représenté  déjà 
par  le  symbole  "Va,  on  a  Xw = a  ;  en  effet  X  est  la  limite  de  xn,  donc  a?" 
a  pour  limite  Xw,  etc. 

Dans  tout  ce  qui  précède,  a  désigne  un  entier  ou  une  fraction  ; 
mais  on  peut  appliquer  les  mêmes  raisonnements  au  cas  où  a  dési- 
gnerait un  nombre  incommensurable. 

Le  nombre  positif  commensurable  ou  incommensurable  qui, 
élevé  à  la  puissance  m',  reproduit  un  nombre  positif  donné  a,  se 
nomme  la  racine  m«  arithmétique  du  nombre  a. 

Définition.  —  Dans  le  symbole  myfâ,  m  se  nomme  Y  indice  du 
radical.  Généralement  quand  m  =  2  on  ne  l'écrit  pas;  Jâ  désigne 
la  racine  carrée  de  a. 

18.  Proposons-nous  de  trouver  tous  les  nombres  positifs  ou 
négatifs  vérifiant  l'équation 

a?*1  =  a. 

Il  convient  de  distinguer  plusieurs  cas. 

1°  Supposons  m  pair,  m  =  2  p  et  a  >  o.  Soit  «  la  racine  m* 
arithmétique  de  a;  posons 

x  =  ±*y, 

y  sera  déterminé  par  l'équation 

(dz  «)  **y  V  =  a, 

mais 

(±:  «)  *=«■•=  a, 
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donc,  on  aura  toutes  les  valeurs  positives  ou  négatives  (c'est-à-dire 
réelles)  de  a?,  en  cherchant  toutes  les  solutions  positives  de  l'équa- 
tion 

y*  =  l: 
or  on  a  : 

y*  _  1  =  (y-  1)  (y',-i  +  y  *-«  ....  +  y  +  1). 

Cette  identité  montre  que  l'équation  considérée  n'a  pas  d'autre 
racine  positive  que  l'unité.  Donc  les  seules  solutions  réelles  de  la 
question  sont  au  nombre  de  deux,  égales  et  de  signes  contraires  et 
ayant  pour  valeur  absolue  la  racine  m» arithmétique  de  a. 

2°  m  =  2j*,  a  <  o.  Tout  nombre  positif  ou  négatif  élevé  à  une 
puissance  paire  donne  un  résultat  positif,  donc  l'équation 

x*=:  a 

n'a  dans  ce  cas  aucune  solution  réelle. 

'■ 

3°m  =  2/*  +  l,a  étant  positif  ou  négatif.  Soit  «  la  racine  m*  arith- 
métique de  |  a  |  et  posons  a?  =  c  a  y  ;  y  étant  supposé  positif  et  c 
désignant  ±  1  ;  on  aura 

xm  =  f2^  +  .i  aî^+  !  y2,a+  i  =  f  K«F+  i   yi++  i 

On  a  donc  à  résoudre  l'équation 

t.  a**  +  *  y V  +  «  =  a. 

•  Les  deux  membres  devant  être  de  même  signe,  il  faut  prendre 
t  =  +  1  si  a  est  positif  et  t  =  —  1,  si  a  est  est  négatif;  on  aura 
ainsi  •.  a  V  +  !  =  a  et  y  devra  être  une  solution  positive  de  l'équa- 
tion y*i*+  !  =  1.  On  voit  comme  plus  haut  que  la  seule  solution 
positive  est  y  =  1  et  par  suite  x  =  t  «,  t  ayant  la  valeur  -}-  1  si  a 
est  positif,  et  la  valeur  —  1  si  a  est  négatif. 

Exemples.  —  Les  solutions  réelles  de  l'équation  x*  =  16  sont 
x  =  ±  2  ;  celle  de  l'équation  x9  =  8  est  x  =  —  2.  On  voit,  d'après 
cela,  qu'il  suffit  de  considérer  le  cas  où  a  est  positif;  c'est  ce  que 
nous  ferons  dans  la  suite  de  ce  chapitre. 

PROPRIÉTÉS  DES  RADICAUX  ARITHMÉTIQUES 

19.  Théorème.  —  On  peut  multiplier  ou  diviser  par  un  même 
nombre  entier  V indice  d'un  radical  et  l'exposant  du  nombre  placé  sous 
le  radical. 
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Il  s'agît  de  prouver  que 

En  effet,  soit  «la  racine  m9  arithmétique  de  a';  on  a  : 

«m==  <& 
élevant  les  deux  membres  à  la  puissance  qy  on  obtient  : 

a**  =  a" 

donc  : 

20.  La  proposition  précédente  permet  de  simplifier  un  radical 
arithmétique,  lorsque  le  nombre  placé  sous  le  radical  est  une  puis- 
sance dont  l'exposant  n'est  pas  premier  avec  l'indice. 

Exemple  : 

21.  Rédaction  de  radicaux  donnés  an  même  indice.  — 

Soient  "Voj  *>Ib,  V^  des  radicaux  arithmétiques  donnés  ;  il  s'agit  de 
les  remplacer  par  des  radicaux  respectivement  égaux  aux  premiers 
et  affectés  d'un  même  indice.  La  solution  est  la  même  que  celle 
que  Ton  a  donnée  en  arithmétique  pour  réduire  des  fractions 
données  au  même  dénominateur.  Il  suffit  d'après  le  théorème 
précédent,  de  remplacer  les  radicaux  donnés  par  ceux-ci  : 

On  peut  obtenir  un  indice  commun,  plus  petit  que  le  produit 
des  indices  en  opérant  ainsi  :  on  commence  par  rendre  les  radicaux 
irréductibles,  en  divisant  dans  chacun  d'eux  l'indice  et  l'exposant 
de  la  puissance  qui  lui  est  soumise  par  leur  plus  grand  commun 
diviseur.  Cela  fait  on  cherche  le  plus  petit  multiple  commun  des 
nouveaux  indices  ;  soit  j*  ce  nombre  :  en  appliquant  le  théorème 
précédent,  on  transforme  les  radicaux  en  radicaux  respectivement 
égaux  ayant  pour  indice  commun  le  nombre  p. 

Exemple.  —  Soient  donnés  les  radicaux. 

.•M     "Vn     "V?. 

en  les  simplifiant  on  obtient  : 

VSs     'W,     'V?, 
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le  plus  petit  multiple  des  nombres  9,  12, 15  étant  égal  à  180,  nous 
obtenons  facilement 


180 


M*,     "VF,     "VF. 

22.  Multiplication  des  radicaux.  —  Pour  multiplier  entre 
eux  des  radicaux,  on  commence  par  les  réduire  au  même  indice. 
Cela  fait,  on  applique  ce  théorème  : 

Théorème.  —  La  racine  m*  d'un  produit  est  égale  au  produit  des 
racines  m"  de  chaque  facteur. 
En  effet,  soient  «,  p1  y  les  racines  m"  des  nombres  a,  ft,  c,  on  a  : 

(a.  p.  y)m  =  «m.  pm.  ym  =  abc, 

d'où  : 

a.  p.  y  =  my]abcy 

c'est-à-dire 

"Va  X  "V*  X  7c  =  "i£*F. 

23.  Division  des  radicaux.  —  Pour  diviser  un  radical  par  un 
autre,  on  commence  par  réduire  ces  deux  radicaux  au  même 
indice,  puis^on  applique  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  La  racine  m9  d'un  quotient  est  égale  au  quotient  du 
la  racine  m9  du  dividende  par  la  racine  m*  du  diviseur. 
On  a,  en  effet, 

/a\m_  *m  __  a 
\p)   "r"* 

a  et  p  désignant  les  racines  m"  de  a  et  b  ;  d'où  : 

P     V»' 


c*est-à-dire  : 


Vb        V  b' 


24.  Application.  —    Faire  sortir  un  facteur  d'un  radical   ou 
inversement,  faire  entrer  un  fadeur  sous  un  radical. 
On  a  : 


7**.  b  =  Tow  x  75  =  ap.7Ê. 

Exemples  :  VBê  =  V?x"7  =  2.  V^ 

V¥^=\rpCsf  =  V2T6  =  2  v/5- 
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25.  Puissance  d'un  radical.  —  On  élève  un  radical  arithmé- 
tique à  une  puissance,  en  élevant  à  cette  même  puissance  le  nombre 
soumit  au  radical. 

Ainsi . 

(70)'=-^: 

En  effet,  il  suffit  d'appliquer  la  règle  de  la  multiplication.  Le 
premier  membre  est  le  produit  de  p  radicaux  égaux  à  "Va,  il  est 
donc  égal  à  la  racine  m*  du  produit  de  p  facteurs  égaux  à  a. 

26.  Racine  d'an  radical.  —  La  racine  p9  arithmétique  de  la 
racine  n*  arithmétique  Sun  nombre  positif,  est  égale  à  la  racine 
tfindice  np  du  même  nombre. 

En  d'autres  termes,  on  a  l'identité  : 

En  effet,  soit   vVa  =  a,  on  a  successivement 

Va  =  «>, 
puis 

a  =  «*»*, 
donc 

«  =  WVS. 

On  étend  la  règle  à  un   nombre   quelconque   de   radicaux 
superposés.  Ainsi,  par  exemple  : 


v^VVvs  =  -vs, 


on  en  conclut  aisément  qu'on  peut  intervertir  à  volonté  Tordre  des 
radicaux. 


Applications     Vî/§  a1»  6*  =  VV»  a11  6W  =  V^é"6 
VÏÏ7639  =  V>/H7  649  =  V§43 

Remarques.  —  1°  Si  m  =  2*  3«,  on  ramène,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, l'extraction  de  la  racine  m*  de  a  à  p  extractions  de  racines 
carrées  et  à  q  extractions  de  racines  cubiques. 

2°  Il  importe  de  savoir  que  les  transformations  précédentes 
peuvent  donner  des  résultats  inexacts  quand  on  les  applique  à  des 
radicaux  algébriques. 

27.  Nous  établirons  encore  le  théorème  suivant  : 
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Théorème. —  Si  le  nombre  positif  variable  x  a  pour  limite  a,  ny/x  a 

pour  limite  °Va. 
En  effet,  on  a  : 

sjx  —  y/a  —  ,y^rrr  _|_  *»j^r=*  a  _j_  _  _j_  mv/^^^î• 

Puisque  x  a  pour  limite  a,  si  6  désigne  un  nombre  positif  déter- 
miné supérieur  ka,  x  finira  par  devenir  et  rester  moindre  que  b  et 
pour. toutes  les  valeurs  de  x  satisfaisant  à  cette  condition,  on  aura 

I   y/x  —  V«  I    < 


Soit  «  un  nombre  positif  arbitraire  :  si  Ton  suppose  : 

|  x  —  a  |  <  m  a  7*"-1 
on  aura 

rV5-"VS|<«; 

ce  qui  prouve  que  "$p  a  pour  limite  "Va. 

APPLICATIONS 

28.  Rendre  rationnel  le  dénominateur  d'une  fraction 
de  la  forme  : 

r=    p 


"fa  -  7*' 


P  étant  rationnel. 

L'identité 


dans  laquelle  on  suppose  «  =  "/ô  et  p  =  m<Jl,  donne  : 


'fi-T/b: 


a  —  b 


7a»- «+7a-»-»6  4-7a»-«6«+...-j-7i«-« 
on  a  donc 
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Soit,  par  exemple, 

P 


/  = 


fa -VU 


on  ramène  ce  cas  au  précédent  en  réduisant  les  deux  radicaux  du 
dénominateur  au  même  indice;  on  a  ainsi  : 


,      pWVVh  JrfVb*  +  ab  +  b  yfc\/b  +  b*  Jb*]. 
T- &=¥ 

On  procédera  d'une  façon  analogue  pour  une  fraction  dont  le 
dénominateur  est  de  la  forme 

m  étant  impair. 

29.  Rendre  rationnel  le  dénominateur  d'une  fraction  de 
la  forme. 


f  -  P  _ 

±lyfc±)fb±y/c±:...±fi' 

On  peut  écrire  : 

p 

f  =  _= f  désignant  ±  1. 

Q  désignant  la  somme  des  radicaux  différents  de  y]a.  En  multi- 
pliant les  deux  termes  de  la  fraction  par  l'expression  conjuguée  du 
dénominateur  :  c  \la  —  Q,  on  obtient 

,_P('\fc-Q) 

Le  dénominateur  ne  renferme  plus  le  radical  y/a;  Q*  contient 
une  partie  rationnelle  composée  de  la  somme  des  carrés  des  radi- 
caux Jb,  yfc^ .  .  y/1,  et  une  partie  généralement  irrationnelle  com- 
posée des  doubles  produits,  tels  que  2y/ùc,  2jbd,  .  .  2jcd  ...  Donc 
on  peut  mettre  la  fraction  sous  la  forme 
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R  et  S  étant  des  sommes  ne  renfermant  plus  le  radical  ijù,  mais 
pouvant  contenir  les  autres  radicaux  y/c,  y/d>  ...  \/7,  chacun  d'eux 
n'entrant  qu'au  premier  degré;  si  Ton  multiplie  les  deux  termes 
de  f  par  R  y/b  —  S  on  obtient  : 

F  (R  y/6- S) 
'  ""      6R--  S*    ' 

Le  dénominateur  ne  contient  plus  ni  y/a  ni  y/b.  On  mettra  de 
même  ce  nouveau  dénominateur  sous  la  forme 

lWc  +  V, 

U  et  V étant  de  la  forme C y/c  +  D  Jd+  ...  +  L  \/T ...  On  continuera 
de  la  môme  manière,  chaque  transformation  faisant  disparaître  un 
radical,  au  moins;  on  est  sûr  de  débarrasser  le  dénominateur  de 
tous  les  radicaux. 

Remarque.  —  On  peut  faire  disparaître  tous  les  radicaux  d'un 
seul  coup,  en  employant  la  méthode  dite  des  polynômes  associés. 

(Yoir  :  Questions  d! algèbre,  par  M.Desboves,  2e  édit.,  p.  217  et  320.) 
(Delagrave) 

30.  Cas  particuliers.  —  Dans  certains  cas  particuliers,  le 
calcul  peut  être  abrégé. 

Exemple.  —  Rendre  rationnel  le  dénominateur  de  la  fraction. 


\/Ô  +  y/b  +  yfc  +  y/d 

sachant  que  ab  =  cd. 
Multiplions  les  deux  termes  de  la  fraction  donnée  par  : 

on  obtient  : 

y/â+  y/b~(\Tc+y/d)  fi+Jj—fi—jd 

'   -   ya+y/by-(y/c  +  y/d)2~        a  +  b~C-d 

31.  On  peut,  dans  les  mêmes  conditions,  rendre  rationnelle  une 
équation  A  =  0  ;  on  la  remplacera  par  l'équation  AR  =  0,  R  étant 
choisi  de  façon  que  le  produit  AR  soit  rationnel.  Mais  il  est  évident 
que  la  nouvelle  équation  pourra  être  plus  générale  que  la 
première. 

Étant  donnée  l'égalité 

y/a  —  y/b  =  0, 
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Ua-fb)   (fi+}fi)  =  Q 


as 


ou 


a  —  b  =  0. 
On  voit  qu'élever  les  deux  membres  de  l'égalité 

au  carré,  revient  à  multiplier  par  yÇ  +  v7*  le  premier  membre  de 
celle-ci  : 

yÇ  —  y/b=z0. 

Plus-  généralement  on  passe  de  Va  =  v\fb1  par  une  élévation  des 
deux  membres  à  la  puissance  m,  à  l'égalité  a  =  b  ;  cette  opération 
revient  à  remplacer  l'égalité  mJà  —  m>Jb  =  0  par  la  suivante  : 

(VS— 7*)  [my/c^::T+  "Vam-  *  *  +  ...  +  7*"731]  =  0, 

de  sorte  que  si  a  et  *  contiennent  une  inconnue  #,  l'équation 
a  —  *  =  0  peut  avoir,  outre  les  solutions  de  l'équation  : 


mv£-7*  =  o, 


celles  de  l'équation 


Va*-1  +  Va"1"""*  +  ...  +  'W^1  =  0. 
32.  Exemples.  —  I.  Soit,  par  exemple,  à  résoudre  l'équation 

Pour  rendre  cette  équation  rationnelle,  nous  récrirons  ainsi  : 


(«) 


va:—  V*—  x=i  —  V* 
en  élevant  les  deux  membres  au  carré  et  simplifiant  nous  obtenons 
—  >/!  —  *  =  i  —  2v£. 
Élevant  de  nouveau  au  carré  : 

i— x=l+4x  —  lyÇ 
ou 

4yÇ=5X, 

Une  dernière  élévation  au  carré  donne 

16  x  =86  x* 


(2) 
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ou 

xfibx  — 16)  =  0,  (3) 

16 
équation  qui  a  évidemment  pour  solutions  :  x  =  0,    x =— 

Mais  Téquation  (3)  peut  être  plus  générale  que  la  proposée  ;  il  faut  donc  vérifier 
les  solutions  trouvées.  On  voit  facilement  que  la  solution  s=0  ne  convient  pas:  au 

16 
contraire  x  =  — ■  vérifie  Téquation  proposée. 

25 


Si  au  lieu  de  l'équation  (1)  on  proposait  Téquation  : 


jg+^X+y/i-X^zi,  (4) 

on  obtiendrait,  par  les  mêmes  calculs,  la  même  équation  (3),  mais  les  deux  solutions 

MO 

r  =  0,   £  =  ^  conviennent  toutes  les  deux  à  Téquation  (4).  Ce  qui  prouve  que 

l'élévation  à  une  même  puissance  des  deux  membres  d'une  équation  n'introduit  pas 
nécessairement  des  solutions  étrangères. 
L'équation  

yfx  —  )Jx-  VI  —  X  =  i  m  (5) 

traitée  comme  plus  haut,  conduirait  encore  à  la  même  équation  (3).  Aucune  des  solu- 
tions de  cette  dernière  ne  convient  .à  Téquation  (5). 

11.  Soit  encore  Téquation 


y/a  +  x  —  >/a  —  a?  =  v/al  —  *».  (1) 

Élevons  les  deux  membres  au  cube,  en  tenant  compte  de  l'identité 
(u  +  v)*  =  u*  +  »»  +  3  uv  (m  +  v) 


il  vient,  u  étant  remplacé  par  V  a  -f  *  et  t;  par— y7*  — *» 

V^TT^  =  2*-  3  v^TT^î  (Y/a^f^  _  yïZTî) 

ou,  en  vertu  de  Téquation  proposée  : 

Va»  —  *»  =  2*  —  3  îto»  —  a?»  y/a*  -  x*  =  2*  —  3  fta1  —  **)* 


d'où,  en  remplaçant  VCa1  —  •s1)*  par  v^1  —  *■  et  simplifiant  ; 


2  ija*  —  x*  =  ar;  (2) 

enfin,  élevant  les  deux  membres  au  carré  : 

4(0*— **):=:  *• 


ou 


équation  qui  a  pour  solutions 


5  x*  —  4  a1  =  o,  (3) 


,      2a  2a 

V5  /6 


H  s'agit  maintenant  de  vérifier  si  ces  solutions  conviennent  à  Téquation  proposée. 

_  2a 

Pour  cela,  substituons  y=.  à  x  dans  les  deux  membres  de  l'équation  (l).  Pour  que 
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2a 

-=.  soit  solution,  il  faut  que  Ion  ait  : 


V         Ji  V         JB        "V? 


3    /â 
ou,  en  divisant  les  deux  membres  par  %/  — 

V    v  6 


7*6 


V/5  +  2  —  V>/"5  —  2  =  1. 
Désignons  par  z  la  valeur  du  premier  membre.  On  a 

i«=:(/5  +  8)-(v/5-2)-3av/5-4.i, 

donc  z  vérifie  l'équation 

:»  +  32  —4  =  o 
ou 

(*-i)(j«  +  z  +  4)  =  o; 

or  la  valeur  cherchée  s  est  évidemment  positive,  on  en  conclut  que  z  =  1. 

La  deuxième  solution  ne  vérifie  évidemment  pas  l'équation  (2);  donc  elle  ne  peut 
vérifier  l'équation  proposée.  On  voit  aisément  qu'elle  vérifie  l'équation  : 


î/fl"-x«  =  ,y/a-i-8v/c  +  a:. 


33.  Transformation  de  l'expression  :  si  a  ±  Jà. 

a  et  b  sont  deux  nombres  commensurables,  b  n'étant  pas  un 
carré  ;  on  se  propose  de  trouver  deux  nombres  commensurables  x 
et  y  tels  que 

Ja  +  *tf=*iJÏ  +  fy/y  (1) 

i,t\  i"  désignant  l'unité  positive  ou  négative. 
Supposons  le  problème  résolu  ;  de  l'équation  (1),  on  déduit,  en 
élevant  les  deux  membres  au  carré  : 

a  +  t  sjï  —  x  +  y  +  2  «V  \jxy.  (2) 

Je  dis  que  si  a?  et  y  sont  commensurables»  cette  équation  se 
décompose  en  deux,  savoir  : 

2  tV  yfxy  =  i  slb. 
En  effet,  l'équation  (3)  peut  s'écrire  : 

(a  —  x  —  y)  +  «  >fb  =  2  «V  V^y 
d'où,  en  élevant  les  deux  membres  au  carré 

(a  —  x  —  y)%-\-b  +  2t(a  —  x  —  y)y/b  =  b  xy. 

o.  XUWKMUraïKI.  —  AMtou.  3 


(3) 
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Pour  que  cette  équation  soit  vérifiée,  il  faut  que  le  coefficient  de 
yjb  soit  nul,  sans  quoi  l'on  aurait  : 

i  (h  —  kxy  ~  *  ~  (a  —  x  ~~  W 

V  2t(a-*-y) 

égalité  impossible,  puisque  b  n'est  pas  carré  parfait.  En  tenant 
compte  de  la  condition  trouvée,  savoir  :  x-\-y  =  a,  l'équation  (2)  se 
réduit  à  la  suivante  : 

2  tV  y/xy  =  *  >jT. 

Cette  dernière  équation  exige  que  Ton  ait  : 

gV  =  c  et  2^xy  =  Jb. 

Si  «  =  +  !•  on  devra  avoir  •'  =  t*  et  par  suite  «'=«^  =  -1-1 

puisque  t  y/x  +  f*  Jy  doit  avoir  une  valeur  positive  +  s) a  -f-  y]b. 

Si  au  contraire  c  =  —  1,  on  doit  prendre  •'  =  —  •*,  on  pourra 
évidemment  supposer  t'  =  -f  1,  t"  =  —  1. 

Gela  posé  si  Ton  a,  x  et  y  étant  commensurables 


Va  +  v*  =  V*  +  V.y 

on  aura  d'après  ce  qui  précède  : 

x  +  y  =  a 
2  >Jxy  =  V*- 

Donc  on  aura  en  même  temps  : 

^  +  y  +  2\fxy  =  a+^b 
x  +  y  —  2  yjxy  =  a  —  yjb. 
on  en  déduit 

(x-y)*=a*-b. 

Ce  qui  prouve  que  a'  —  b  doit  être  un  carré  parfait.  Supposons 
cette  condition  nécessaire  remplie  et  posons 

L'équation  x  +  y  =  a  montre  que  a  doit  aussi  être  >  0  ;  je  dis 
que  les  conditions 

a*  —  *  =  c8    a  >  0 
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sont  suffisantes  pour  que  la  transformation  soit  possible.  En  effet, 
déterminons  x  et  y  par  les'deux  conditions 

x  +  y  —  a 


x  —  y  =  Va*  —  b  =  c. 
Nous  aurons 

__  a  -f  g       ___  a  —  c 

d'où 


*  +  y  +  2  v*y  =  «  +  v'*'  —  c»  =  a  +  v* 

et 

x+y  —  2  yjxy  =  a—  yfb 
donc  on  aura  bien  : 

c'estrà-dire 

et 

(V*-Vy)a  =  a-V* 
ou 


\/a?  —  \/y  =  V^a  —  V*- 


On  a  donc  obtenu,  en  supposant  a  >  0,  a*  =  *  —  c",  l'identité 
suivante  : 


Remarque.  —  Si  a*  —  b  n'est  pas  un  carré  parfait,  l'identité  pré- 
cédente subsiste  ;  mais  le  second  membre  étant  plus  compliqué  que 
le  premier,  elle  doit  en  quelque  sorte  être  renversée,  c'est-à-dire 
qu'elle  peut  servir  à  remplacer  le  second  membre  par  le  premier. 

EXERCICES. 
1.  Démontrer  que  le  nombre  : 

est  incommensurable,  en  supposant  que  a,  bt ....  /  désignent  des  nombres  commen* 
stnabies,  positifs  ou  négatifs  «,  P,  ....  x  étant  des  nombres  commensurables  positifs, 
non  carrés  parfaits. 
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2.  m,    p,  7,.  . .   r    désignant  des  nombres  premiers  enlre  eux  deux  à  deux, 
a,    bt    c,.  . .    J    des  nombres  entiers,  prouver  que  le  produit 

ic  peut  être  commensurable  que  si  a  est  une  puissance  m*,6  une  puissance  pc,ctc. 

3.  Rendre  rationnelle  l'équation  : 

4.  Rendre  rationnelle  l'équation  : 

5.  Rendre  rationnelle  l'équation  : 

"yfâ+yi  +  c^o. 

6.  Rendre  rationnelle  l'équation  : 

\/«+  >/b  +  Je  +  y/d  -k  ^=0.       (Descartes.) 
(Voir  Desboves,  Questions  d'algèbre,  2«  édit.,  p.  328.) 

7.  Rendre  rationnelle  l'équation  : 


:fc  V^a  +  x  ±^6  4-x±^c  +  *  =  o. 

Déterminer  c  en  fonction  de  a  et  6,  de  manière  que  x  =o  soit  une  solution, 

8.  Rendre  rationnel  le  dénominateur  de  la  fraction. 

m 

9.  Résoudre  l'équation  : 


10.  Résoudre  l'équation  : 


y^i  +  *)»  —  ax  —  ^(i  —  *)t  +  eue  t=  *. 

11.  Résoudre  l'équation  : 

ox  —  6*               Jax  4-  c  c* 

/—  ,   .   +  6  =  l — Z-Zl  Rép.  x  =  -  (a,  6,  c  sont  positifs). 

Vas  4~  à                   8  a 

12.  Résoudre  l'équation  : 

^a  +  *  —  v/a  —  «  6  +  l 


13.  Résoudre  l'équation 


2*  +  2^+*»  =  ==  Rép.*  =  2«. 


14.  Résoudre  l'équation  : 

I  -f  ûj? V  1  —  àx  r  a\  b 
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15.  Résoudre  l'équation  : 


a  x  b  Y  \  6* 

e  l'équation  : 

>/l~  1  A±î  +  %V^Î  =  *  VT^.  Rép.  *  =  a. 

y  i  —x     y  i  +  * 

Résoudre  l'équation  : 

y£T±ljï-\/x-yfi  =5  t  /_î_.  Rép.*  =  o,«  =  ^. 


16.  Résoudre  l'équation  : 


18.  Résoudre  l'équation  : 


V(a  +  *)*  —  Va*  -  z*  +  V(a  —  s)1  =  *- 

19.  Résoudre  l'équation  : 

20.  Résoudre  l'équation  : 


Ja  —  x  +  Sv'tf  -f  a?  =  va  —  x  -f  \^aa?  +  **.  Rép.  a?  =  —  a. 


21.  Trouver  dans  quel  cas  l'expression  ya  +  yfb  peut  se  ramener  à  la  forme 

*  +  v£ 

22.  Simplifier  l'expression  : 

Vga- 3* +  (*»-!) y'*» --A  {  ^yg»-te-(ar«-l)vg^r     Rép  ^ 

(E.  Catalan,  Manuel  des  candidats  à  r École  Polytechnique.) 

23.  De  l'équation  : 

afc  =*  [a  V**"  —  «*  +"*  v7**1  —  **  +  c  y7**1  —  c«] 
déduire  : 


en  posant  : 


iv^^)P¥(p-<r) 


a  +  t+osS^, 
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CHAPITRE  m 


EXPOSANTS  FRACTIONNAIRES.  -  EXPOSANTS  NÉGATIFS 
EXPOSANTS  INCOMMENSURABLES 


EXPOSANTS  FRACTIONNAIRES 
34.  En  supposant  a  >  0,  on  a  : 

donc,  si  m  est  un  multiple  de  p,  on  peut  écrire  : 

Ce  symbole  n'a  pas  de  sens,  a  priori,  quand  m  n'est  pas  un  mul- 
tiple de  p;  on  peut  convenir  de  représenter  le  radical  arithmé- 

_  m 

tique  V«m  par  a*.  11  est  nécessaire  de  démontrer  immédiatement 

que  si  les  deux  fractions  -  et  —,  sont  égales,  on  a  : 

P      P 

m  m' 

a*  =  a?; 
ce  qui  revient  à  montrer  que  : 

Pour  comparer  ces  deux  radicaux,  nous  les  réduirons  au  même 
indice  ;  on  a  : 

tfp  =  **$&  et  ^fp  =  "'^P*; 

or,  de  l'égalité  —  =  ~,  on  tire  mp'  =  m'p;  les  deux  nombres 

d"*  et  tf">  sont  donc  égaux  et,  par  conséquent,  il  en  est  de  même 
de  leurs  racines  arithmétiques  d'indice/?//. 

i  —     i 

D'après  cela,  on  écrit  a7  au  lieu  de  ^a;  a*  au  lieu  de  Va,  etc. 

Élever  un  nombre  positif  a  à  la  puissance  —  signifiera  :  extraire  h 

racine  m*  de  ce  nombre. 
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35.  Extension  an  cas  des  puissances  fractionnaires  deg 
règles  de  calcul  relatives  aux  puissances  entières. 

Multiplication.  -On  a: 

m  «/  m  j.  ÏL' 

a"?  X  a*  =  a*     *' 
En  effet  : 

a*'  =  P$F  =  '  Vâ1^ 
donc  : 

La  règle  s'étend  à  un  nombre  quelconque  de  facteurs. 
Division. 


en  supposant 


m       m 


En  effet 

a 

a? 


.      ••  _      ?A^  t^-my 

?  :  a?  =  "Vtf^  :  "V  a"">  =  V  aw*  =  pp')/ar*-m't  =  a    *     • 

m       -* 

Élévation  aux  puissances. 


m       m* 
=  0'"  *' 


!• 

(a-)*  =  y  («m)  =  Va""  =  af 

donc: 

*              «X? 

(om)«  =  a      ». 

î6 

(«f)"=[W  =v^=«*. 

donc  : 

/?\m          €xm 

3*  («')"  =  y\a*)*  =  V*'  =  a*", 
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donc: 

\a*Jn=:a*    w. 

Les  formules  précédentes  généralisent  le  calcul  des  exposants 
entiers  et  retendent  au  cas  des  exposants  fractionnaires;  ainsi,  en 
supposant  que  «,  f ,  7,  désignent  des  nombres  positifs  entiers  ou 
fractionnaires,  on  a  : 

a«Xfl'Xw=a,+'+T;     ae  :  aP  =  a*- P  (en  supposant  «>  |3)...; 
(a«)P  =  a*  =  (ap)*...,  etc. 

EXPOSANTS  NÉGATIFS 

36.  Soient  m  et  p  deux  nombres  positifs,  entiers  ou  fractionnaires 
et  supposons  m  >  p,  on  a  (35)  : 

Supposons  au  contraire  p  >  m  et  soit  p  =  m  -f-  h  ;  on  a,  dans 
ce  cas  : 


am 

flW  +  A 

am 

= 

1 

a* 

= 

1 

a" 

X  a* 

oP~ 

Enfin, 

si  m  = 

Pi 

1. 

Ainsi,  le  quotient  de  am  par  ap  se  présente  sous  trois  formes, 
suivant  que  Ton  a  m  >  p,  m  <  p,  ou  m  =  p. 

Si  Ton  appliquait  la  règle  de  la  division  des  puissances  d  un 

même  nombre  dans  le  cas  où  m  est  inférieur  à  p,  on  serait  conduit 

à  écrire  le  symbole  a"1"',  c'est-à-dire  a~(p-m\  symbole  qui  n'a 

aucun  sens,  a  priori  Rien  ne  s'oppose  à  ce  que  Ton  représente  pré- 

dm 
cisémentpar  a-^~m)  le  quotient:  —  quand  on  a  m  <  p;  en 

d'autres  termes,  nous  conviendrons  de  représenter  par  a~h  le 

1 
nombre  —  ,  h  étant  positif.  Ainsi, 
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de  même  : 

-|_  1   _    1 

a    ~  ai  -  y? 

En  appliquant  la  règle  de  la  division  dans  le  cas  de  m  =  p,  on 

am 
est  conduit  à  écrire  -—  =  am- w=r  a°.  Nous,  conviendrons  encore 

CLm 

de  poser  a°  =  1  ;  alors  on  aura  dans  tous  les  cas,  m  et  p  étant 
positifs  : 

—  =  am~* 

37.  Nous  allons  montrer  maintenant  que  les  règles  du  calcul  des 
exposants  positifs  s'étendent  aux  exposants  négatifs.  Cette  généra- 
lisation ne  présentant  aucune  difficulté,  nous  nous  bornerons  à 
l'indiquer  rapidement. 

Multiplication.  —  On  a  successivement  : 

am  X  a~'  =  —  =  am~*  =  *»+«-*». 
a?  ' 

1  a? 

a~m  XaP  =  —  x  a.  =  —  =  a?-  ^  =  a<-m>+'  ; 
am  am 

a— •  X  a-'  =  4t  X  ^  =  -=Vi  =  a(-m,  +  ("*). 
am       a'       a* +  * 

Dans  les  égalités  précédentes  m  et  p  sont  supposés  positifs,  de 
sorte  que  les  signes  des  exposants  sont  mis  en  évidence  ;  ces  éga- 
lités subsistent,  comme  on  s'en  assure  aisément,  si  m  et  p  ont  des 
signes  quelconques.  Dans  tous  les  cas,  m  et  p  désignant  des  nom- 
bres entiers  ou  fractionnaires,  positifs  ou  négatifs,  et  même  pou- 
vant prendre  la  valeur  zéro,  on  a  : 

omXflp  =  am  +  p. 

On  étend  la  règle  à  un  nombre  quelconque  de  facteurs  et 
Ton  a  ce  théorème  :  Le  produit  d'un  nombre  déterminé  de  puis- 
sances {commensurables)  positives  ou  négatives  d*un  même  nombre 
positif  donné  est  une  puissance  du  même  nombre  ayant  pour  exposant 
la  somme  algébrique  des  exposants  de  tous  les  facteurs. 

Division.  —  On  a  am  :  &  =  am~py  quels  que  soient  les  signes 
de  m  et  p,  en  effet,  am~'  x  <&  =  am  ...,  ©le. 
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Elévation  aux  puissances 

(a~m)>  =  ( — Y= =  —  =  a""*  =  <*<-■•>•'• 

v       '         \ar)        {a*»)p       a"*  » 

1 

1  1 

v       '  (a~m)*       a—* 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  :  Pour  élever  une 
puissance  d'un  nombre  positif  à  une  puissance  donnée,  il  suffit  de 
multiplier  V exposant  de  la  première  puissance  par  l'exposant  de  la 
seconde;  c'est-à-dire  : 

(amY  =  a"». 
EXPOSANTS  INCOMMENSURABLES 

V 

38.  Nous  allons  d'abord  établir  quelques  propriétés  des  puis- 
sances d'un  nombre  positif  : 

4°  Les  puissances  entières  dun  nombre  plus  grand  que  Vunité,  sont 
plus  grandes  que  l'unité  et  vont  en  croissant  sans  limite,  en  même 
temps  que  Vexposant. 

Supposons  a  >  1  et  soit  m  un  entier  positif;  a"  étant  le  produit 
de  m  facteurs  plus  grands  que  l'unité,  on  a  am  >  1.  Soit  p  un 
nombre  positif;  on  a  :  a*-**'  =  am  x  aF,  a?  est  supérieur  à  4 
comme  nous  venons  de  le  prouver;  donc  on  a  :  am+*  >  a*; 
par  conséquent  am  croit  quand  m  croit.  Je  dis  maintenant  que 
am  augmente  indéfiniment  en  même  temps  que  m.  Pour  le  prouver, 
posons  a=l  +«i  «  étant  >  0:  on  a  : 

(4  +  «)w>4  +  ro«. 
Considérons,  en  effet,  la  suite  indéfinie  : 

l  +  «.    (!+«)%    (l+«f.  (»+«)". 

La  différence  de  deux  termes  consécutifs 

(1  +  a)m  +  i  _  (1  +  «)•»  =  (4  +  «)*  « 

eàt  plus  grande  que  «;  donc  le  m9  terme  de  la  suite  est  supérieur 
au  premier,  augmenté  de  (m  —  i)  «,  autrement  dit  : 

(1 +«)->! +«  +  (m-l)«f 
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OU 

(l  +  «)w>l+ro«.  (I) 

Cela  posé,  je  dis  qu'à  tout  nombre  positif  A,  correspond  un 
entier  p,  tel  que  l'inégalité 

tfl>p 

entraine  la  suivante  : 

(4+«)m>A.  (2j 

En  effet,  pour  vérifier  l'inégalité  (2),  il  suffit  de  vérifier  la 
suivante  : 

1  +  m  «  >  A  (3) 

comme    cela   résulte   de    l'inégalité  (1).  Or,  l'inégalité   (3)   est 
équivalente  à  celle-ci  : 

A-l 

m> ; 

9, 

il  suffit  donc  de  prendre  pour  p  un  entier  supérieur  à  la  partie 

entière  de . 

« 

Il  résulte  de  là  que  (1  +  *)m  croit  indéfiniment  en  même  temps 
que  m,  «  étant  positif. 

2°  Les  puissances  entières  successives  d'un  nombre  positif  plus  petit 
que  Punitésont  plus  petites  que  Vunité,  vont  en  décroissant  et  ont  pour 
limite  zéro  quand  V exposant  augmente  indéfiniment. 

En  effet,  si  un  nombre  positif  b  est  plus  petit  que  l'unité,  l'inverse 

1 
de  ce  nombre  est  supérieur  à  l'unité  ;  on  peut  donc  poser  b  =  -,  en 

supposant  a  >  1  ;  par  suite  : 

1 

bm  =  — 

am 

on  a  :  am  >  1,  donc  :  —  <  1.  Si  m  augmente  indéfiniment,  am 
am 

augmente  aussi  indéfiniment,  donc  son  inverse  bm  décroit  et  a  pour 

limite  zéro  ;  car,  si  A  désigne  un  nombre  arbitraire  aussi  petit  qu'on 

1 
veut,  Tinégalité  bm  <  A,  est  équivalente  à  celle-ci  :  am  >  T. 

A 

Or,  on  peut  trouver,  comme  on  vient  de  le  voir,  un  entier  p,  tel 

1 
que  Tinégalité  m  >  p,  entraine  l'inégalité  om  >  -r-. 
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3°  Les  racines  successives  d'un  nombre  plus  grand  que  V unité  sont 
plus  grandes  que  l'unité,  diminuent  quand  Vindice  augmente  et  ont 
pour  limite  Vunité,  quand  l'indice  augmente  indéfiniment. 

Soient  a>l  etx  =  *\ja;  on  a  xm  =  a,  c'est-à-dire  xm  >  1;  par 
suite  x >  1,  car  si  l'on  avait  x  <  1  on  en  déduirait  (2°),  s"1  <  1. 

m+1/Ô  (x\m 

Soit  maintenant  y  =  y    ;  on  a  ym  +  *  =  a^1,  dfoù  (-}    =  y, 

x 
par  suite,  -  >  1  ou  y  <#.  Enfin,  je  dis  que  Ton  a  : 

7â-i<«, 

«  étant  arbitraire,  dès  que  m  dépasse  un  entier  convenablement 
choisi  p.  En  effet,  il  s'agit  de  résoudre  l'inégalité 

7*  <  1  +  «, 
ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 

a  <  (1  +  «)". 

On  retombe  ainsi  sur  une  question  déjà  résolue. 

4°  Ze*  racines  successives  d'un  nombre  plus  grand  que  l'unité  sont 
plus  petites  que  V  unité,  vont  en  croissant  quand  Vindice  augmente  et 
ont  pour  limite  Vunité  quand  Vindice  augmente  indéfiniment 

1 

Soit  b  <  1  le  nombre  donné  ;  on  pose  b  =  - ,  et  Ton  a  a  >  1. 

a 

Ensuite, 

La  démonstration  s'achève  facilement. 

5°  /^*  puissances  fractionnaires  positives  d'un  nombre  plus  grand 
que  Vunité  sont  plus  grandes  que  Vunité,  vont  en  croissant  si  V exposant 
augmente,  et  croissent  indéfiniment  quand  Vexposant  croit  lui-même 
indéfiniment. 

Soit  a  >  1.  On  a: 

or  :  am  >  1,  donc  V**  >  *• 

Si  h  est  positif,  a*  =  av  %  ah.  Or,  d'après  ce  que  nous  venons 
de  voir,  si  h  est  entier  ou  fractionnaire,  on  a  ah  >  1,  donc  aussi  : 

ar+h>af. 
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Enfin,  si—  croît  indéfiniment,  si  l'on  nomme  f*  la  partie  entière 
V 

de  -,  on  a  : 
P 

P<-<P+1. 

par  suite  p  -f- 1  croit  indéfiniment,  il  en  est  donc  de  même  de  f*;  or, 

m 

aF  croît  indéfiniment  avec  p;  donc,  a  fortiori,  a*  croît  indéfiniment 
en  même  temps  que  — 

La  proposition  que  nous  venons  d'établir  est  la  généralisation  de 
celle  qui  a  été  démontrée  plus  haut  pour  les  exposants  entiers  (1°). 

6°  Les  puissances  fractionnaires  positives  d'un  nombre  positif  plus 
petit  que  Vunité  sont  plus  petites  que  Cunité,  décroissent  quand  V expo- 
sant augmente  et  ont  pour  limite  zéro  quand  V exposant  augmente 
indéfiniment. 

La  démonstration  est  la  même  que  celle  qui  a  été  donnée  plus 
haut  (2«).   . 

m.  m 

7°  Si  la  fraction  —  tend  vers  zéro,  aJ  a  pour  limite  Vunité. 

r 

P 

En  efiet,  soit  p  la  partie  entière  de  -  ;  on  a  : 

m 

a  étant  supposé  positif,  d'après  ce  qui  précède,  a*  est  compris 
i  i  m 

entre  a*  et  a*+1  ;  or,  si  -  tend  vers  zéro,  /»  augmente  indéfini- 

r 

J.  « 

ment;  donc,  a11  et  a*+1  ont  tous  deux  pour  limite  l'unité;  il  en  est 

m 

donc  de  même  de  a*  qui  est  compris  entre  eux. 

39.  Définition  d'nne  puissance  incommensurable  d'un 
nombre  positif.  —  Considérons  un  nombre  incommensurable  x 
et  un  nombre  positif  a.  Supposons,  pour  fixer  les  idées  a  >  1.  Nous 
pouvons  regarder  x  comme  étant  la  limite  de  nombres  commensu- 
rables  croissants  xn. 

Si  b  est  une  valeur  approchée  de  x  par  excès,  on  a,  quel  que 
soitn,  xn  <  6.  Le  nombre  a*n  va  en  croissant  avec  n,  mais  reste 
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toujours  moindre  que  ah  ;  il  a  donc  une  limite.  Soit  L  cette  limite. 
Soit  yn  un  nombre  commcnsurable  ayant  pour  limite  le  nombre  x, 
je  dis  que  quand  n  augmente  indéfiniment  aVn  a  aussi  pour  limite  L. 
En  effet,  quel  que  soit  le  nombre  positif  a  on  peut  déterminer 
un  entier  n,  tel  que  l'inégalité  n>ri  entraine  la  suivante  : 

|L-ax-|<2  (1) 

puisque  L  est  la  limite  de  a" . 
D'autre  part,  si  l'on  pose  : 

I  xn  —  yn  |  =  h* 
on  a  : 

la^-a^l  <  a*(a*«— 1). 

Or,  quand  n  augmente  indéfiniment  hH  tend  vers  zéro,  par  suite 
il  en  est  de  même  de  la  différence  a*"  —  1  ;  donc  si  ri  est  suffisam- 
ment grand,  pour  toute  valeur  de  n  supérieure  à  ri,  on  aura  : 

et,  par  suite  : 

|o*-rf*|<j.  (2) 

Les  inégalités  (1)  et  (2)  entraînent  évidemment  celle-ci  : 
|  L-o*"  |   <«; 

donc,  av"  a  pour  limite  L. 

C'est  cette  limite,  indépendante  de  la  loi  suivant  laquelle  on  fait 
varier  les  nombres  commensurables  servant  à  définir  x,  qu'on 
représente  par  le  symbole  a*. 

On  traitera  de  la  même  manière  le  cas  où  a  serait  plus  petit  que 
l'unité. 

40.  Il  nous  reste  à  étendre  aux  exposants  incommensurables  les 
règles  de  calcul  des  exposants  commensurables 

Je  dis  d'abord  que 

a*  X  a»  =  a*  +  ». 

En  effet,  supposons  x  et  y  définis  par  les  nombres  commensu- 
rables x»,  y».  On  a,  quel  que  soit  n, 

an  X  a'*  =  a*  +  f" 
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Ces  deux  membres  étant  toujours  égaux,  leurs  limites  sont  égales; 
or,  xn  -f  yn  a  pour  limite  x  +  y,  par  suite,  on  a  : 

lim.   an  X  aVn  =  a*  X  a?  =  a*  +  v. 

On  établira  de  la  même  manière  la  règle  de  la  division  et  celle 
de  l'élévation  aux  puissances. 

EXERCICES 

1.  Rendre  rationnelle  l'équation  : 

3  S  k 

l**)* +  (*¥)*  =  *• 

2.  Rendre  rationnelle  l'équation  : 

3.  Rendre  rationnelle  l'équation  : 

t         a     •     » 

4.  Rendre  rationnelle  l'équation  : 

(a?i  +  y»)«=[((ia;)i  +  (ôy)îJ  [(««)'--(*  y)'J  . 

6.  On  pose 

yjï  =  xi 

^2  —  Xf  =  Xty 

en  général 

y2  —  jcn=a?n+f, 


prouver  que  *„  a  pour  limite  1  quand  n  augmente  indéfiniment 
De  môme  si  Ton  pose 

>/*Tyi  =  yt, 

en  général 


v2  +  yn  =  yn+i, 

prouver  que  yn  a  pour  limite  2  quand  n  augmente  indéfiniment 
6.  On  pose  : 

i  i  i 

*i  =  P*i  «t  =  (P  +  y7?1  +  ?*i)  * *n  =  (p  +  v^P,  +  3r«*»-t)i 

démontrer 
i*  que  xu  Xi, xn  vont  en  croissant; 
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2°  que  l'on  a  ; 

*«  +  *L|-a/'>°ï 
3J  *i  *«,  a?„-i  >  -7=  (2p)     i 


-~<-èiW(É) 


n-î 

4 


4"  *n- 

(Grunert.) 


CHAPITRE  IV 

PROPRIÉTÉS  DES  POLYNOMES  ORDONNÉS.  -  CONDITIONS 

POUR  QUE  DEUX  POLYNOMES  ENTIERS  EN  x  AIENT  DES  VALEURS 

ÉGALES  POUR  TOUTES  LES  VALEURS  DE*. 

41.  Théorème.  — Étant  donné  un  polynôme  /"(#),  entier  et  ra- 
tionnel, et  ne  renfermant  pas  de  terme  constant;  à  tout  nombre  positif  % 
correspond  un  nombre  positif  p  tel  que  les  inégalités 

—P<x<p 

entraînent  les  suivantes  : 

Soit 

f{x)  =  ax  x  +  a%  x*  + +  amx 

a„  a,,  a»,   étant  des  nombres  donnés,  dont    quelques-uns 

peuvent  être  nuls.  Donnons  à  x  une  valeur  numérique  dont  la 
valeur  absolue  soit  égale  à  p,  et  soit  R  la  valeur  absolue  corres- 
pondante de  f(x).  Si  Ton  désigne  par  A,  la  plus  grande  des  valeurs 
absolues  des  coefficients  de  f  (x),  on  a  évidemment  : 

R«A0>  +  p«  +  ,'+ ,«) 

ou 

R<A^-* 

1  —  p 

et  a  fortiori,  en  supposant  p  <  1  : 
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Pour  résoudre  cette  inégalité,  en  tenant  compte  de  l'hypothèse 
p  <  1,  il  suffit  de  supposer  : 


P< 


À  +  a' 


mais  la  fraction  - — ; —  est  inférieure  à  1  ;  donc,  si  Ton  pose  : 

A  +  a 


P  = 


A+« 


l'inégalité  p  <  p  entraînera  l'inégalité  R  <  a;  en  d'autres  termes, 

—  a  -4-  a 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  - — ; —  et  rr-; —  la 

A  +  «       A  +  « 

valeur  absolue  de  f{x)  sera  inférieure  à  «. 

Le  nombre  «  pouvant  être  supposé  aussi  petit  qu'on  veut,  on 
peut  énoncer  le  théorème  sous  cette  forme  : 

Tout  polynôme  entier  f(x),  sans  terme  indépendant,  est  infiniment 
petit  en  même  temps  que  la  variable  x. 

42.  Théorème.  —  Quand  un  polynôme  entier  et  rationnel  en  x  est 
ordonné  suivant  les  puissances  croissantes  de  x,  on  peut  assigner  un 
nombre  p  tel  que  x  ayant  une  valeur  quelconque  comprise  entre  —  p  et  -f  p 
le  signe  de  f{x)  soit  celui  de  son  premier  terme. 

Soit,  en  effet, 

f(x)  =  apx*  +  Op+itf*'  + +  a»  a™ 

le  polynôme  donné. 
On  a  : 

£ÈÔsasl  +  £?,  +  ..;.. +  !-..-, 
OpX  <*p  <h 

ou 

a^x*  i   r  \  / 

9  (x)  désignant  un  polynôme  ayant  pour  limite  zéro,  quand  x 
tend  vers  zéro.  D'après  le  théorème  précédent  on  peut  déterminer 
un  nombre  p,  tel  que  x  étant  compris  entre  —  p  et  +  p,  la  valeur 
absolue  de  ?  (x)  soit  moindre  que  l'unité.  Pour  les  valeurs  consi- 

dérées  de  x9  le  quotient  -^—p  sera  positif,  par  suite,  le  polynôme 

et  son  premier  terme  auront  le  même  signe. 
Remarque.  —  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  le  rapport  du 

».  mBwnubowut.  —  algkbhi.  4 
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polynôme  à  son  terme  de  degré  le  moins  élevé,  a  pour  limite 
l'unité  quand  x  tend  vers  zéro. 

43.  Théorème.  —  Quand  un  polynôme  entier  et  rationnel  en  x, 
est  ordonné  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x,  on  peut  assigner 
un  nombre  positif  B,  tel  que  le  polynôme  et  son  premier  terme  aient  le 
même  signe,  dès  que  la  valeur  absolue  de  x  surpasse  B. 

Soit  : 

f  (x)  =  a.  x-  +  at  *"•-«  +  +  am 

le  polynôme  donné.  On  a 

=  *  +  —  Z  +  —  -3+ +  :r  —■ 


aêxm  a0  x       a0  x*       *"*""        a,    x"1 

Si  Ton  pose  -  =  x,  on  peut  écrire 

ou  f  (z)  désigne  le  polynôme  : 

Lorsque  x  augmente  indéfiniment  en  valeur  absolue,  z  tend  vers 
zéro  et  réciproquement;  il  en  est  donc  de  même  du  polynôme  f  (z). 
autrement  dit  (42),  il  existe  un  nombre  p  tel  que  Ton  ait  : 

et,  par  suite, 

a0xw 

pour  toutes  les  valeurs  de  z  comprises  entre  —  p  et  +  P  \  c'est- 

11  1 

à-dire,  si  Ton  a  :  x>  -  ou  x  <  —  -  ;  il  suffit  donc  de  prendre  B=  - . 
P  P  P 

On  voit,  d'après  ce  qui  précède,  que  quand  x  augmente  indéfini- 
ment, en  valeur  absolue,  le  rapport  d'un  polynôme  au  terme  de 
degré  le  plus  élevé  a  pour  limite  l'unité. 

44.  Théorème.  —  Etant  donné  un  polynôme  entier  et  rationnel 
en  x,  il  existe  un  nombre  positif  B',  tel  que  la  valeur  absolue  du 
polynôme  surpasse  un  nombre  arbitraire  À  (aussi  grand  qu'on  veut) 
dès  que  x  surpasse  B',  en  valeur  absolue. 

Désignons  par  p  la  valeur  absolue  de  x,  par  rp  la  valeur  absolue 
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de  ap  et  par  R  la  valeur  absolue  de  f(x).  On  peut  regarder  f(x) 
comme  la  somme  de  deux  parties  : 

a0xm  et  a,  x*"-1  -f  a^x1*-*  + -f-  a*. 

IjSl  valeur  absolue  d'une  somme  de  deux  nombres  étant  plus 
grande  que  la  différence  de  leurs  valeurs  absolues,  on  a  : 

R>rlpw-(r,pw-1+^,PM-,  +  ...  +  r«-ip  +  rw). 
L'inégalité  R  >  A  sera  donc  vérifiée  si  l'on  a 

ou 

r.  r  -  [r.  P— *  +  r,r -■  + +  rw-,  P  +  (rm  +  A)]  >  0. 

Si  Ton  appelle  r  le  plus  grand  des  nombres  positifs 

rH  **2»  ••••  *m—  1)  r»  -(-  A, 

l'inégalité  précédente  sera  vérifiée  a  fortiori,  si  Ton  a  : 

r.r-r[r-'  +  F-*+ +  P  + 1]  >  0, 

ou 


r*pm-rj=T>0- 

Or,  le  premier  membre  de  cette  dernière  inégalité  est  égal  à 

4'-,-^]+^v- 

Il  suffit  de  poser 


d'où 


'.-,-=!  >°. 


,>!+£. 


Les  inégalités  précédentes  seront  évidemment  toutes  vérifiées 

si  la  dernière  est  vérifiée.  Si  Ton  prend  B'  =  1  -\ — ,  dès  que 

la  valeur  absolue  de  x  surpassera  B',  celle  du  polynôme  donné 
surpassera  A. 

45.  Remarque.  —  Si  Ton  nomme  B"  le  plus  grand  des  deux 
nombres  B  et  B'  déterminés  comme  on  vient  de  le  faire,  dès  que  la 
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valeur  absolue  de  x  surpasse  B",  le  polynôme  et  son  premier  terme 
conservent  le  même  signe,  et  la  valeur  absolue  du  polynôme 
surpasse  A. 

Pour  abréger  le  langage,  on  dit  que,  quand  x  est  infini  positif  ou 
négatif,  f{x)  est  lui-même  infini  et  a  le  même  signe  que  son  premier 
terme. 

En  supposant  a,  >  0,  on  écrit  : 

A(+oo)  =  +  oo, 
et  :  4°  lorsque  m  est  pair: 

/(-•)  =  +  ». 
2°  quand  m  est  impair  : 

f[—  oo)  =  —  oo. 

Ces  signes  doivent  être  remplacés  par  les  signes  contraires  si 
Ton  suppose  a%  <  0. 

46.  Théorème  —  Pour  qu'un  polynôme  entier  et  rationnel  en  x 
soit  nul,  quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à  x,  il  faut  et  il  suffit  que 
tous  ses  coefficients  soient  nuls. 

Supposons  qu'on  ait  : 

f  [x)  —a^x1"  -j-fli  ar1"*"1  +  asarm-*-|- -f  am  =  x  +  «m  s  0. 

Le  signe  ==  indiquant  que  l'égalité  précédente  doit  avoir  lieu  pour 
toutes  les  valeurs  de  x. 

Pour  x  =  0  le  polynôme  se  réduit  à  aM,  donc  a*  =  0;  on  doit 
donc  avoir  : 

x{a%  a?w-!  +  at  xm"9  + -f  a..}!  +  a^^O  =  0. 

Je  dis  maintenant  que  a^i  =  0.  En  effet,  supposons  a»-!  différent 
de  zéro,  on  pourrait  alors  déterminer  en  nombre  a,  tel  que  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  —  a,  et  -f  a,  le  polynôme 

a,  tf"1-1-!- +am_8  x+  am_t 

eût  le  signe  de  a*  _f ,  et,  par  suite,  fût  différent  de  zéro  ;  si  x9  est  un 
nombre  quelconque  compris  entre. —  a  et  -f-  «i  Ie  produit 

composé  de  deux  facteurs  différents  de  zéro  serait  différent  de  zéro» 
ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse  f(x0)  =  0*  Donc,  a*  _  t  =  0  et  f  (x) 
se  réduit  à 
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qu'on  peut  remplacer  par  le  produit 

x*(a9xm  -faix"»-1  + +0m-»)< 

Un  raisonnement  identique  au  précédent  prouve  que  am_a  =  0 
et  ainsi  de  suite  ;  donc  si  f(x)  =  0  tous  les  coefficients  de  f  (x)  sont 
nuls.  La  réciproque  est  évidente. 

47.  Corollaire.  —  On  étend  la  proposition  à  un  polynôme 
homogène. 

Soit,  par  exemple  : 

ÀJf  +  À,*— «y  + +kp  x»~*y>  + ^jLmym=0 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  de  y.  L'identité  aura  lieu  si  y  =  1,  x 
ayant  une  valeur  quelconque  ;  on  est  ramené  au  cas  précédent.  S'il 
y  avait  trois  lettres  xy  y,  z,  en  ordonnant  le  polynôme  par  rapport 
à  2,  on  aurait  : 

Az«  +  *— '  ?.  (*,*)  +  *— ■  n  (*,y)  + +  fb  (*,  y), 

**  (**  y)  désignant  un  polynôme  homogène  en  a?  et  y  et  de  degré  p, 
si  on  donne  à  x  et  y  des  valeurs  déterminées  x„  y,  on  doit  avoir 
en  vertu  du  théorème  relatif  à  une  seule  variable  : 

A  =  0,  ?i  (x„  y0)  =  0, fm  (*f ,  y0)  =  0, 

et  comme  x0 ,  y,  sont  arbitraires,  tous  les  coefficients  des  polynômes 

f„  çs, 9»  et,  par  suite,  ceux  du  polynôme  donné  doivent  être 

nuls.  En  raisonnant  de  la  même  manière  on  voit  que  si  le  théorème 
est  vrai  dans  le  cas  de  n  variables,  il  est  vrai  pour  n  -f-  1  variables; 
on  en  conclut  qu'il  est  vrai  quel  que  soit  le  nombre  des  variables. 

48.  Théorème.  —  Pour  que  deux  polynômes  rationnels  et  entiers 
en  x  soient  égaux  pour  toutes  les  valeurs  possibles  de  x,  il  faut  et  il 
suffit  que  ces  deux  polynômes  soient  de  même  degré  et  que  les  coefficients 
des  mêmes  puissances  de  x  soient  égaux. 

Soient  deux  polynômes  : 

f(x)=iaùXm  +aiXm~i  + +  flm-i^+Om 

f{x)=zb0xr  +  bi&- *  +  .....  +AP-t  x  +  bP. 

On  a  par  hypothèse  /*  (a?)  ==  j  (x)  pour  toutes  les  valeurs  de  x  ; 
donc,  le  polynôme  f  (x)  —  y  (x)==0  quel  que  soit  x;  les  coefficients 
de  ce  polynôme  doivent  donc  être  tous  nuls,  ce  qui  exige  évidem- 
ment que  Ton  ait  :  m  =  p  et  a0  =  ô0i  «f  =  bt a»  =  bm. 

La  proposition  est  donc  établie.  D  après  cela,  il  revient  au  même 
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de  dire  que  deux  polynômes  sont  identiques  terme  à  terme  ou  qu'ils 
prennent  des  valeurs  identiques  pour  toutes  les  valeurs  de  x. 

49.  Corollaire.  —  Le  théorème  est  encore  vrai   pour   deux 
polynômes  homogènes  par  rapport  aux  mêmes  variables. 


CHAPITRE    V 
DIVISION   DES  POLYNOMES  ORDONNÉS 

50.  Objet  de  la  division  des  polynômes.  —  Soient  : 

A  =  aaf*  -f-  a\  3^n"i  +  «sa?m-*  -f- +  am 

B  =  *a*  +bt  a?-1  -f  btx*~%  + +  bp 

deux  polynômes  donnés.  On  se  propose  de  chercher  s'il  existe  un 
troisième  polynôme  Q,  appelé  quotient  : 

Q  =  c&  +  CI&-1  +£«3*"*  + +  C«i 

tel  que  Ton  ait  : 

A  =  B.Q.  (1) 

Supposons  d'abord  que  Ton  ordonne  les,  deux  polynômes  A  et  B 
suivant  les  puissances  décroissantes  de  x;  en  supposant  le  quotient 
ordonné  également  suivant  les  puissantes  décroissantes,  nous  allons 
déterminer  successivement  tous  les  termes  de  ce  polynôme,  en 
commençant  par  le  terme  du  plus  haut  degré  en  jt,  les  degrés  des 
termes  trouvés  l'un  après  l'autre  allant  en  diminuant  :  c'est  ce  que 
l'on  nomme  ordonner  la  division  suivant  les  puissances. décroissantes. 

51.  Division  ordonnée  suivant  les  puissances  décrois- 
santes. —  Supposons  donc  le  dividende  A,  le  diviseur  B  et  le  quo- 
tient Q  ordonnés  chacun  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x. 
Nous  appelons  premier  terme  d'un  polynôme  ainsi  ordonné  le  terme 
du  plus  haut  degré  de  ce  polynôme.  L'identité  (1)  devant  avoir  lieu 
pour  toutes  les  valeurs  de  x,  si  l'on  effectue  la  multiplication  de  B 
par  Q,  après  réduction  des  termes  semblables  on  obtiendra  un 
polynôme  identique  à  A  ;  or,  on  sait  que  le  premier  terme  du  produit 
de  deux  polynômes  ordonnés  est  égal  au  produit  du  premier  terme 
du  multiplicande  par  le  premier  terme  du  multiplicateur.  Le  pre- 
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mier  terme  du  produit  B  Q  est  donc  égal  à  bafi  X  c&  ou  k^  +  *; 
on  doit  donc  avoir 

bc  a?p+*  =  a  xm. 
Cette  égalité  devant  avoir  lieu  quel  que  soit  x,  on  en  tira 
bc  =z  a,  p  -\-  q  =:m, 
d'où 

a 
c  =  -,  q=zm  —  p; 

par  conséquent  :  le  premier  terme  du  quotient  (si  ce  quotient  existe), 
s'obtient  en  divisant  le  premier  terme  du  dividende  par  le  premier 
terme  du  diviseur. 
On  a  bien,  en  effet, 

a 

«jiw-p  __.  axm   .    J^ 

b 

Retranchons  du  dividende  À,  le  produit  du  diviseur  par  le  pre- 
mier terme  du  quotient  et  posons  : 

A—  B.  ca*  =  Rt.  (2) 

Je  dis  que  le  degré  de  Ri  est  au  plus  égal  à  m  —  1  ;  en  effet,  dans 
le  polynôme  A  —  B  Q,  le  terme  de  degré  m  est  égal  à 

ax*n  —  bxp.c&  ouaaf — bcx?**, 

or  cette  différence  est  nulle,  puisque  p  +  Ç  =  m  et  bc  =  a.  (Ce 
raisonnement  ne  suppose  pas  l'existence  du  polynôme  Q.)  Cela 
posé,  si  Q  existe,  on  a  évidemment  : 

A  —  B  ex*  =  B  Q  —  B  cr*  =  B  (Q  —  car»), 

c'est-à-dire 

11,=  B  (*,**-« +*,*-■  + +cq),  (3) 

ce  qui  prouve  que  R,  est  égal  au  produit  du  diviseur  B  parla  partie 
inconnue  du  quotient;  on  obtiendra  donc  le  premier  terme  de 
cette  partie  inconnue,  c'est-à-dire  le  second  terme  du  quotient,  en 
divisant  le  premier  terme  du  premier  reste  partiel^  par  le  premier 
terme  de  B,  c'estrà-dire  par  bxp.  Supposons  que  Rt  soit  effective- 
ment de  degré  m  —  1  ;  en  divisant  ce  premier  terme  de  R,  par 
bx?  nous  obtiendrons  un  monôme  du  degré  m  —  1  —  p,  ou  j  —  1  ; 
soit  ct  a*-1.  En  retranchant  de  Rt  le  produit  du  diviseur  par  le 
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second  terme  du  quotient,  nous  obtiendrons  un  second  reste  R9 
qui  sera  de  degré  m  —  2  au  plus  : 

R,—  Bc,^-1  =  R,.  (4) 

Pour  s'assurer  que  le  degré  de  R,  est  au  plus  m  —  2,  il  suffit  de 
reproduire  le  raisonnement  déjà  fait  plus  haut  pour  Rt. 
En  ajoutant  membre  à  membre  les  identités  (2)  et  (4)  on  a  : 

A  —  B  (ex*  +  ct  &~  *)  =  Rf 

et  en  remplaçant  À  par  B  Q  : 

R,=  B  (c,  **-«  +  csx<-'  + +  c?),  (5) 

ce  qui  exprime  que  la  partie  inconnue  du  quotient  est  égale  au 
quotient  du  second  reste  Rs  par  le  diviseur  B  ;  donc  on  obtiendra 
le  troisième  terme  du  quotient  en  divisant  le  premier  terme  du 
second  reste  Rf  par  le  premier  terme  de  B,  c'est-à-dire  par  bx*. 

Je  dis  qu'il  en  sera  toujours  ainsi  et  que,  quel  que  soit  le  nombre 
de  termes  consécutifs  du  quotient  déjà  obtenus,  on  obtiendra  le 
terme  suivant,  en  retranchant  du  dividende  le  produit  du  diviseur 
par  la  partie  connue  du  quotient  et  en  divisant  le  premier  terme  du 
reste  ainsi  obtenu  par  le  premier  terme  du  diviseur. 

Supposons  donc  qu'en  appliquant  un  certain  nombre  de  fois  la 
règle  précédente  on  ait  trouvé  successivement  les  termes 

cafl,  CiX*-1,  c,^-*, c*-!a^-*+l  ^ 

auxquels  correspondent  des  restes  partiels  : 

R„        R,,        Rj,     R* 

de  degrés 

m— -1,  m — 2,  m  — 3,  m  — A 

respectivement,  de  sorte  qu'on  aura  : 

A  —  Bc&  =  R,  \ 
Ri  —  Bc,a?«-1  =  RS  f 

■■  •  •  ■ >  (I). 

R*.1-BcJk.,xy-*  +  1  =  RA  ) 
En  ajoutant  ces  identités  membre  à  membre,  on  obtient  : 

A  — B(c**  +  c1a*-|  + +*a-i  ^-*+«)==Ra       (6) 
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Si  le  quotient  existe,  on  voit  comme  plus  haut,  en  remplaçant 
dans  l'identité  précédente  A  par  BxQ,  que  : 

R*  =  B  {chxi-h  +  ch-t  a*-*-»  + +  cq). 

On  aura  donc  bien  le  terme  suivant  du  quotient,  savoir  :  c*x*  ~\ 
en  divisant  le  premier  terme  de  RA  par  bx*.  Le  reste  suivant  RA+ 1 
est  égal  à 

Rfc  —  Bckx*~h. 

Le  terme  de  degré  m  —  h  de  R*  sera  détruit  par  le  produit 
—  bch  3*+*-*  ou  —  bckxm^h;  donc,  R*+i  sera  au  plus  de  degré 
m  —  h  —  1  ;  la  loi  observée  est  donc  générale. 

En  continuant  de  cette  manière  nous  arriverons  ainsi  au  reste 
R,  _  i  de  degré  m  —  q  -f  1  =p  -f  1  et  en  retranchant  de  ce  reste 
le  produit  de  B  par  ff.,ir,  le  reste  obtenu 

Rf  _  |  —  B  cq  -  i  x  =  Rç 

sera  de  degré  m  —  q  =  p,  et  si  le  quotient  existe  on  devra  avoir 
exactement 

R,  =  Bc,  ou  R«  —  Bc,  =  0. 

Réciproquement,  si  Ton  arrive  en  opérant  ainsi  à  un  reste  nul, 
l'opération  est  possible  et  le  polynôme  égal  à  la  somme  des  termes 
obtenus  successivement  est  le  quotient  de  A  par  B.  On  a,  en  effet, 
obtenu  successivement  les  identités  représentées  par  les  deux 
tableaux  (I)  et  (II). 

Ra  —  B  Ch  x*  "  *  =  R*  + 1 
Ra+i  —  Bcjk  +  i  a*-*-1  =  Rjk  +  a 

■    (H) 

R«_,-.Bc,  =  0; 

d'où,  en  ajoutant  membre  à  membre  et  simplifiant  : 
A-BJc^+c,^-1  + +  c,)  =  0, 

c'est-à-dire  A  =  B  Q. 

Si,  au  contraire,  on  est  conduit  à  un  reste  de  degré  inférieur  à  p, 
mais  différent  de  zéro,  l'opération  est  impossible,  A  n'est  pas  exac- 
tement divisible  par  B.  Alors,  la  dernière  des  identités  du  tableau  (1 1 
devra  être  remplacée  par  celle-ci  : 

R,-,—  Bc,  =  R, 
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on  obtiendra,  en  ajoutant  membre  à  membre,  les  identités  (I)  et  (II), 
après  avoir  modifié  la  dernière  comme  il  vient  d'être  dit  : 

A-BQ  =  R,  (7) 

Q  désignant  toujours  le  polynôme 

COfl  +  CtXq  "f  + +  Cq. 

Nous  arrivons  donc  à  cette  conclusion  : 

Pour  qu'un  polynôme  À  soit  divisible  exactement  par  un  poly- 
nôme B  il  faut  et  il  suffit  :  1°  que  le  degré  de  A  soit  au  moins 
égal  au  degré  de  B  ;  2°  qu'en  opérant  d'après  la  règle  trouvée  plus 
haut  on  arrive  à  un  reste  égal  à  zéro. 

Remarque.  —  Quand  l'opération  est  possible  on  peut  calculer 
directement  le  dernier  terme  du  quotient;  il  est,  en  effet,  égal  au 
quotient  du  dernier  terme  du  dividende  par  le  dernier  terme  du 
diviseur,  puisque  le  dernier  terme  du  produit  B  Q  est  égal  au  pro- 
duit du  dernier  terme  de  B  par  le  dernier  terme  de  Q,  ces  deux 
polynômes  étant  toujours  supposés  ordonnés  suivant  les  puissances 
décroissantes  de  x.  Donc,  si  l'application  de  la  règle  conduit  à 
écrire  au  quotient  un  terme  dont  le  degré  soit  inférieur  au  degré 
du  dernier  terme  de  A  diminué  du  degré  du  dernier  terme  de  B, 
ou  bien  un  terme  de  même  degré  mais  non  identique  au  quotient 
du  dernier  terme  de  A  par  le  dernier  terme  de  B,  on  peut  être 
assuré  que  la  division  de  A  par  B  est  impossible. 

52.  Nouvelle  définition  de  la  division  ordonnée  suivant 
les  puissances  décroissantes.  —  D'une  manière  générale  : 
Diviser  un  polynôme  entier  en  x  :  A,  par  un  polynôme  entier  en  x  :  B, 
dont  le  degré  est  au  plus  égal  à  celui  de  A,  c'est  trouver  un  polynôme  Q, 
entier  en  xy  tel  que  le  degré  de  la  différence  A  —  BQ  soit  inférieur  au 
degré  de  B. 

Le  polynôme  Q  se  nomme  le  quotient  entier  de  À  divisé  par  B  et  R 
est  appelé  le  reste.  Les  opérations  indiquées  pour  chercher  si  A  est 
exactement  divisible  par  B,  conduisent,  comme  nous  l'avons  vu,  à 
l'identité  (7) ,  dans  laquelle  Q  et  R  sont  des  polynômes  entiers,  le 
degré  de  R  étant  inférieur  à  celui  de  B. 

Il  convient  de  remarquer  que  si  l'on  pose,  a  priori  : 

A  =  B  (ar«+  c,**-1  + ....  +cg)  +  r%x* - i  +  r%x' -1  + +  r„ 

tous  les  raisonnements  faits  plus  haut  subsisteront  entièrement  et 
l'on  sera  conduit  à  la  même  règle  pour  déterminer  les  coefficients 
c%r{ cQ.  Si  Von  désigne  par  RA  la  différence 

A  —  B(c#* +  <•,**-«  + +  cA_,  x* -*+'), 
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on  aura  : 

Rh  =  B(ckz*-h  +  ch+ix*-h-*  + +cq)  +  rixP-i+rtx*>-*  +  ....+rv. 

Dans  le  second  membre,  le  terme  du  plus  haut  degré  sera  égal 
à  b  a?  X  ch  &  -  *  ou  *  ch  xp+*~ h ,  ce  produit  étant,  en  effet,  au  moins 
de  degré  p;  la  présence,  dans  le  second  membre  du  polynôme 

n'apporte  aucune  modification  aux  raisonnements  qu'on  a  faits 
plus  haut. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  le  polynôme  Q  est  unique,  et  que, 
par  conséquent,  il  en  est  de  même  de  R  qui  est  égal  à  A  —  B  Q. 
G1  est  ce  que  Ton  peut  démontrer  directement. 

53.  Théorènje.  —  Étant  donnés  deux  polynômes  entiers  en  a?,  A 
et  B,  le  degré  de  A  étant  supérieur  ou  égal  à  celui  de  B,  Videntité 

A  =  BQ  +  R 

dans  laquelle  Q  est  un  polynôme  entier  enxetR  un  polynôme  entier 
en  x  de  degré  inférieur  à  celui  de  B,  n'est  possible  que  (Tune  seule 
manière. 
Supposons,  en  effet,  qu'on  ait  trouvé  par  un  procédé  quelconque 

AeesB.Q'  +  R', 

le  degré  de  R'  étant  inférieur  à  celui  de  B;  on  aurait  : 

BQ  +  R  =  BQ'  +  R', 

ou 

B(Q-Q')+R-R  '=0. 

Dans  le  produit  B  (Q  —  Q'),  le  terme  de  degré  le  plus  élevé 
est  au  moins  de  degré  p  ;  ce  terme  ne  pourra  être  détruit  par 
aucun  terme  du  polynôme  R  —  R',  car  les  degrés  de  R  et  de  R' 
étant  tous  deux,  par  hypothèse,  inférieurs  à  p,  le  degré  de  la 
différence  R  —  R'  est  aussi  moindre  que  p;  il  y  a  donc  dans  le  pre- 
mier membre  de  l'égalité  précédente,  après  réduction  des  termes 
semblables,  au  moins  un  terme  différent  de  zéro;  par  conséquent, 
cette  égalité  est  impossible  tant  qu'on  n'a  pas  Q'  =  Q  et  R'  =  R. 

54.  Généralisation.  —  Nous  avons  obtenu  l'identité  (6),  qui 
devient,  si  on  remplace  q  par  m  —  p1 

A  =  B  (c*m-',+  c{  a?m"P-1  + +  cA-t  am-'-A+i)  +  RA, 

le  degré  de  Ra  étant  au  plus  m  —  h. 
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On  peut  démontrer  comme  plus  haut  que  cette  transformation 
n'est  possible  que  d'une  seule  manière. 

On  peut  même  supposer  que  h  ait  une  valeur  supérieure  à 
m  —  p  +  1,  soit  h  =  m  —  p  +  k;  de  sorte  qu'on  obtiendra  au  quo- 
tient une  suite  de  termes  dont  les  degrés  iront  en  décroissant  et 
pourront  devenir  négatifs;  Ra  commencera  par  un  terme  de  degré 
m  —  h  =  p  —  k.  Si  Ton  a  k  >  />,  RA  ne  sera  plus  un  polynôme,  mais 
une  fraction  rationnelle.  II  est  aisé  de  reconnaître  que  les  raison- 
nements qu'on  a  faits  plus  haut  subsistent  encore  dans  ce  cas. 

Exemple.  —  On  a  identiquement  : 

c'est-à-dire  : 

/  2\       2       2 

s»+i  =(*'  +  * +  1)  (*_!  +  -)  _-_-. 

55.  Problème.  —  Transformer  une  fraction  dont  les  deux  termes 
sont  des  polynômes  entiers  en  a?,  en  une  somme  de  deux  parties:  la  pre- 
mière étant  un  polynôme  entier  et  la  seconde  une  fraction  rationnelle 
ayant  même  dénominateur  que  la  proposée  et  un  numérateur  de  degré 
inférieur  à  celui  du  dénominateur. 

Soient  A  et  B  deux  polynômes  entiers  et  rationnels  en  x,  de  de- 
grés metp  respectivement,  m  étant  au  moins  égal  à  p.  Divisant  A 
par  B,  la  division  étant  ordonnée  suivant  les  puissances  décrois- 
santes, nous  obtiendrons  un  quotient  entier  Q  et  un  reste  R  de 
degré  inférieur  à  /?,  de  sorte  que 

A  =  B.Q  +  R 

on  en  tire  : 

A_RJ 

g=R+r 

Cette  identité  résout  la  question. 

56.  La  transformation  précédente  n'est  possible  que 
d'une  seule  manière.  —En  effet,  supposons  qu'on  puisse  trouver 
en  même  temps  deux  polynômes  entiers  Q  et  Q',  et  deux  autres 
polynômes  entiers  R  et  R'  tous  deux  de  degrés  inférieurs  à  celui 
de  B,  on  aurait  : 


Q+f- 

■»+r 

d'où 

B.Q+R- 

iBQ'  +  R 

On  est  ramené  k 

une  question  déjà  traitée. 
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x*  +  v* 

57.  Remarque.  —  Considérons  la  fraction    ,       ,. 

x*  +  y* 

On  a: 

*'+y'  y  +  **  +  y" 

on  a  aussi  : 

*'  +  *',     -,,    ^ 

Il  semble  qu'il  y  ait  contradiction  avec  ce  qui  précède;  il  convient 

de  remarquer  que  si  Ton  regarde  x  comme  la  lettre  ordonnatrice, 

2  xA 
la  fraction   a  ,     ,  ne  répond  pas  à  l'objet  qu'on  s'est  proposé,  car 

le  degré  du  numérateur  est  4  et  celui  du  dénominateur  2 !. 

58.  Division  ordonnée  suivant  les  paissantes  crois- 
santes. —  Soient  À  et  B  deux  polynômes  rationnels  et  entiers 
en  x;  ordonnons-les  par  rapport  aux  puissances  croissantes  et 
soient  : 

A  =  a  +  atx  -f-  a9x*  + -f  am  x91  , 

B  =  *  +  *i  x  +  *8  **  + +  h  x*- 

Nous  supposons  b  différent  de  zéro. 
Nous  nous  proposons  de  trouver,  s'il  existe,  un  polynôme  Q, 

Q  =  c  +  CiX  +  ctx*  + +  cqx<, 

tel  que  Ton  ait  identiquement  : 

A  =  B.  Q. 

En  raisonnant  comme  dans  le  premier  cas,  on  voit  que  le  premier 
terme  de  Q,  si  l'identité  précédente  est  possible,  sera  égal  au  quo- 
tient du  premier  terme  de  A  par  le  premier  terme  de  B;  par  suite, 

a 

Retranchons  de  A  le  produit  Bx  C,  nous  obtiendrons  le  premier 
reste  partiel  R„ 

A  —  B.  c  =  Rt. 

Je  dis  que  Rt  contient  a?  en  facteur;  en  effet,  le  premier  terme  a 

!.  Cette  remarque  est  tirée  de  l'algèbro  de  M.  J,  Bertrand. 
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de  A  sera  détruit  par  le  premier  terme  b.c  du  produit  B.  c.  On 
peut  donc  écrire  : 

Rj  =  S,,  x, 

S,  étant  un  polynôme  entier  en  x.  On  aura  donc,  si  le  polynôme  Q 
existe  : 

R,  =  B  (c,  a  +  c%x*  + +  cq  xq)y 

ce  qui  prouve  que  le  second  terme  du  quotient  s'obtiendra  en  divi- 
sant le  premier  terme  de  R,  par  b  ;  si  l'on  retranche  de  Rt  le  produit 
de  B  par  le  second  terme  obtenu,  on  obtient  un  second  reste  R„ 

R,  —  B  cf  x  =  R, 

et  Ton  prouve  comme  plus  haut  que  R,  est  divisible  par  x*  et  que 
Ton  peut  écrire 

A  —  B  (c  +  c,  x)  =  Rt  =  Sr  x*, 

S8  étant  un  polynôme  entier  en  x.  En  continuant  ainsi  on  arri- 
vera, après  avoir  déterminé  les  A,  premiers  termes  du  quotient  à 
l'identité  : 

A  —  B  (c  +  ct x  +  c%  x*  + +  cA_ !**-')  =  S*,  a?*, 

Sa  étant  un  polynôme  entier  en  x.  On  démontre  comme  plus  haut 
que  cette  formule  est  générale.  Si  l'opération  est  possible,  on 
obtiendra  successivement  tous  les  termes  du  quotient  en  divisant 
le  premier  terme  de  chaque  reste  partiel  par  le  premier  terme  du 
diviseur  et  si  Ton  retranche  du  dernier  reste  le  produit  du  diviseur 
par  le  dernier  terme  trouvé  au  quotient,  on  aura  le  reste  partiel 
suivant. 

Réciproquement,  si  Ton  arrive  à  un  reste  nul  en  procédant  ainsi, 
il  est  clair  que  l'opération  est  possible  et  Ton  s'assure  aisément  que 
le  quotient  trouvé  est  alors  le  même  que  celui  qu'on  aurait  obtenu 
en  ordonnant  l'opération  suivant  les  puissances  décroissantes, 
puisque  l'identité  A  —  B.  Q  subsiste,  quelle  que  soit  la  manière 
d'ordonner  les  polynômes  A,  B,  Q. 

En  général,  l'opération  ne  réussira  pas;  mais  il  est  à  remarquer 
que,  si  la  première  division  partielle  est  possible,  toutes  les  autres 
le  seront  toujours,  puisque  les  degrés  des  premiers  termes  des 
restes  successifs  vont  en  augmentant.  Il  est  donc  nécessaire  d'avoir 
un  moyen  de  reconnaître  quand  la  division  est  impossible.  Or,  si  le 
quotient  cherché  existe,  on  peut  trouver  directement  son  dernier 
terme  en  divisant  le  dernier  terme  du  dividende  A  par  le  dernier 
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terme  du  diviseur  B.  Par  suite,  la  division  est  impossible  dans  l'un 
des  trois  cas  suivants  : 

1°  Le  degré  de  A  est  inférieur  à  celui  de  B; 

2°  Le  degré  de  À  étant  supérieur  ou  égal  à  celui  de  B,  la  division 
est  impossible  si  Ton  est  conduit  à  écrire  au  quotient  un  terme  de 
degré  supérieur  à  la  différence  m  —  p  des  degrés  de  A  et  B  ; 

3°  En  supposant  toujours  m  ;>  p,  la  division  est  impossible  si 
l'on  arrive  à  un  terme  de  degré  m  —  p  non  identique  au  quotient 
du  dernier  terme  de  A  par  le  dernier  terme  de  B. 

Exemple.  —  Soit  à  diviser  1-f  a?  par  1  -f-  2x.  On  trouve  : 

i  +  a»  =  (1  +  îx)  (1  —  2x)  +  Sx*; 

on  est  ainsi  conduit  à  diviser  5  a?8  par  1,  le  quotient  5  s*  n'est  pas 
identique  au  quotient  de  x*  par  2x,  donc  la  division  est  impossible, 
on  pourrait  la  continuer  indéfiniment  sans  jamais  arriver  à  un  reste 
nul.  Si,  au  contraire,  on  ordonne  suivant  les  puissances  décrois- 
santes, on  obtient  : 

*«+i=(2*+i)(f-i)-| 

3 
arrivé  au  reste  —  -r,  on  ne  peut  plus  continuer  l'opération.  On  voit 

ainsi  combien  ces  deux  opérations  différent  Tune  de  l'autre  ;  mais 
si  l'on  introduit  des  exposants  négatifs,  la  seconde  opération  pourra 

être  aussi  continuée  indéfiniment,  on  écrira  comme  troisième  terme 

3 
du  quotient  —  5X""1, etc. 

o 

59.  Cas  011  l'opération  est  impossible  ;  nouvelle  défini- 
tion de  la  division.  —  Lorsque  la  division  ordonnée  suivant  les 
puissances  croissantes  n'est  pas  possible,  on  est  conduit,  en  exécu- 
tant les  calculs  indiqués  (58)  à  l'identité  : 

A  —  B  (c  +  ct  x  +  ct  x*  + +  ch  x*)  =  SA  +  1  **  +  '. 

Nous  pouvons  prendre  cette  identité  pour  définir  d'une  manière 
générale  la  division  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  ; 
ainsi,  nous  nous  proposons,  étant  donnés  deux  polynômes  entiers 
A  et  B  non  divisibles  par  ar,  de  trouver  un  polynôme  Qh  entier  en  x 
et  de  degré  A,  tel  que  le  polynôme 

A-B.QA 
soit  divisible  par  x*  + l . 
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Si  l'on  pose  a  priori 

A  =  B.  Qa  +  Sa  +  1**  +  ', 

on  voit  aisément  que  Ton  peut,  pour  déterminer  les  coefficients 
de  QA,  raisonner  absolument  comme  si  le  polynôme  Sa-m  .  ff*4"1 
n'existait  pas;  sa  présence  dans  le  second  membre  de  l'identité 
précédente  ne  modifie  en  rien  les  raisonnements  qu'on  a  faits,  en 
supposant  A  divisible  exactement  par  B. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  le  polynôme  Q^est  unique.  Il  en 
est  par  suite  de  môme  de  Ra  + 1  ou  S*  + 1  ar*+  *  qui  est  égal  à  la  diffé- 
rence A  —  B  Q*. 

60.  Démonstration  directe.  —  On  ne  peut  pas  avoir  en  même 
temps  : 

A^B.Qa  +  Sa+«**+! 

Qa  et  Q\  étant  deux  polynômes  entiers  de  degrés  A  et  Sa  +  i, 
S'A  +  i  deux  polynômes  entiers.  En  effet,  on  aurait  identiquement  : 

B(Qa-Q'a)  =  (S'a  +  1--Sa  +  1)**  +  '. 

Le  second  membre  est  divisible  par  x*  +  *  ;  il  est  impossible  qu'il 
en  soit  de  même  du  premier,  car  si  Q*  —  Q  a  est  divisible  par  une 
puissance  de  x,  c'est  au  plus  par  jc*  et  en  outre,  B  n'est  pas  divisible 
par  x;  donc,  l'identité  précédente  ne  peut  exister  si  Ton  n'a  pas  à 
la  fois  Qa  =  Q'a,  et  Sa  +  1  =  S'a  +  i. 

61.  Supposons  maintenant  que  le  diviseur  ne  renferme  aucun 
terme  indépendant  de  x  et  soit 

B'  =  B.  *•, 

B  n'étant  pas  divisible  par  x.  On  peut,  traiter  ce  cas  directement 
comme  le  précédent.  Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  suivre 
cette  méthode.  On  peut  encore  opérer  ainsi.  Divisons  A  par  B; 
nous  obtiendrons  : 

k  =  B{c+ctx  +  cta*  + -^-CA**)  +  SA+|a*  +  ,. 

B' 
Si  nous  remplaçons  B  par  —  ou  B'.  x-«,  nous  obtiendrons  : 

A  =  B/(ca?-«  +  ct  x-«+i+  ....  +c/^s-«+*)  +  SA  +  ia*  +  ^ 
Si  l'on  n'a  pas  : 

c  =  0,  ct  =  0, c«  =  0, 
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c'est-à-dire  si  A  n'est  pas  divisible  par  x*,  le  quotient  commencera 
par  des  puissances  négatives;  on  n'aura  plus,  au  quotient,  un  poly- 
nôme entier,  mais  l'identité  précédente  n'en  est  pas  moins  exacte. 

Il  est  clair  que  la  transformation  précédente  n'est  possible  que 
d'une  seule  manière. 

f  (x) 
62.    Développement    d'une    fraction    rationnelle       ,  / 

suivant    les  puissances    croissantes   ou   décroissantes 
de  x. 

1°  Développement  suivant  les  puissances  croissantes. 
Considérons  d'abord  une  fraction  de  la  forme 

f  {x)  __  a  +  gj  s-f-  a%x*  + +g»  s* 

7Jx)~  b+blx+btxa  + +  bpx* 

le  coefficient  b  étant  différent  de  zéro. 

Divisons  le  numérateur  f  (x)  par  le  dénominateur  f  (x)  en  ordon- 
nant suivant  les  puissances  croissantes  de  x;  si  nous  supposons  que 
le  numérateur  ne  soit  pas  exactement  divisible  par  le  dénomina- 
teur, nous  pourrons  continuer  l'opération  jusqu'à  un  terme  de 
degré  quelconque  h.  Nous  obtiendrons  ainsi  l'identité  : 

f{x)  =  ,(*)  (c  +  c,  *  +  cf  a?  + +  ckx>)  +  SA  +  1 .  **  +  », 

on  en  tire  : 

£-^=  C  +  d  X  +  C,  X*  + +  chx*  +  >  **  + l  (1) 

en  posant 

\  est  une  fraction  rationnelle  de  la  forme  : 


S  +  SiX  +sÈZ*  + 

b  +  blx+bix*  + 


et  l'on  voit  que,  pour  x  =  0,  on  a  X  =  -;  on  peut  remarquer  que, 
si  l'on  continuait  la  division,  le  terme  suivant  ch  + 1  xh  + l  aurait  pré- 
cisément pour  coefficient  -.  ;  par  suite,  \  =  ch  +  4  +  •,  *  ayant  pour 

limite  zéro  quand  x  tend  vers  zéro. 
Donc,  on  peut  développer  la  fraction  rationnelle  donnée  sous  la 
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forme  d'un  polynôme  entier  de  degré  arbitraire  A,  augmenté  d'un 
terme  complémentaire  de  la  forme  >xA+1,  à  étant  une  fraction 
rationnelle  ayant  une  valeur  finie  pour  x  =  0. 

Je  dis  maintenant  que  le  développement  obtenu  nest  possible  que 
(tune  seule  manière. 

Supposons  qu'ayant  obtenu  le  développement  représenté  par 
l'identité  (1),  on  ait  aussi  : 

£^==</  +  *'l*  +  ci*>  + +c\**+ï**  +  \      (2) 

?  W 

X'  ayant  une  valeur  finie  par  x  =  0. 
Des  identités  (1)  et  (2)  on  tire  : 

(c-0+(ft-O*+fe-^+...+(cA-cy«^(V-->)«*  +  1.  (3) 

Cette  identité  doit  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  donc 
pour  x  =  0,  ce  qui  donne  : 

c  —  d  =  0  ou  c  =c, 
on  a  donc,  en  supprimant  c  —  c  et  divisant  par  x, 

ct  —  e\  +  (c,  —  C9)  x  + +  (ch  —  c'A)  x*-1  =  (V  —  >.)  x*. 

Cette  identité  doit  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  sauf 
peut-être  parx  =  0. 

Or,  si  x  tend  vers  zéro,  le  premier  membre  tend  vers  ct  —  c\  le 
second  tend  vers  zéro;  les  limites  de  deux  variables  constamment 
égales  étant  égales,  il  en  résulte  que  c,  —  c\  =  0  ou  c,  =  dv  On 

trouvera  de  même  c%  =  r'„  c8  =  c\ On  continuera  ainsi  jusqu'à 

ce  qu'on  arrive  à 

ch  —  c'A  =  (>— V)x 

et  l'on  voit  comme  plus  haut  que  ch  =  c *,  d'où  il  résulte  que  >  =  V. 
La  proposition  est  donc  démontrée. 
Généralisation.  —  Soit  maintenant  une  fraction  rationnelle  : 


x*  ?  (x) 


dans  laquelle  f{x)  et  ?  (x)  sont  des  polynômes  entiers,  y  (x)  n'étant 
pas  divisible  par  x. 
En  divisant  par  x*  les  deux  membres  de  l'identité  (1),  on  obtient  : 


x«f(x) 


:CX-«  +  CiX-«  +  »  + +C*X-«+*  +  Xx-«+A+*.      (4) 
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Le  second  membre  peut  commencer  par  un  certain  nombre  de 
puissances  négatives  de  x;  si  Ton  suppose  h  suffisamment  grand  on 
arrivera  nécessairement  à  des  puissances  positives  de  x;  dans  tous 
les  cas,  les  exposants  vont  en  croissant. 

Il  est  évident  que  le  développement  donné  par  cette  formule  (4) 

n'est  possible  que  d'une  seule  manière;  car,  autrement,  on  pour- 

f(x) 
rait  développer    ;    !  par  la  formule  (1)  de  deux  manières  diffé- 

rentes. 

2°  Développement  suivant  les  puissances  décroissantes. 
Soit  la  fraction  : 

ax"  +  atzm-i  + +  am 

nX)~bxr  +61x>-,  +  +  b„ 

En  posant  -  =  z,  on  peut  écrire  : 

f  (x)  =  xm  [a  +  a,  z  -f  a,  z2  + +  am  zm) 

f  (X)  =2T[b+  b,  Zf  +  b,  S»  + +bP  S"), 


d'où 


/(*)    __  Xm-.P   a  +  gi«  +  gl»,  + +<*mZm 

f(x)  b  +  btz  +  b9z*  + +  *,*" 


En  vertu  de  l'identité  (1)  on  obtient  : 

CM  -  «-- f  [C  +  Cl  z  +  c,  z»  + +  ck  z"  +  *  **  + <  j, 

ou,  en  remplaçant  z  par  - , 

CJ^l  =  cx^-'+CtZ*»-*-1  +  c^-^-f- ...  -f  chxm-'-h  +  lxm~P-h-i.  (5) 
?  W 

Dans  cette  formule  \  désigne  une  fraction  rationnelle  en  z,  qui  a 
une  valeur  finie  quand  z  =  0;  donc,  >  est  une  fraction  rationnelle 
en  x  qui  a  une  valeur  finie  quand  x  augmente  indéfiniment 
en  valeur  absolue.  La  transformation  précédente  n'est  possible 
que  d'une  seule  manière,  comme  celle  qui  est  représentée  par 
l'identité  (1),  dont  nous  avons  déduit  l'identité  (5  . 

Exemples  : 

la  i         =   1   Jt-X  +  X2+X*+...  .  +xh  +  \Xh+\ 

1  —  x 
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l  ayant  une  limite  finie  pour  x  =  0.  Ici  >  = 


1  —  x 


'         —  .r»-i  J-  »«-»  -L.  7*»-»  O- 4-  *«-*  -U  «  tJ"-A-» 


P  ayant  une  limite  finie  quand  x  augmente  indéfiniment.  Dans  cet 

x 
exemple  p  = j  • 

63.  Reste  de  la  division  d'an  polynôme  entier  en  x  par 
le  binôme  du  premier  degré  bx  —  a. 

Soit  f  (x)  un  polynôme  donné  entier  en  x.  Divisons  f(x)  par 
b  x  —  a,  la  division  étant  ordonnée  suivant  les  puissances  dé- 
croissantes. Nous  obtiendrons  un  quotient  égal  à  un  polynôme 
entier  ?  (x)  et  un  reste  R  dont  le  degré  doit  être  inférieur  à  celui 
de  b  x  — :  a;  par  suite,  R  sera  indépendant  de  x. 

On  obtient  ainsi  l'identité  : 

/(*)E3(4*-a)f(*)+R 
qui  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  x.  Les  deux  membres  pren- 
dront, par  suite,  des  valeurs  égales  si  Ton  remplace  x  par-  ;  le  pre- 
mier membre  prend  une  valeur  déterminée   qu'on   représente 
par  /*  (r)»  quant  au  second  membre,  il  se  réduit  à  R;  en  effet, 

pour  x  =  -r ,  le  binôme  bx  —  a  est  nul,  le  polynôme  y  (a?)  devient 

égal  à  un  nombre  déterminé  ?  (-rY  donc  le  produit  (6a?  —  a)  y(z) 

est  nul  pour  x  =  r.  On  a  donc  : 

R. 


'G) 


Corollaire.  —  Pour  que  le  polynôme  f(x)  soit  divisible  par 
bx  —  a,  il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait  :  f  (?)  =  0,  et  récipioque- 

ment. 

En  particulier,  si  b  =  1,  on  a  ce  théorème  : 

Le  reste  de  la  division  d'un  polynôme  entier  f(x)  par  x  —  a  est 
égal  à  f{a).  Et  par  suite,  pour  qu'un  polynôme  entier  f(x)  soit  divi- 
sible par  x  —  a,  U  faut  et  il  suffit  que  f  (a)  soit  nul. 
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64.  Applications.  —  Il  résulte  de  là,  comme  on  l'a  vu  dans  le 
cours  de  mathématiques  élémentaires,  que  : 

s*1  —  am  est  divisible  par  x  —  a 

a&P+t  -j-  a****  est  divisible  par  x  -(-a- 

a?9 —  a8'  est  divisible  par  x  +  a. 

Problème.  —  Trouver  te  reste  de  ta  division  d'un  potynome  entier  f(x)  par    • 

*■  +  !. 
Soit 

f(*)  =  À,*m  +  Alsm-,.f  Àt*w-*+...  +Am_1*+Àm. 

On  peut  écrire  : 

^)  =  AJB+AIIJ_i^  +  AM.,^+...+^(A(ll_1+Am^,a:«  +  ..0    (1) 

c'esù-dire 

rW  =  fM  +  *t(«l). 

?  (x*)  et  ^  (x1)  désignant  des  polynômes  entiers  par  rapport  à  x». 
Posons  *•  =  t  et  divisons  <p  (/)  et  <|>  (0  par  /  +  1  ;  on  trouvera  : 

¥(/)=(*  +  «?iW  +  f  (-«. 
41  (/)=(f  +  i)M0  +  *(-«t 

?t  (0  et  +1  (/)  désignant  des  polynômes  entiers  par  rapport  à  t,  car  le  reste  de  la 
division  d'un  polynôme  entier  en  /  par  t  +  1  s'obtient  d'après  le  théorème  précé- 
dent, en  remplaçant  dans  ce  polynôme  /  par  —  1  ;  on  a  donc  : 

9  (*•)  =  (*»  +  !)*(*■)  +  ¥(-1) 
J(x«!  =  (x«  +  1)  ♦,(«■)  +  ♦(- 1), 

^  par  suite 

f(x)  =  (x»  +  1)  [?,  (a*)  +  »  tpi  (x»)]  +  f  (-  i)  +  »  f  (-  4).         (2) 

Donc  le  reste  de  la  division  de  f  (x)  par  x*  +  1  s'obtiendra  en  remplaçant  xf 
par- 1, dans  les  deux  polynômes 

Aw  +  A.,_2**  +  Aw_,**+... 
et 

AM_1  +  Am_îx«  +  Aw_5.t*+... 

Qui  «ont  dans  le  second  membre  de  l'identité  (1)  ;  cela  revient,  comme  on  s'en  assure 
^ment,  à  remplacer  dans  f(x),  x4*pari,  **p+9par-l,  *4p  +  l  Pttr  *  et 
*        par— x. 

Ainsi,  par  exemple,  le  reste  de  la  division  de  A,x*  +  A,  x*  +  A,  x»  +  A,  x  +  A4 
*****  +  lest  :  A0  -  A,  +  A4  +  x  (-  A,  +  A3). 

65-  Théorème.  —  tfn  polynôme  entier  f{x)  divisible  par  (x  —  a)*, 
(*  -  6>,  (ar  _  c)t  . ..  séparément,  est  divisible  par  le  produit 

(x  —  «)•  (a?  —  6>  (a:  —  c)t  ... 

a>  *>«...  étenr  des  nombres  différents  et  «,  (3,  7...  des  enter*  positifs. 
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En  effet,  par  hypothèse  : 

/(*>  =  (*-*)■ /l  M. 
fx  (x)  étant  un  polynôme  entier.  D'autre  part  f  (x)  est  divisible  par 
(x  —  bp,  on  a  donc 

f  (x)  étant  un  polynôme  entier;  donc  f{b)  =  0.  Par  suite 
(A-a)-/\(*)  =  0. 

Mais  b  —  a  est  différent  de  zéro,  par  conséquent  /i  (6)  =  0,  d'où 
il  résulte  que  /i  (x)  est  divisible  par  x  —  b.  Soit  ^  la  plus  haute 
puissance  de  x  —  b  qui  divise  fx  (x),  de  sorte  que 

/,(*)  =  (*-*)*  A  M. 

/*,  (x)  n'étant  'pas  divisible  par  x—  6.  On  aura  : 

f(X)  =  (x  -«).(»-*/  /;  (*), 

et  par  suite  : 

(*-*)lf(*)=-(x-aK*-V/«W,   . 

je  dis  que  |3  =  0'.  En  effet,  supposons  p  >  |5',  et  soit  /3  =  p'  -+-  A;  en 
divisant  les  deux  membres  de  l'identité  précédente  par  [x  —  b)v  on 
aurait  : 

<*-A)M*)  =  (*-«)■/;(*) 

ce  qui  prouve  que  (a?  —  a)«/s  (x)  serait  divisible  par  [x  —  *)*;  donc 
on  devrait  avoir  (b  —  a)«  /*9  (6)  =  0,  c'est-à-dire  f%  (b)  =  0,  ce  qui 
est  impossible,  puisque  /*,  (x)  n'est  pas  divisible  par  x  —  b.  Il  en 
résulte  que  |9  ne  saurait  être  plus  grand  que  p  ;  on  voit  de  la  même 
façon  que  $  ne  peut  surpasser  |5;  donc  p  =  p  et  Ton  a  : 

f  [x)  =  (x  —  a)«  (x  —  6)P  /;  (x). 

En  raisonnant  de  la  même  manière  on  démontrera  que  ft  (x) 
est  divisible  par  (x  —  c)T,  de  sorte  que  : 

f  (x)  =  (x  —  a)«  (x  —  b)P  [x  —  c)r/"8  (x) 

et  il  en  sera  ainsi,  quel  que  soit  le  nombre  de  diviseurs  de  f[x). 

Remarque.  — 11  est  évident  que  si  le  degré  de  f  (x)  est  égal  à  m, 
on  a  : 

«  +  P+7 <w. 

66.  Théorème.  —  Un  polynôme  efitier  par  rapport  à  des  lettres 
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*>y>*>  divisible  séparément  par  x —  y,  y  —  s,  z  —  x est  divisible 

par  le  produit  (x  —  y)  (y  —  z)  {z  —  x). 

Représentons  par  f  (x,  y,  z)  un  pareil  polynôme,  c'est-à-dire  une 
somme  de  termes  de  la  forme  ±  A  x'  y«  zr,  et  bornons-nous  pour 
fixer  les  idées,  au  cas  de  trois  lettres,  x,  y,  z.  Par  hypothèse, 
7(*>y>  z)  est  divisible  par  x  —  y.  Ordonnant  la  division  par  rapport 
aux  puissances  décroissantes  de  x,  le  quotient  sera  un  polynôme 
entier  à  la  fois,  par  rapport  à  x,  y  et  z;  en  effet,  ce  quotient  est 
entier  par  rapport  à  x,  puisque  le  polynôme  donné  est  divisible 
parx  —  y;  il  sera  aussi  entier  par  rapport  à  y  et  à  z,  puisque  pour 
déterminer  un  terme  quelconque  du  quotient  on  aura  à  diviser  un 
terme  de  la  forme  A  a*  y*  zr  par  x,  ce  qui  donne  Ax*-  *  y«  zr.  Nous 
pouvons  donc  poser  : 

f{*iy,*)=(*—y)i{x>y>z)i 

f  (*>  y,  z)  désignant  un  nouveau  polynôme  entier  à  la  fois,  par  rap- 
port à  x,  y,  z.  Le  polynôme  donné  est  divisible  par  y  —z;  donc,  si 
l'on  remplace  y  par  z%  le  résultat  est  nul,  ce  qui  donne 

(x  —  z)?(x,  z,z)  =  Q; 

or,  x  a  une  valeur  arbitraire  qu'on  peut  supposer  différente  dez; 
d°nc  f  (x,  z,  z)  =z  0,  et  par  suite  ?  (x,y,  z)  est  divisible  par  y—  2,  etc. 
En  résumé,  la  démonstration  est  la  môme  que  s'il  s'agissait  d'un 
polynôme  /  (x)  divisible  par  x  —  a,  x  —  b9x  —  c 

W.  Détermination  des  coefficients  du  quotient  de  f  (x) 
«visé par  éx  —  a. 

Soit 

f(x)  =  A0x*  +  A,  x—1  + +  Am-t  x  +  Aw. 

Nous  savons  que  le  quotient  cherché  est  un  polynôme  entier  de 
degré  m  —  1  ;  désignons-le  par  : 

B,x—  1+Btx—  »  + +  BM_1x  +  Bw, 

le  reste  doit  être  indépendant  de  x,  désignons-le  par  R  ;  de  sorte 

que  ; 

*•**+ Afa-«-i  + ....  Am  =  [bx  -  a)  (B,**-1  +  B,x"-a  + +  B»)  +  R.  (I) 

H  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  les  inconnues  B„  Btï...  Bm,  R.  La 
Méthode  que  nous  suivons  ici  a  été  appelée  méthode  des  coefficients 

^ifions   les  deux  membres  en  égalant  les  coefficients  des 
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mêmes  puissances  de  x;  nous  aurons  pour  déterminer  les  coeffi- 
cients inconnus,  les  m  -f  1  équations  suivantes  : 

B,  b  =  A0 
B,  b  —  Bt.  a  =  A, 
B8  6  —  B2  a  =  A, 


Bmô-B^a  =  Am. 
R  —  Bw  a  =  À 


(2) 


Nous  aurons  successivement  : 

r  Ao  '  B!  a  -f  At  _  Bp_i  a  -f-  Ap_t  _  Bm-t  a+ A«._i, 
^•— S"'^= — l — •-*= ô ,..-.B*= g 

et  R  =  BIBa+Àw.  (3) 

Pour  que  la  division  soit  possible,  il  faut  et  il  suffit  que  le  nombre 
Bm  déduit  des  formules  précédentes  vérifie  l'identité  : 

Bwa+Am  =  0, 

puisque  les  équations  (2)  étant  alors  vérifiées,  l'identité  (f  )  sera 
elle-même  vérifiée,  en  remplaçant  R  par  zéro.  Le  premier  coeffi- 
cient est  égal  au  coefficient  du  premier  terme  de  f  (x)  divisé  par  b. 
Pour  avoir  le  second  coefficient  du  quotient,  on  multiplie  le  pre- 
mier coefficient  calculé  par  a,  on  ajoute  le  coefficient  du  second 
terme  de  f(x)  (c'est-à-dire  le  coefficient  de  xm"1)  et  on  divise  la 
somme  par  à;  d'une  manière  générale  le  pème  coefficient  du 
quotient  s'obtient  en  multipliant  le  coefficient  précédent  par  a, 
ajoutant  au  produit  le  coefficient  du  terme  de  rang  p  de  f{x)  (c'est- 
à-dire  le  coefficient  de  xm~p+l)  et  en  divisant  la  somme  obtenue 
par  b.  On  applique  la  règle  jusqu'à  ce  qu'on  trouve  le  dernier 
terme  Bm  et  le  reste  de  la  division  est  égal  à  Bma  +  Am. 

Supposons  que  la  division  soit  possible;  alors,  en  faisant  R  =  0 
dans  la  dernière  des  équations  (1),  on  peut  résoudre  ce  système  en 
calculant  de  proche  en  proche  B«,  Bm_i, on  obtient  succes- 
sivement : 

Am             __  —  B»,  6+Aw-i           p  __—  Bt*  +  At  - 

-BM--,-BTO-1- ,...-Bt_ (4) 

ce  qui  donne  un  nouveau  procédé  analogue  au  premier,  mais  où  a 
remplace  b  aux  dénominateurs;  si  l'opération  est  possible,  on  doit 
avoir  B,  b  =  A0,  c'est-à-dire  —  Bf  b  +  A0  =  0  et  réciproquement, 
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si  cette  condition  est  remplie,  l'identité  (1)  aura  lieu  en  supposant 
ft=  0,  donc  f(x)  sera  divisible  par  bx  —  a. 

Cas  particulier.  —  Supposons  que  les  coefficients  du  polynôme 
f(x)  soient  tous  des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs,  et,  en 
outre,  que  a  et  b  soient  des  nombres  entiers  premiers  entre  eux  et 

Q 

supposons  encore  que  b  x  —  a  divise  f  (x)f  c'est-à-dire  que  «?  soit 

une  racine  de  l'équation  f  (x)  =  0. 

Dans  ce  cas,  les  formules  (3)  montrent  que  si  les  coefficients 
Bf,  B, ne  sont  pas  entiers,  ils  ne  peuvent  contenir  en  dénomi- 
nateurs que  des  facteurs  premiers  appartenant'  à  b;  mais  ces  mêmes 
coefficients  peuvent  être  calculés  par  les  formules  (4)  qui  nous  font 
voir  que  si  les  nombres  B»,  B»-i,  ....  ne  sont  pas  entiers,  leurs 
dénominateurs  ne  peuvent  avoir  d'autres  facteurs  premiers  que 
ceux  de  a;  or,  a  et  b  n'ont  aucun  facteur  premier  commun,  par 
hypothèse;  il  en  résulte  que  les  coefficients  du  quotient  seront 
tous  entiers.  Cette  remarque  importante  nous  sera  utile  dans  la 
suite. 

Remarque.  —  Quand  on  doit  calculer  le  résultat  de  la  substitu- 
tion d'un  nombre  donné  a  dans  un  polynôme  f(x)9  on  fait  la  divi- 
sion de  f{x)  par  x  —  a  et  l'on  calcule  le  reste;  c'est,  en  général, 
plus  simple  que  de  faire  le  calcul  directement,  excepté  toutefois  si 
le  nombre  donné  est  égal  à  ±  1  ;  dans  ce  dernier  cas,  en  effet,  la 
méthode  de  la  division  conduit  aux  mêmes  calculs  que  la  substi 
tution  directe. 

EXERCICES 

i  Décomposer 

(*-y)»+(y-i)l  +  (*-x)«, 

en  facteurs  du  premier  degré. 

2.  Décomposer 

*■  (y  — z)  +  y*  (*  —  *)  + z%  (*  —  yii 

en  facteurs  du  premier  degré. 

3.  Mettre  l'expression 

x*  (*  -  y*)  +  y9  (x  -  z1)  +  *•  (//  —  *N  +  xyz  {xyz  - 1), 

■°u»  la  forme  d'un  produit. 

Réponse  :  (x1  —  y)  (y*  —  z)  (««  —  x) 

*■  Décomposer 

(!  +  *  +  *■  +  ...  +  *a)*-xmf 
en  «n  produit  de  deux  polynômes  entiers. 
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5.  Décomposer 

(i  +  X  +  x*  +     +  xmY  -  *", 

en  un  produit  de  deux  polynômes  entiers                     (E.  Catalan.) 
Réponse.  En  posant       1  -f  x  +  x*  +    +  x*j=  *, 
on  a: 
îlll^^-*+/-V+..+^-|)-+a:^x-l)ra;(P-0-+ +  ^-iJ 

6.  Prouver  que 

{x  +  y  +  ,)*  +  !  -  **+»  -  (*+'  -  »to  +  \ 

est  divisible  par 

<*  +  V  +  *)*  -  *•  -  y*  -  **• 

7.  Vérifier  (par  la  division)  que 

xm  sin  ?  —  rm  "  l  x  sin  m  ç  +  r"  sin  (m  —  1)  <p, 

est  divisible  par 

x1  —  2rjî  cos  ?  +  *'• 

8.  Vérifier  (par  la  division)  que 

(cos  a  -f  x  sin  g)"1  —  (cos  ma  +  a?  sin  ma), 

est  divisible  par 

x*  +  i. 

9.  Démontrer  qu'un  polynôme  entier  et  symétrique  f[x,  y),  divisible  par  x  —  y, 
est  aussi  divisible  par  (x  —  y)* 

(Hermitb.) 

40.  Simplifier  l'expression  : 

i-g"      (l  -  a")  (g  -  g")  (l  -  g")  (a  -  gj  . .  (a*  "  \  -  g»)» 

g      .«  a       » 

Réponse:  n. 
il.  Trouver  les  conditions  pour  que 


«.**  -u  ^.", 


soit  divisible  par 

x9  ztef. 
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CHAPITRE  VI 
PLUS  GRAND  COMMUN  DIVISEUR  DE  DEUX  POLYNOMES  ENTIERS 

68.  Soient  A  et  B  deux  polynômes  entiers  en  x>  de  degrés  m  et  p 
respectivement;  supposons  m >p  et  proposons-nous  de  chercher 
tous  les  polynômes  qui  divisent  à  la  fois  A  et  B. 

Remarquons  tout  d'abord  que  si  un  polynôme  entier  C  divise  A, 
il  en  sera  encore  de  môme  du  produit  de  C  par  un  facteur  indépen- 
dant de  x,  car  si  Ton  a  A  =  C.  Q,  Q  étant  un  polynôme  entier,  on 

aussi  :  A  =  C  h  x  (  -  ) .  Or,  h  étant  indépendant  de  ar,  ^  est  un 

polynôme  entier  en  x.  Il  en  sera  de  même  à  l'égard  de  B,  et,  par 
suite,  on  ne  regarde  pas  comme  différents  deux  polynômes  divi- 
seurs qui  ne  diffèrent  que  par  un  facteur  constant.  En  outre,  si  C 
divise  A,  tout  polynôme  divisant  C  divise  aussi  A.  Supposons,  en 
effet,  que  l'on  ait  A=  C.  A'  et  C  =  D.  C,  A'  et  C  étant  des  po- 
lynômes entiers,  on  aura  A  =  D.  A'.  C,  ce  qui  prouve  que  D 
divise  A. 

Cela  posé,  si  B  divisait  A,  la  recherche  des  diviseurs  communs  de 
A  et  B  serait  évidemment  ramenée,  par  la  remarque  précédente,  à 
la  recherche  des  diviseurs  de  B.  On  est  ainsi  conduit  à  diviser  A 
par  B.  Ordonnons  cette  division  suivant  les  puissances  décroissantes  . 
de  x.  Si  B  divise  A,  on  ne  peut  pas  trouver  de  polynôme  de  degré 
supérieur  à  p,  divisant  à  la  fois  A  et  B,  et  tout  polynôme  de  degré  p 
divisant  à  la  fois  A  et  B  ne  peut  évidemment  différer  de  B  que  par 
un  facteur  constant,  puisque  si  Ton  a  B  =  C.  B',  C  étant  de  degré/? 

comme  B,  la  théorie  de  la  division  montre  que  B'  =  -,  60 et c0 étant 

les  coefficients  de  x*  dans  B  et  G.  On  peut  donc  dire  dans  ce  cas 
que  B  est  le  polynôme  du  plus  haut  degré  qui  divise  A  et  B;  on  dit 
alors  que  B  est  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  polynômes 
AetB. 

Supposons  maintenant  que  B  ne  divise  pas  exactement  A;  alors 
l'opération  conduit  à  l'identité 

A  =  B.  Q  +  Rt 

Q  étant,  comme  on  Ta  vu,  un  polynôme  entier  et  R,  un  polynôme 
entier  de  degré pt  plus  petit  que/). 
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Je  dis  que  les  polynômes  A  et  B  ont  les  mêmes  diviseurs  com- 
muns que  B  et  Ri.  En  effet,  soit  C  un  polynôme  entier  divisant 
A  et  B  ;  on  a  : 

A  =  C.A'      B  =  C.K 

A'  et  B/  étant  des  polynômes  entiers  ;  on  en  conclut  : 

R,  =  A-  BQ  =  CA'  —  CB'  Q  =  (A'  -  B'Q)C. 

A'  —  B'  Q  étant  un  polynôme  entier,  cette  identité  prouve  que  C 
divise  Rt. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  le  polynôme  G  divise  B  et  Rt;  on 
verra  de  la  même  manière  qu'il  divise  A.  D'où  il  résulte  que  les 
polynômes  A  et  B  ont  les  mêmes  diviseurs  que  B  et  Rt.  Divisons  B 
par  R1,  nous  obtiendrons,  si  Rt  ne  divise  pas  B  : 

8  =  ^0,  +  ^ 

puis,  en  continuant  de  la  même  manière  : 

R«  =  ^  Qi  +  Rs 
R,  =r  R8  Qs  +  R* 

Rn-i   =   Rn   Qn  +   Rn+!« 

Les  degrés  des  polynômes  B,  R4,  R*, Rn+i  vont  en  diminuant, 

puisque,  dans  chaque  division  le  degré  du  reste  est  moindre  que 
celui  du  diviseur;  il  en  résulte  que  la  suite  des  opérations  nous  con- 
duira nécessairement  à  un  reste  de  degré  zéro,  c'est-à-dire  à  un 
reste  ne  contenant  plus  x.  Supposons  que  ce  soit  R„ + 1  ;  il  peut 
arriver  deux  cas. 

l°R„+i  est  différent  de  zéro.  Dans  ce  cas,  les  deux  polynômes 
A  et  B  n'admettent  aucun  diviseur  commun.  En  effet,  nous  avons 
vu  que  ces  polynômes  ont  les  mêmes  diviseurs  que  B  et  R,-;  ces 
derniers,  à  leur  tour,  en  vertu  du  même  raisonnement,  ont  les 
mêmes  diviseurs  que  Rt  et  Rf ,  et  ainsi  de  suite  ;  on  arrive  ainsi  à 
cette  conclusion  :  tout  diviseur  de  A  et  de  B  est  un  diviseur  de  R»«i 
et  de  R«  et,  par  suite,  un  diviseur  de  R^.O^Rn+i  ne  contient  pas  x, 
donc  aucun  polynôme  entier  en  x  ne  peut  diviser  en  même  temps 
A  et  B.  On  dit  dans  ce  cas  que  ces  polynômes  sont  premiers  entre  eux. 

2°  Rll+i  =  0.  Alors,  R,,  divise  R«_i  et  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus 
haut  R„  est  le  plus  grand  commun  diviseur  des  polynômes  R„_i  etR„; 
c'est  donc  aussi  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  polynômes 
AetB. 
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En  résumé,  étant  donnés  deux  polynômes  A  et  B,  il  peut  arriver 
que  ces  polynômes  n'admettent  aucun  diviseur  commun  ou,  au 
contraire,  qu'il  y  ait  des  polynômes  divisant  à  la  fois  À  et  B  ;  dans 
ce  dernier  cas,  les  polynômes  du  plus  haut  degré  possible,  divisant 
à  la  fois  À  et  B,  ne  diffèrent  entre  eux  que  par  un  facteur  indépen- 
dant de  a?,  et  l'un  quelconque  d'entre  eux  se  nomme  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  polynômes  donnés.Si  Ton  représente  par  A  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  À  et  B,  il  résulte  encore  de  ce  qui  pré- 
*  cède  que  tout  diviseur  commun  de  À  et  B  est  un  diviseur  de  A.  La 
recherche  des  diviseurs  communs  de  deux  polynômes  est  donc 
ramenée  à  celle  des  diviseurs  d'un  seul  polynôme.  Cette  recherche 
est  liée  intimement  à  la  théorie  des  équations;  nous  y  reviendrons 
plus  loin. 

Remarque.  — La  théorie  précédente  présente,  comme  on  le  voit, 
là  plus  grande  analogie  avec  la  théorie  du  plus  grand  commun 
diviseur  des  nombres  entiers.  Nous  verrons  cette  analogie  se 
manifester  davantage  dans  la  suite. 

69.  On  dispose  l'opération  comme  en  arithmétique;  mais  avant 
de  donner  un  exemple  il  est  nécessaire  de  faire  remarquer  que  Ton 
peut  remplacer,  dans  les  raisonnements  faits  plus  haut,  les  restes 
de  chaque  opération  par  les  restes  partiels  obtenus  dans  le  cours 
de  cette  opération.  Ainsi,  dans  une  division,  tout  polynôme  qui 
divise  le  dividende  et  le  diviseur  divise  le  premier  reste  partiel, 
puis  le  second.....  les  polynômes  qui  divisent  à  la  fois  le  dividende 
et  le  diviseur  sont  les  mômes  que  ceux  qui  divisent  le  diviseur  et 
un  reste  partiel  quelconque. 

Cela  posé,  on  peut  multiplier  ou  diviser  un  dividende  partiel 
quelconque  et  le  diviseur  par  des  facteurs  indépendants  de  x. 

Supposons,  en  effet,  qu'on  obtienne  en  faisant  une  division  : 

«Y  =  pVt.Q+7Yf 

V,  Vi,  V,  étant  des  polynômes  entiers  et  «,  p,  y  des  facteurs  numé- 
riques indépendants  de  x;  d'après  ce  qu'on  a  vu,  «V  et  (3  Vi  ont  les 
mêmes  diviseurs  que  pVt  et  ?V2;  or,  ces  diviseurs  sont  aussi  ceux 
de  V  et  Vi  ou  de  Vi  et  V,;  l'introduction  ou  la  suppression  des  fac- 
teurs a,  J3,  7  ne  change  rien  aux  conclusions;  mais  il  ne  faut  pas  ou- 
blier que  ces  facteurs  sont  supposés  indépendants  de  x. 

Dans  la  pratique,  si  tous  les  coefficients  d'un  diviseur  sont  divi- 
sibles par  un  même  nombre,  on  peut  les  diviser  par  ce  nombre  ; 
puis,  pour  éviter  des  coefficients  fractionnaires,  si  le  premier  terme 
d'un  dividende  partiel  n'est  pas  exactement  divisible  par  le  premier 
terme  du  diviseur,  on  peut  multiplier  tous  les  coefficients  de  ce 
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dividende  par  un  nombre  convenable,  pour  rendre  la  division  pos- 
sible; on  pourra  ensuite,  s'il  y  a  lieu,  diviser  tous  les  termes  du 

reste  partiel  obtenu  par  un  même  nombre 

70.  Exemple.  —  Trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux 
polynômes  : 

A=   x>—  2a4  —   8a*  +  16a;2  +  16a:  —  32 
B  =  5a?4—  8  x9  —  24  a:2  +  32  x  +  16. 


Opération , 


bx>-lQx*-40z*+  80*»+  80x— 1 

—  2r*—  iGx*+  48*»+  64*— 160 

—  5**—  40*»+120tf"+160*— 400 

—  48*»+  96s*+192a;— 384 


5x*—  8s3-24j;«+32x  +  16 
2+1»-  4a:1-  8.C  +  16 


5x-|-2 


*»-2*«— 4*+8 


On  multiplie  d'abord  tous  les  coefficients  de  A  par  5;  le  premier 
terme  de  la  division  de  5  A  par  B  est  x;  les  coefficients  du  premier 
dividende  partiel  sont  divisibles  par  2;  on  multiplie  par  S  tous  les 
coefficients  divisés  par  2  et  on  continue  la  division  ;  on  trouve  —  1 
au  quotient;  mais  le  quotient  est  altéré,  il  n'est  pas  x  —  1  ;  pour  en 
tenir  compte  nous  avons  placé  un  trait  oblique  après  x.  Le  reste 
est  divisible  par  —  48;  on  simplifie  et  on  divise  ensuite  B  par 

x*  —  2x*  —  4  a?  +  8 ,  etc.  Remarquons  enfin  que  les  quotients 

ont  été  écrits  au-dessus  des  diviseurs,  comme  cela  se  fait  en  arith- 
métique. On  trouve  pour  plus  grand  commun  diviseur  des  deux 
polynômes  donnés  :  A  =  x3  —  2  a:8  —  4  a:  +  8. 

On  a- 

B  =  (a?8  —  2  a?2  —  4  x  +  8)  (5  x  +  2) 
A  =  (x1  —  2x*  —  4a;  +  8)  (a:2  —  4). 

On  peut  trouver  le  quotient  de  A  par  A  sans  faire  de  divisions 
nouvelles;  en  effet,  si  Ton  nomme  G  le  polynôme 

—  x*  _  8a:8  —  24a?2  +  32a:  —  80 
on  a  successivement,  d'après  les  calculs  précédents: 

5A  =  B.a:  +  2C 

8  G  ==  B.  (—  1)  -  48  A, 

d'où  : 

25  A  =  B  (5  x  —  2)  —  96  A  =  A  [25  3?  — 100] 

d'où  : 

A  =  A  {**  —  4). 
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PROPRIÉTÉS   DU   PLUS  GRAND  COMMUN   DIVISEUR 

71.  Nous  allons  d'abord  démontrer  la  proposition  suivante  : 
Soient  deux  polynômes  A  et  B  entiers  en  a?,  Q  le  quotient  ae  A 

divisé  par  B,  R  le  reste,  et  soit  C  un  polynôme  quelconque,  entier 
en  x.  Il  s'agit  de  prouver  que  si  Ton  divise  AC  par  BG  on  trouve 
pour  quotient  Q,  et  pour  reste  R  X  G. 
En  effet,  de  l'identité 

A  =  B.Q+R  (I) 

on  déduit: 

AC=:BC.  Q+R.G.  (2) 

Le  degré  de  R  est,  par  hypothèse,  inférieur  à  celui  de  B.  Si  Ton 
nomme  p  le  degré  de  B,  pi  celui  de  R  et  q  celui  de  C,  le  degré  du 
produit  BC  est  égal  kpt  +  q  et  celui  de  B.C  estp  +  q;  l'inégalité 
p<Pi  entraine  pt  +  q  <  p  +  q;  donc  le  polynôme  R.  C  ayant  un 
degré  moindre  que  celui  du  diviseur  BC,  l'identité  précédente 
prouve  que  le  quotient  de  la  division  de  AG  par  BG  est  égal  à  Q  et 
que  le  reste  est  égal  à  RG. 

On  a  vu  que  si  un  polynôme  C  divise  A  et  B,  il  divise  R;  soient 
donc  A  =  CA',  B  =  GB',  R  =  GR',  A ,  B',  C',  étant  des  polynômes 
entiers;  on  déduit  de  Fidentité  (1)  : 

.      A'  =  B.  Q  +  R', 

on  verra  comme  plus  haut  que  le  degré  de  R'  est  inférieur  à  celui 
de  B';  donc  si  Ton  divise  A'  par  B',  on  trouvera  pour  quotient  Q  et 
pour  reste  R'.  Donc  : 

Si  ron  multiplie  ou  divise  le  dividende  et  le  diviseur  par  un  même 
polynôme,  le  quotient  ne  change  pas  et  le  reste  est  multiplié  ou  divisé 
par  ce  polynôme. 

72.  Corollaire  I.  —  Quand  on  multiplie  ou  divise  deux  polynômes 
par  un  troisième,  leur  plus  grand  commun  diviseur  est  multiplie  ou 
divisé  par  ce  troisième  polynôme. 

73.  Corollaire  II.  —  Les  quotients  de  deux  polynômes  par  leur  plus 
grand  commun  diviseur  sont  des  polynômes  premiers  entre  eux  et  réci- 
proquement, si  les  quotients  de  deux  polynômes  par  un  diviseur  commun 
sont  premiers  entre  eux,  ce  diviseur  est  le  plus  grand  commun  diviseur 
des  deux  polynômes. 

74.  Théorème.  —  Si  un  polynôme  entier  C  divise  le  produit  A.  B 
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de  deux  polynômes  entiers  et  s'il  est  premier  avec  Cun  des  facteurs,  il 
divise  tautre. 
75.  Théorème.  —  Quand  deux  polynômes  À  etH  sont  premiers 

U  À 

entçe  eux,  toute  fraction  rationnelle  rr  égale  i-a  ses  termes  U  et  V 

êquimultiples  de  A  et  B  respectivement. 

Tous   ces   théorèmes  se  démontrent  absolument  comme  les 
théorèmes  correspondants  d'arithmétique. 

Prenons  le  dernier  comme  exemple 

Si  Ton  a  : 

U--À 
V~~B 

on  en  déduit  : 

AxV 


U  = 


B 


Cette  identité  prouve  que  le  polynôme  B  divise  le  produit  À  x  V; 
or,  par  hypothèse,  B  est  premier  avec  A,  donc  il  divise  V(74)  ;  soit  Q 
le  quotient,  de  sorte  que  V  =  B  X  Q;  on  aura  : 


u  = AxBxQ 
B 


ou  en  simplifiant: 

U  =  A  x  Q. 

Remarque.  —  Si  le  degré  de  U  et  celui  de  V  sont  respectivement 
égaux  à  ceux  de  A  et  de  B,  Q  sera  indépendant  de  x  et,  dès  lors, 
U  et  V  seront  premiers  entre  eux. 

Enfin,  si  Ton  suppose  U  et  V  premiers  entre  eux,  en  même  temps 
que  A  et  B,  l'identité  : 

U_A 
V~~B 

ne  peut  exister  que  si  U  et  V  sont  de  mêmes  degrés  que  A  et  B  et 
n'en  diffèrent  que  par  un  même  facteur  constant,  car,  autrement, 
on  aurait  d'après  ce  qui  précède  : 

U  =  A.Q,  V=B.Q 

Q  étant  un  polynôme  entier.  Q  serait  le  plus  grand  commun 
diviseur  des  polynômes  U  et  V. 
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76.  Corollaire.  —  Une  fraction  rationnelle  dont  les  deux  termes 
sont  des  polynômes  premiers  entre  eux  est  irréductible. 

77.  Application.  —  Trouver  tous  les  polynômes  divisibles  par  deux 
polynômes  donnés. 

Tout  polynôme  divisible  par  A  est  un  produit  de  la  forme  A  M, 
M  désignant  un  polynôme  entier;  il  s'agit  de  déterminer  la  forme 
du  polynôme  M  de  manière  que  A  M  soit  divisible  par  B;  c'est-à-dire 
que  l'on  ait  : 

A.M  =  B.  P.  (1) 

Soit  A  le  plus  grand  commun  diviseur  des  polynômes  A  et  B  et 
désignons  par  A'  et  B'  les  quotients  de  ces  polynômes  par  A,  de 
sorte  que  A  =  A.  A',  B  =  A.  B'. 

Divisons  par  A  les  deux  membres  de  l'identité  (1),  nous  obtien- 
drons : 

A'M  =  B'.P. 

Ce  qui  prouve  que  B'  doit  diviser  A'  M  ;  or  il  est  premier  avec  A', 
donc  il  doit  diviser  M;  on  doit  donc  avoir  : 

M=B'.Q, 
et  par  suite 

AM  =  AB'.  Q. 

Réciproquement,  tout  polynôme  de  cette  forme  est  un  multiple  de 
A  et  de  B  ;  en  effet,  on  a  : 

AB'.Q  =  ^5^=A'.B.Q 

A 

en  écrivant  A  (B'.Q)ouB(A'.  Q)  on  voit  que  la  condition  est  remplie; 
donc  tout  multiple  de  A  et  de  B  est  de  la  forme  : 

A£ft 

•  A 

et  réciproquement. 

On  aura  donc  les  multiples  du  plus  petit  degré  possible,  en  rem- 
plaçant Q  par  un  facteur  numérique  ;  on  peut  prendre  Q  =  1.  Le 

AB 
polynôme  —  se  nomme  le  plus  petit  commun  multiple  des  poly- 

A 
nomes  A  et  B;  si  on  le  désigne  par  p,  on 

A.B 

».  nimnuKui.  —  Atoèna.  6 
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78.  Corollaire  I.  —  Tout  multiple  commun  à  A  et  B  est  un 
multiple  de  p. 

79.  Corollaire  H.  —  Les  quotients  du  plus  petit  commun 
multiple  de  deux  polynômes  par  ces  deux  polynômes  sont 
premiers  entre  eux  : 

En  effet  : 

P  __  B  —  n      **  _.  A  _  A' 
Â-Â-B      B~Â"A 

80.  Théorème.  —  Si  Ton  désigne  par  Rj,  Rj, R* les  restes 

successifs  obtenus  dans  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur 
de  deux  polynômes  A,  B,  de  degrés  m  et  p  respectivement,  on  a 
identiquement  : 

R*  =  AU*  +  BV*. 

U*,  V*  désignant  des  polynômes  entiers  en  x,  dont  les  degrés  sont 
respectivement  moindres  que  p  —  i  et  m  —  1. 
En  effet,  on  a  : 

A  =  BQ  +  R,; 

donc, 

R,  =  A  —  BQ=AUt  +  BVi; 

en  posant  :  Ui  =  1,  Vi  =  —  Q.  Le  degré  de  Ui  est  égal  à  zéro, 
celui  de  Q  km— p. 
On  a  ensuite  : 

R^B-RsQ^ A  (-Qd+Bfl+QQ,); 
donc, 

C.=  -Qi       V^l  +  QQ,, 

le  degré  de  Q  est  égal  à  p  —  pt  et  celui  de  Vsà  m— p  +p  —  pk 
ou  m  —  pu  p,  étant  le  degré  de  Ri. 

Supposons  que  la  loi  observée  jusqu'ici  soit  vraie  jusqu'à  RA,  je 
dis  que  Ton  aura  : 

RA+1  =  AUA+1  +  BVA+f, 

Ua+1  et  Vk+i  étant  de  degrés  p  —  ph  et  m  —  /?*,  si  ph  désigne    le 
degré  de  Ra. 
En  effet,  des  identités  : 

Ra+i  =  Ra-i  —  Ra  Qk 
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et 


RA_,  =  AlVt  +  BVA-, 
Ra  =  AUa  +  BVa, 

on  tire  : 

Ra+i  =  A  (U*-,  -  Ua  Qa)  +  B  (Va-,  -  Va  Qa), 
de  sorte  que  : 

UA+t  =  UA.t  -  Ua  Qa      VA+,  =  Va-,  -  Va  Qa. 

D'après  nos  hypothèses,  les  degrés  de  Ua  et  VA  sont  respective- 
ment supérieurs  à  ceux  de  Ua-i  et  VA-i.  Le  degré  de  Qh  est  égal 
^Pt-i  —  pk,  par  suite  UA+I  a  un  degré  égal  à 

P  —  PA-l  +  />A-i  —Ph=p—Ph 

et  Je  degré  de  Va_i  sera  égal  à  : 

ro  —  Pa-i  +  Ph-i  —  Ph  =  m  —  Pk, 

de  sorte  que  la  loi  est  vérifiée.  Oft  a  donc  bien 

R4  =  ÀUa  +  BVa, 

U*  et  V*  étant  des  polynômes  dont  les  degrés  sont  respectivement, 
celui  de  A  :p  — pA-t  et  celui  de  B  :  m  —  p4-i  ;  ces  deux  nombres 
sont  évidemment  au  plus  égaux  àp  —  1  et  à  m  —  1. 

Supposons  les  deux  polynômes  premiers  entre  eux.  On  obtiendra 
un  reste  Rfl+i  égal  à  un  nombre  différent  de  zéro,  on  a  d'après  ce 
«P»  fient  d'être  dit: 


d'où: 


R*+-4  =  AUa+i  -f-BV^+i, 


Au=±,  +  Bvî±î  =  1 


Posons  ^±L  =  U,^^  =  V.  U  et  V  sont  deux  polynômes  entiers 

dont  les  degrés  sont  égaux  aux  nombres  p  — pny  m  —  pn;  pn  dési- 
gnant le  degré  de  R»,  c'est-à-dire  un  nombre  inférieur  à  p.  Nous 
avons  ainsi  obtenu  la  proposition  suivante,  due  à  Bezout. 

Quand  deux  polynômes  entiers  :  A  de  degré  m,  B  de  degré  p  en  x, 
,(W  premiers  entre  eux,  on  peut  trouver  deux  polynômes  ;  U  de  degré 
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inférieur  à  py\  de  degré  inférieur  à  wi,  et  tels  que  Ion  ait  identi- 
quement : 

AU+BV  =  1, 

Réciproquement,  si  l'on  peut  trouver  deux  polynômes  U  et  V, 
d'ailleurs  de  degrés  quelconques,  vérifiant  la  relation  précédente, 
A  etB  sont  premiers  entre  eux,  car  tout  polynôme  qui  diviserait  À 
et  B  devrait  diviser  le  premier  membre  et,  par  suite,  aussi  l'unité. 

Les  polynômes  U  et  V  sont  premiers  entre  eux;  de  même,  A  et  V, 
ainsi  que  B  et  U  sont  aussi  premiers  entre  eux. 

81.  Je  dis  maintenant  que  les  polynômes  U  et  V  obtenus  par  h 
méthode  précédente  sont  les  seuls  qui  puissent  vérifier  l'identité  : 

AU  +  BV=1, 

si  Ton  suppose  que  le  degré  de  U  soit  inférieur  à  celui  de  B  et  le 
degré  de  V  inférieur  à  celui  de  A. 

Supposons,  en  effet,  qu'on  puisse  trouver  deux  autres  polynômes 
U',  V  satisfaisant  aux  conditions  précédentes.  On  aurait: 

AU  +  BV  =  AU'  +  BV 

ou 

A(U-U')  =  B(V'-V). 

D'après  cette  identité  le  polynôme  A  devrait  diviser  le  second 
membre,  et  comme  il  est,  par  hypothèse,  premier  avec  B,  il  divise- 
rait V  —  V,  ce  qui  est  impossible  puisque  les  degrés  de  V  et  de  V 
sont  supposés  tous  deux  inférieurs  à  celui  de  A. 

82.  Application.  —  Nous  avons  indiqué  plus  haut  une  démonstration  de  ce 
théorème  : 

Tout  polynôme.  A  qui  divise  un  produit  de  deux  polynômes  B.C,  et  est  premier 
avec  Ctm  d'eux,  divise  l'autre. 

Voici  une  nouvelle  démonstration  : 

Supposons  A  premier  avec  B;  on  peut  trouver  deux  polynômes  entiers  D  et  Y; 
vérifiant  l'identité 

AU  +  BV  =  i. 
Multiplions  les  deux  membres  par  C,  il  vient  : 

AG.U  +  BC.V  =  C, 

À  divisant  BG  par  hypothèse,  divise  évidemment  le  premier  membre,  donc  A 
divise  C. 

83.  Théorème.  —  Tout  polynôme  entier  premier  avec  chaque  fac- 
teur d'un  produit  de  polynômes  entiers,  est  premier  avec  le  produit. 

Supposons  le  polynôme   entier  A  premier  avec  chacun  des 
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polynômes  Blr  B2 Bn;  on  peut  déterminer  des  polynômes 

entiers  U,,  V,;  U;,  V„ U„,  V„,  tels  que  Ton  ait  identiquement  : 

AU,  +  BtVt  =  1 
AU,  +  BfV,  =  l 


AU,  +  B«Vn  =  l. 

En  multipliant  toutes  ces  identités  membre  à  membre,  on 
obtiendra  évidemment  une  nouvelle  identité  de  la  forme 

AU  +  BlB1 B„.V=  1, 

U  et  V  désignant  des  polynômes  entiers.  Cette  identité  démontre 
que  A  est  premier  avec  le  produit  :  Bj  Bt B«. 

84.  Corollaire.  —  «St  chacun  des  polynômes  At,  Af> Ap  est  pre- 
mier avec  chacun  des  polynômes  Bn  Bs Bn  les    deux  produits 

Ai  Af kP  et  Bj  Ba B„  sont  premiers  entre  eux. 

En  effet,  chacun  des  polynômes  A1,  A, Ap  est  alors  premier 

avec  le  produit  B,B9 B*;  donc,  à  son  tour,  ce  polynôme  est 

premier  avec  le  produit  At  Af kp. 

Si  l'on  suppose  A,  ==  A,  = =  A,;Bl  =  Bi =  B»  on  a 

encore  cette  proposition  : 

85.  Si  deux  polynômes  A  et  B  sont  premiers  entre  eux,  leurs  puis- 
sances A*  et  Bn  sont  des  polynômes  premiers  entre  eux. 

86.  On  démontre  encore  le  théorème  suivant  : 

Si  nn'polynome  A  est  divisible  par  des  polynômes  B,  C,  D pre- 
miers entre  eux  deux  à  deux,  il  est  divisible  par  leur  produit. 

La  démonstration  est  identique  à  celle  du  théorème  analogue 
relatif  aux  nombres  entiers.    - 

Cela  posé,  les  polynômes  x  —  a,  x  —  b,  x  —  c  sont  premiers 
entre  eux  ;  il  en  est  de  même  de  leurs  puissances  (x  —  a)«,  (x—  b)i, 

(x  —  c)r donc  :  tout  polynôme  entier  f  (x)  divisible  par  (x  —  a)*, 

(x — i)*,  (x  —  c)t  séparément,   est  divisible  par  leur  produit 

(x  —  a)m{x —  é)P(x—  c)t comme  nous  l'avons  déjà  établi  d'une 

autre  manière. 

87.  Théorème  (Euler).  —  Pour  que  deux  polynômes  entiers  en  x, 
A  et  B  de  degrés  m  et  p,  aient  un  diviseur  commun,  il  faut  et  il  suffit 
qu'on  puisse  trouver  deux  polynômes  entiers,  U  de  degré  p  —  1,  et  V  de 
degré  m  —  1,  tels  que  l'on  ait  identiquement: 

AU  +  BV  =  0.  (1) 
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En  effet,  supposons  que  les  deux  polynômes  À  etB  aient  un  divi- 
seur commun,  et,  par  suite,  ne  soient  pas  premiers  entre  eux. 
Soit  A  leur  plus  grand  commun  diviseur,  de  sorte  que 

A  =  A.  A'    B  =  A.  B\ 

A'  et  B'  étant  deux  polynômes  premiers  entre  eux. 

Si  Ton  désigne  par  M  un  polynôme  entier  quelconque,  on  aura 
évidemment  : 

A.B'M  —  B.A'M=eO. 

Si  q  est  le  degré  de  A,  A'  sera  de  degré  m  —  q  et  B'  de  degré  p  —  ç, 
donc  en  supposant  M  de  degré  q  —  1,  les  polynômes 

U  =  B'M    V  =  -A'M 

satisferont  aux  conditions  demandées.  On  peut  remarquer  que  si 
q  ==  1,  M  devra  être  une  constante;  on  pourra  prendre  alors  U  =  B' 
etV=A\ 

Réciproquement  —  Supposons  qu'il  existe  deux  polynômes  U  et  V, 
U  de  degré  p  —  1  et  V  de  degré  m  —  1,  vérifiant  l'identité  : 

AC  +  BV  =  0; 

je  dis  que  A  et  B  ne  sont  pas  premiers  entre  eux.  En  effet,  s'il  en 
était  ainsi,  l'identité 

AU  =  -BV 

montre  que  A  devrait  diviser  B,  ce  qui  est  impossible,  puisque  A  est 
de  degré  m  et  V  de  degré  m — 1.  * 
Remarque.  —  Les  polynômes  U  et  Y  satisfaisant  à  l'identité 

AU  +  BV==0 

sont  nécessairement  de  la  forme  choisie  plus  haut  En  effet,  l'iden- 
tité précédente  peut  être  remplacée  par  : 

A'U  +  B'V  =  0  ou  A'U  =  -B'V, 

A'  et  B'  désignant  les  quotients  de  A  et  de  B  par  leur  plus  grand 
commun  diviseur;  mais  B'  étant  premier  avec  A',  cette  dernière 
identité  montre  que  B'  divise  U. 

Si  donc  on  pose  U  =  B'M  on  aura  bien:  V  =  —  A' M,  M  dési- 
gnant un  polynôme  entier. 

88.  Théorème.  —  Pour  que  les  deux  polynômes  A  etB  de  degrés  m  et  p  aient  un 
plus  grand  commun  diviseur  A  de  degré  g,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  puisse  trouver 
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deux  polynômes  entiers  premiers  entre  eux,  U  de  degré  p— q,  V  de  degré  m  — 9, 
vérifiant  C  identité 

AU  +  BV  =  0.  (i) 

En  effet,  soit  A  le  plus  grand  diviseur  de  A  et  B,  de  sorte  que  A  =  A  A',  B  =  aB'  ; 
A  et  B'sont  deux  polynômes  entiers  premiers  entre  eux,  de  degrés  m  —  qeip  —  q; 
pour  vérifier  l'identité  proposé,  il  suffit  de  prendre  U  =  W  V  ==  — -  A'. 

Réciproquement,  supposons  que  les  deux  polynômes  U  et  V  soient  premiers  entre 
eux,  que  leurs  degrés  soient  m  —  çr,  p  —  q  et  qu'ils  vérifient  l'identité  considérée  ; 
alors,  en  répétant  un  raisonnement  déjà  fait,  on  voit  que  A  =  V.Q  B  =—  U.  Q, 
Q  étant  un  polynôme  entier  de  degré  q.  Or  V  et  —  U  sont  premiers  entre  eux,  donc  Q 
est  le  plus  grand  commun  diviseur  des  polynômes  A  et  B. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  si  le  plus  grand  commun  diviseur  de  A  et  B  est  de 
degré  q,  il  n'y  a  pas  de  polynômes  U  et  V  de  degrés  inférieurs  à  p  —  q  et  m  —  q, 
respectivement,  qui  puissent  vérifier  l'identité 

AU  +  BV  =  0 

puisque  tous  ces  polynômes  sont  donnés  par  les  formules  (2)  A' et  B'  étant  premiers 
entre  eux,  de  degrés  m  —  q  et  p  —  q,  et  M  étant  une  constante  numérique  ou  un 
polynôme  de  degré  quelconque.  On  peut  donc  énoncer  ainsi  le  théorème  : 

Pour  que  A  et  B  aient  un  plus  grand  commun  diviseur  de  degré  q,  il  faut  et  il 
suffit  qu'on  puitse  trouver  des  polynômes  U  et  V,  de  degrés p  —  q  et  m—q  respec- 
tivement, vérifiant  Cidentité  (1)  et  qu'il  soit  impossible  d'en  former  qui  soient  de 
degrés  inférieure  à  p  —  q  et  m—q,  respectivement. 

89.  Théorème.  —  A  étant  un  polynôme  entier  en  x  premier  avec 

chacun  des  polynômes  Biy  BSÎ Rentiers  en  x  et  premiers  entre  eux 

deux  à  deux,  on  a  : 

=  -'+£+ +  £-"  +  E, 


B,  Bt Bn      B|      Bt  B„ 

— î,^2, —  étant  des  fractions  irréductibles  dans  lesquelles  le  degré 

Bi     Bt  Dn 

du  numérateur  est  inférieur  à  celui  du  dénominateur,  et  E  désignant  un 
polynôme  entier. 

La  transformation  précédente  n'est  possible  que  d'une  seule  manière. 

Considérons  d'abord  le  cas  où  il  n'y  a  que  deux  polynômes  au 
dénominateur  de  la  fraction  rationnelle  donnée. 

Soient  B  et  C  deux  polynômes  donnés  premiers  entre  eux  et 
premiers  avec  À. 

On  peut  trouver  un  polynôme  B'  de  degré  inférieur  à  celui  de  B, 
et  un  polynôme  C  de  degré  inférieur  à  celui  de  C  et  tels  que 

BG  +  CB'  =  \, 

d'où  Ton  tire 

BC  —  B  +  C 
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et,  par  suite, 

A_  =  AB'  ,  ACT 
BC~~  B   +  C  ' 

En  divisant  AB'  par  B,  si  le  degré  de  AB'  surpasse  celui  de  B, 
on  aura  : 

AB'  =  BQ  +  Alf 

d'où 

B        Ui^  B 

Q  étant  un  polynôme  entier  et  Ai  un  polynôme  de  degré  inférieur 
à  celui  de  B,  d'ailleurs  B  est  premier  avec  B'  et  avec  À;  il  est  donc 
premier  avec  AB'  et,  par  suite,  avec  le  reste  Ai  de  la  division  de  AB 

par  B  ;  donc  la  fraction  ~  est  irréductible. 

On  aura  de  même  : 


et,  par  suite, 


se-r+T?  +  û+* 


Le  degré  de  Àt  G  +  A,B  est  évidemment  inférieur  à  celui  de  BG  ; 
donc  Q  -|-  Q'  est  le  quotient  entier  de  la  division  de  A  par  BG. 
Gela  posé,  soit  la  fraction  : 

A 
Bf  B,  B8  .  ...  B» 

en  remarquant  que  Bt  est  premier  avec  B,  B8 B„,  on  a,  d'après 

ce  qui  précède  : 

=  *!  + E +E 


B,  (B,  B8 Bn)       Bt      Bt  Bs B„ 

£  étant  le  quotient  entier  de  la  division  de  A  par  B(  B, BM  . 

V  A 

^7  et  5~5 W  étant  des  fractions  irréductibles  dans  lesquelles 

B       1>iB8 Bn 

le  degré  du  numérateur  est  inférieur  à  celui  du  dénominateur.  On 
aura  ensuite  : 

A'         _A,             A* 
B2  B„ B»      Bf    .  B8B4 B» 
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sans  partie  entière  dans  le  second  membre,  puisque  le  degré  de  A* 

est  inférieur  à  celui  du  dénominateur  B8  B8 B„. 

On  aura  de  même  : 

A"  A8  .  A' 

— — =  -  + 


B8  B4 Bn      B8      B4  B5 Bu 

et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  : 

A(»-*>    _Ah-1         An 


Bn—i  Bn         Bn—  i         Bn 


En  ajoutant  membre  à  membre  les  identités  précédentes  on 
obtient  la  formule  annoncée  : 

' =^  +  £+ +è-"+E. 


B,  Bt Bn      B,      B8  B« 

Je  dis  maintenant  que  cette  transformation  n'est  possible  que 
d'une  seule  manière.  Supposons,  en  effet,  qu'on  ait  en  même  temps  : 

— - — =^+&+ +&+* 


B|  Bs Bn      Bf      B9  BM 

G     (L  G 

Ei  étant  un  polynôme  entier,  les  fractions  =-!,  ^,  — n  étant 

irréductibles  et  le  degré  du  numérateur  de  chacune  inférieur  au 
degré  de  son  dénominateur  on  en  déduirait  : 

Supposons  A4  différent  de  G^  en  multipliant  par  B9B8 Bn 

l'identité  précédente,  on  aurait  : 

(Ai— -Ci)  B,  B8 Bw  __  n 

b: -H' 

H  désignant  un  polynôme  entier.  Il  résulte  de  là  que  Bi  devrait 

diviser  le  produit  (At  —  CJ  B8  B, B„;  mais  Bt  étant  premier  avec 

le  facteur  B,  B, B„,  devrait  diviser  At — Cv  ce  qui  est  impossible, 

puisque  les  degrés  de  A<  et  de  Gt  sont  tous  deux  inférieurs  à  celui 
de  B|.  On  doit  donc  supposer  Gt  =  At;  puis,  pour  la  même  raison  : 
G,  =  Aj, C,  =  An  et,  par  suite,  Et  =  E. 

90.  Application.  —  Soit 

m 


(*  —  a)*(a  —  &)>....(*— A1 
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une  fraction  rationnelle  ;/ {x)  désignant  un  polynôme  premier  avec  chacun  dos 

facteurs  x  —  a,  x  —  b x  —  /. 

On  pourra  mettre  cette  fraction  sous  la  forme  suivante  : 

(x-a)«(x-6^....'x-^      (*-«)*      (*-#  («-01 

fa  (x)  désignant  un  polynôme  entier  premier  avec  x  —  a,  et  de  degré  inférieur  à  a, 
fh  (x)  désignant  un  polynôme  entier  premier  avec  x  —  b  et  de  degré  inférieur  à  P,  et 
ainsi  de  suite. 
Cela  posé,  en  divisant  fm  {x)  par  x  —  a,  on  trouve 

/.M  =  (*-«)/._tM  +  A, 

A  désignant  une  constante,  et  fa  _,(x)  un  polynôme  entier. 
De  même 

/«-,(*)  =  (*-«)/«-/*)  + A, 
r.-rf*)  =  (*-«)/.-i(*)+A,lctc. 

On  en  déduit  aisément  : 

/«  M  A  A, 


(x  —  a)*      (x  —  a)4      (x  —  «)•  " 


■  +  ..-+- 


A,  A,, ...  Aa_j  étant  des  constantes  dont  la  première  est  essentiellement  différente 
de  zéro. 
En  traitant  de  la  même  manière  les  autres  fractions,  on  obtient  : 

f(x)  A  A,  A.-_| 


(x-a)«  (x-ô)P...  (x  -/)*      (x  —  ay      (x  -  «)•-  * 


x  —  « 


+ ï  + ^— J+-  +  3— 1 

(x-ô)P      (x-ô)?-1  x  — 6 

L  L|  ï«i  —  i 

+ +  +  ...  + 

(2-/)X        (x-/)1"1  *- 

+  E  (x.) 

A,  Aj ...  B,  B| ...  L,  L, ...  Lx  désignant  des  constantes. 

Nous  reviendrons  plus  tard  sur  cette  décomposition  ;  mais  il  n'est  pas  inutile  de 
remarquer  que  Ton  parvient  à  la  formule  précédente  en  s'appuyant  uniquement  sur 
la  théorie  de  la  division  des  polynômes. 

91.  Plus  grand  commun  diviseur  de  plusieurs  polynômes.  —  Soient 
A|,  At, ....  An  n  polynômes  donnés.  Tout  polynôme  qui  divise  Ai  et  A*  divise  leur  plus 
grand  commun  diviseur  A„  et  réciproquement,  tout  polynôme  qui  divise  A,  divise 
A,  et  A,  ;  donc,  pour  trouver  tous  les  diviseurs  de  A(,  At, ...  An|  il  suffit  de  chercher 
les  polynômes  qui  divisent  à  la  fois  At,  A,, ...  AM.  On  traitera  de  la  même  manière 
cesn  —  1  polynômes,  en  remplaçant  deux  d'entre  eux,  Ai  et  A8,  par  exemple,  par 
leur  plus  grand  commun  diviseur  At;  en  continuant  de  la  môme  manière,  on  arri- 
vera à  deux  polynômes  An_r  Anqui  ont  les  mêmes  diviseurs  communs  que  les 
polynômes  proposés;  si  An_4  est  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  poly- 
nômes A„_,,  An  on  voit  que  tout  polynôme  qui  divise  Ait  At, ...  A^  divise  A„_f,  et 
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réciproquement.  Ce  polynôme  An_  ,  se  nomme  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
polynômes  donnés;  si  ab_j  est  de  degré  p,  aucun  polynôme  de  degré  supérieur  à 
pne  peut  diviser  exactement  tous  les  polynômes  donnés  et  tout  polynôme  de  degré 
pqui  les  divise,  ne  diffère  de  An_,  que  par  un  facteur  indépendant  de  x. 

Si  Van  des  polynômes  A,,  AIf se  réduit  a  une  constante,  il  est  inutile  de  conti- 
nuer l'opération;  les  polynômes  donnés  sont  premiers  entre  eux. 

H  résulte  de  ce  qui  précède  que  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  de 
plus  de  deux  polynômes  peut  se  ramènera  la  recherche  du  plus  grand  commun 
diviseur  de  plusieurs  groupes  de  deux  polynômes.  On  en  conclut  aisément  que  les 
propriétés  du  plus  grand  commun  diviseur  s'étendent  au  cas  où  il  y  a  plus  de  deux 
polynômes.  On  a  ainsi  les  théorèmes  suivants  : 

Quand  on  multiplie  plusieurs  polynômes  par  un  même  polynôme,  leur  plus  grand 
commun  diviseur  est  multiplié  par  ce  dernier  polynôme. 

Autrement  dit,  si  A!}  At ...  An  ont  pour  plus  grand  commun  diviseur  A,  les  produits 
AiB,  AtB, ...  ^B  ont  pour  plus  grand  commun  diviseur  AB. 

Si  un  polynôme  C  divise  A,,  At ...  Ani  il  divise  leur  plus  grand  commun  diviseur, 
comme  nous  lavons  vu  plus  haut  ;  soient  : 

A,  =  CA',      Ai  =  CA',  An  =  CA'„      A  =  CA'. 

Les  quotients 

À'ifÀ't A'. 

ont  pour  plus  grand  commun  diviseur  A7,  autrement  dit  : 

Quand  on  divise  plusieurs  polynômes  par  un  diviseur  commun,  leur  plus  grand 
commun  diviseur  se  trouve  divisé  par  ce  diviseur  commun. 

Les  quotients  de  plusieurs  polynômes  par  leur  plus  grand  commun  diviseur  sont 
premiers  entre  eux,  et  réciproquement. 

Si  un  polynôme  entier  A  divise  plusieurs  polynômes  donnés  et  si,  en  outre,  les 
quotients  obtenus  sont  premiers  entre  eux,  A  est  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
polynômes  donnés. 

92.  Phu  petit  commun  multiple  de  plusieurs  polynômes.  —  Pour 
trouver  le  plus  petit  commun  multiple  de  plusieurs  polynômes  donnés  Ai,  A„  ...  An 
on  peut  procéder  comme  pour  leur  plus  grand  commun  diviseur.  Soit  pt  Le  plus 
petit  commun  multiple  des  polynômes  A„  A,.  Tout  multiple  de  A,  Atest  un  mul- 
tiple de  |i,  et  réciproquement,  tout  multiple  de  ja,  est  un  multiple  de  A,  et  de  A,; 
donc  les  polynômes  donnés  ont  les  mêmes  multiples  communs  que  les  polynômes 
h^t  A4...  Anqui  sont  au  nombre  de  n  —  1  ;  en  continuant  de  la  même  manière 
on  arrivera  à  deux  polynômes  «*n__|,  An)  dont  le  plus  petit  commun  multiple 
lésera  le  plus  petit  commun  multiple  des  polynômes  proposés.  De  plus,  tout 
multiple  de  iLn__l  sera  un  multiple  des  polynômes  donnés,  et  réciproquement. 

33.  Formule  de  CSauss.  —  Nous  avons  donné  l'expression  du  plus  petit  com- 

À  R 

mDn  multiple  de  deux  polynômes  A,  B,  et  nous  avons  trouvé  :  J*  =  — ,  A  étant  le 

P|qs  grand  commun  diviseur  de  A  et  B.  Nous  nous  proposons  de  trouver  une  formule 
an*'ogue  dans  le  cas  de  n  polynômes. 
*°'fy  Je  plus  petit  commun  multiple  des  polynômes  At,  A,, ...  An  et  posons 

i/.=  A1B1=AtBt...  =  AllBn, 

je  dis  queBj,  B,,  ....  B  -,  quotients  de  p.  par  les  polynômes  donnés,  sont  premiers 
entre  eut.  En  effet,  si  B,,  B, ...  Bn  avaient  un  diviseur  commun  £,  on  aurait 

b,  =  c,  *    b,=c,j Bn=cn<r 
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Q,  Ct  ....  Cn  étant  des  polynômes  entiers  et  par  suite  : 

|fc  =  A1C1*  =  AlC1*= =  A„CII* 

ce  qui  prouve  que  £  serait  un  multiple  commun  des  polynômes  donnés,  |*  ne  serait 

o 
donc  pas  leur  plus  petit  commun  multiple. 

Tout  multiple  commun  M  est  un  multiple  de  (*;  soit  M  =  p.Q  ;  les  quotients  de  M 
par  les  polynômes  Alf  At ....  An  sont  respectivement  égaux  à  B,  Q,  B,  Q, ....  Bw  Q  ; 
donc  ils  ont  pour  plus  grand  commun  diviseur  Q.  11  résulte  de  là  que  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'un  polynôme  entier  t&  soit  le  plus  petit  commun 
multiple  de  polynômes  donnés  sont  :  que  p.  soit  divisible  par  tous  les  polynômes 
et  que  les  quotients  soient  premiers  entre  eux. 
Je  dis,  d'après  cela,  que 

A|À| Aa 

«*  = D 

D  désignant  le  plus  grand  commun  diviseur  des  n  polynômes  égaux  aux  produits 
des  polynômes  donnés  n  —  1  an  —  1  :  AiÀ3...AJI,AiAsA4...All,...AiA|Aj...AJI  __  t. 

En  effet,  on  peut  écrire 

AiAs.-.A^            A,A3...A(|  AiÀt...  A^^.1 

p.  =  A,. g —  =  At.  —g —  = =  Aa.  g 

ce  qui  prouve  que  p.  est  divisible  par  A„  A„  ....  An  et  que  les  quotients  de  j*  par  ces 
polynômes  sont  premiers  entre  eux,  puisque  ces  quotients  sont  ceux  des  polynômes 
AiA,..^,,  A,AS...AJI,...AIAJ ...  Am  _ ,  par  leur  plus  grand  commun  diviseur. 


PLUS  GRAND  COMMUN  DIVISEUR  DE  DEUX  POLYNOMES  HOMOGÈNES 
A  DEUX  VARIABLES  xt  y. 

94.  On  dit  qu'un  polynôme  entier,  à  plusieurs  lettres  *,  y,  % est  homogène,  si 

dans  chaque  terme  Ax*y  s*...,  la  somme  n+p  +  q  + des  exposants  est  égale  à 

un  même  nombre  m  qu'on  nomme  le  degré  du  polynôme. 

Par  exemple 

A^«  +  A,*7  -  fy  +  A,*"  -  V  + +  A.  _  t  ay  -  *  +  A^-. 

est  un  polynôme  homogène  par  rapport  à  x  et  y,  et  du  degré  m. 

Le  produit  d'un  polynôme  homogène,  par  un  monôme  est  homogène.  Le  produit 
d'un  polynôme  homogène  par  un  second  polynôme  non  homogène,  n'est  pas  homo- 
gène; de  même  le  produit  de  deux  polynômes  non  homogènes  n'est  pas  homogène  ; 
au  contraire  le  produit  de  deux  ou  plusieurs  polynômes  homogènes  est  homogène 
Ces  propositions  n'offrent  aucune  difficulté  ;  nous  les  supposerons  établies. 

Cela  posé,  soient  f(x,  y)  et  <?{x,  y)  deux  polynômes  homogènes  admettant  un 
diviseur  commun  <|>  (xy  y),  et  supposons  d'abord  que  y  ne  soit  pas  en  facteur  dans 
f  (*»  y)  ni  dans  ?  {x,  y),  dans  ce  cas  le  diviseur  ty  (xt  y)  contient  nécessairement  x. 

On  aura  identiquement  : 

/>,y)  =  <K*,y)-M*»y). 

9  (.r,  y)  =  *  (*,  yj.  ?,  (*,  y). 
Les  polynômes  <|>  (*,  y),  /;  (*,  y)  et  9,  {x,  y)  sont  homogènes.  On  déduit  des  iden- 
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tilés  précédentes  qui  ont  lieu  pour  loutes  les  valeurs  d'x  et  d'y,  en  remplaçant  y 
pari, 

•  (*,!)=:  +  (*,  !).•,(*.  1). 

Ce  qui  prouve  que  +  (x,  1)  est  un  diviseur  commun  des  deux  polynômes  entiers 
en  x  :/*(x,  1),  ?(x,  1). 

Réciproquement,  soit  6  (x)  un  diviseur  commun  à  /"(x,  1)  et  9  (*»  *);  on  &  identi- 
quement : 

f  (*,!>=  •(*)./!  M- 
<p(x,  l)=d  (*)•  «Pi  (*)- 

Si  Ton  remplace  «  par  -  on  aura  donc  : 

Si  m  et  p  sont  les  degrés  de  f(x,  y)  et  de  ?  (x,  y)  et  ?  le  degré  de  o  (x),  le  poly- 
nôme /l  (x)  est  de  degré  m  —  ç  et  le  polynôme  <p,  {x)  de  degré  p— g;  en  multipliant 
les  deux  membres  de  la  première  identité  par  ym  et  en  désignant  par  h  f  *,  y)  le 

produit  yf.d  (-  )  et  par  /,  [x, y)  le  produit  ym  ~~  *  fx  (x),  on  obtient  : 


/•(x,y)=e(*,y)A(x,y). 

de  la  même  manière  on  obtiendra 

?(*,  y)  ==•(*,  y)  ?,  (a?,  y). 

ce  qui  prouve  que  6  (x,  y)  est  un  diviseur  de  f(xt  y)  et  de  <p  (x,  y). 

Corollaire.  —  Si  /"  (x,  1)  et  «p  (x,  1)  sont  premiers  entre  eux,  il  en  est  de  même 
des  deux  polynômes  /(.r,  y)  et  ?  (x,  y). 

2»  Supposons  en  second  lieu  que  y  soit  en  facteur  dans  l'un  seulement  des  deux 
polynômes,  dans  /  {x,  y)  par  exemple  et  soit 

f(*.  ¥)-¥**(*,  y). 

F  (x,  y)  étant  un  polynôme  honfogène  du  degré  m  —  a.  La  démonstration  précé- 
dente subsiste  avec  une  très  légère  modification  ;  mais  on  peut  remarquer  que  tout 
diviseur  +  (x,  y)  de  y  «F  (x,  y)  et  de  9  (x,  y)  sera  évidemment  un  diviseur  de  F  (x,  y) 
et  de-*  (x,  y)  puisqu'on  suppose  que  ?  (x,  y)  ne  contient  pas  y  en  facteur;  on  est 
ainsi  ramené  au  premier  cas. 

30  Supposons  maintenant  que  les  deux  polynômes  soient  divisibles  tous  deux  par 
une  puissance  de  y,  de  sorte  que  Ton  puisse  les  mettre  sous  la  forme  y"  f  (x,  y)  et 
y*  ?  (*>  y) eo  supposant  a  <  b.  11  est  évident  que  tout  diviseur  commun  sera  de  la 
forme  y*  «P  Cx,  y),  (p  <  «)t  +  (x%  y)  étant  un  diviseur  des  polynômes  f  (x,  y)  et 
?  (x,  y).  On  est  donc  ramené  au  premier  cas. 

Cela  posé,  on  cherchera  le  plus  grand  commun  diviseur  des  polynômes  /(x,  1), 
9  (x,  1)  soit  f  (x,  1);  le  plus  grand  commun  diviseur  de  y*  f  (x,  y)  et  y*  9  (x,  y)  sera 

On  pourra  appliquer  la  méthode  de  la  division  aux  polynômes  /"(x,  y)  et  9  (x,  y) 
en  ordonnant  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x;  mais  pour  éviter  des  coeffi- 
cients ayant  en  déuominateur  des  puissances  de  y,  on  pourra  être  conduit  à  multi- 
plier tous  les  termes  de  quelque  reste  partiel  nar  une  puissance  convenable  de  y, 
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de  sorte  que  le  dernier  reste  de  la  suite  des  opérations  se  trouvera  multiplié  par  une 
puissance  de  y  ;  il  conviendra  donc  de  s'assurer  si  cette  puissance  de  y  appartient 
réellement  au  plus  grand  commun  diviseur. 

95.  Exemples.  —  Les  polynômes  x3  —  y9  et  x1  —  y*  ont  pour  plus  grand  com- 
mun diviseur  x  —  y  ;  celui  des  polynômes  x>  —  y'  et  xly  —  y'  est  encore  x  —  y. 

Les  polynômes  x*  y— xy*  et  xy-\-  y"  ont  pour  plus  grand  commun//.  Les  polynômes 
x*  _  y*  et  x%  -f-  .y1  sont  premiers  entre  eux. 

96.  On  démontre,  comme  pour  les  polynômes  entiers  en  x,  les  théorèmes  suivants  : 
Les  quotients  de  deux  ou  plusieurs  polynômes  homogènes  par  leur  plus  grand 

rommun  diviseur  sont  premiers  entre  eux. 

Quand  un  polynôme  homogène  divise  le  produit  de  deux  polynômes  homogènes  et 
cri  premier  avec  Vun  d'eux,  il  divise  Vautre. 

Une  fraction  rationnelle     -  -  *[  dont  les  deux  termes  homogènes  sont  premiers 

entre  eux  est  irréductible  et  toute  fraction  égale  a  ses  termes  équimultiples  de  ceux 
de  la  première. 

Pour  que  deux  polynômes  homogènes  /*(x,  y)  et  ç  (x,  y)  de  degrés  m  et  p  aient  un 
diviseur  commun,  il  est  nécessaire  et  suffisant  qu'on  puisse  ti'ouver  deux  polynômes 
homogènes  fK  (x,y)  de  degré  m  —  1  et  ç(  {x,  y)  de  degré  />—  i,  tels  que  Von  ait  iden- 
tiquement 

f  (*,  y)  f  i  (*,  y)  +  <p  (*,  y)  fx  (*>  y)  =  o. 


EXERCICES 

1.  Trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  et  le  plus  petit  commun  multiple  des 
deux  polynômes  : 

*•+**—  2x«—  3xM-3x«+2x>—  x—i  et  8xT+7x«-12x»-15x*  +  9x«-f4x—  \. 

2.  Trouver  deux  polynômes  entiers  connaissant  leur  somme  et  leur  plus  petit  com- 
mun multiple. 

3.  Développer — -  suivant  les  puissances   croissantes  ou  décrois- 

rr      (x  —  a)  (x  —  b) 

santés  de  x. 

1                                        À  H 

On  mettra  d'abord — r-  sous  la  forme h 


{x  —  a)  {a  —  6)  x  —  a      y  —  6 

4.  Développer r r  suivant   les  puissances  croissantes 

(x-at)  (x-o.) (*-«„) 

ou  décroissantes  de  x. 

5.  Etant  donnés  les  deux  polynômes 

À  =  x*  —  x»—  7x*  +  x  +  6      B=2x*  +  5x»  —  5x"  —  5*  + 
trouver  les  polynômes  U  et  Y  les  plus  simples,  vérifiant  l'identité 

AV  +  BU  =  o. 

6.  Chercher  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  polynômes  xw— 1,  x^—l: 
m  et  p  étant  deux  nombres  entiers. 

Prouver  que  le  plus  grand  commun  diviseur  est  égal  à  x  —  1,  d  étant  le  plus 
grand  commun  diviseur  des  entiers  m  et  o. 
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CHAPITRE  VII 
ANALYSE    COMBINATOIRE 


ARRANGEMENTS 

97.  On  nomme  arrangements  p  à  p  de  m  objets  distincts,  les 
différents  groupes  que  Ton  peut  former  en  prenant,  de  toutes  les 
manières  possibles,  p  de  ces  objets  et  les  plaçant  les  uns  à  la  suite 
des  autres,  de  telle  sorte  que  deux  groupes  ainsi  formés  diffèrent 
entre  eux,  soit  par  la  nature  des  objets  soit  par  leur  ordre.  Le 
nombre  p  est  toujours  supposé  plus  petit  que  m. 

On  désigne  le  nombre  de  tous  ces  groupes  par  la  notation  Aï». 
Pour  fixer  les  idées,  nous  représenterons  les  objets  donnés  par  des 
lettres.  Avec  les  lettres  a,  ô,  c,  par  exemple,  on  peut  former  les 
arrangements  deux  à  deux  suivants  : 

ab,  ac,  ba,  bc,  ca,  cb. 

Nous  supposerons  que  Ton  écrive  toutes  les  lettres  en  ligne  droite, 
comme  on  le  fait  pour  représenter  les  mots.  Si  Ton  convient  d'ap- 
peler mot  tout  assemblage  de  lettres  placées  en  ligne  droite  les  unes 
à  côté  des  autres,  on  peut  dire  que  les  arrangements  de  m  lettres 
distinctes  prises  p  àj>,  sont'  tous  les  mots  de  p  lettres  qu'on  peut 
former  avec  les  m  lettres  données.  Il  est  inutile  d'ajouter  qu'on 
peut  représenter  par  des  lettres  autant  d'objets  qu'on  veut,  en 
employant  par  exemple  une  seule  lettre  pourvue  d'un  indice  : 
Ainsi,  a„  a,, a»,  représenteront  m  objets. 

98.  Calcul  du  nombre  A*. 

Théorème.  —  Le  nombre  des  arrangements  de  m  lettres  distinctes 
prises  p  à  p  est  égal  au  produit  de  p  nombres  entiers  consécutifs  décrois- 
sants à  partir  de  m. 

Supposons  formé  le  tableau  des  arrangements  p  —  1  à  p  —  1  de 
m  lettres  données  ;  je  dis  qu'on  pourra  en  déduire  le  tableau  des 
arrangements  des  mêmes  lettres  p  à  p.  Considérons,  en  effet,  un 
groupe  quelconque  du  premier  tableau;  il  contient  par  hypothèse 
p  —  1  lettres.  Si  nous  écrivons  à  la  suite  Tune  quelconque  des 
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i 

m  —  (p-l)oum  —  P~\-l  autres  lettres,  nous  obtiendrons  autant 
de  groupes  de  p  lettres,  qui  seront  évidemment  des  arrangements 
p  kp  des  m  lettres  données;  en  faisant  la  même  opération  sur 
chaque  groupe  du  premier  tableau  on  obtiendra  un  second  tableau 
contenant  AÎT*  X  (m  —  p  +  1),  arrangements  p  à  p  des  m  lettres 
données.  Je  dis  que  le  second  tableau  renferme  tous  les  arrange- 
ments p  à  p  des  lettres  données  et  chacun  d'eux  une  seule  fois. 

1°  Chaque  arrangement  p  à  p  a  été  obtenu. 

En  effet,  considérons  un  arrangement/?  à  p  quelconque,  terminé 
par  exemple  par  la  lettre  /,  si  nous  supprimons  la  lettre  /  nous 
obtiendrons  un  arrangement  p  —  1  kp —  1  qui  est  dans  le  premier 
tableau,  puisque  par  hypothèse  ce  tableau  les  contient  tous  ;  or, 
cet  arrangement  ne  contient  pas  la  lettre  /,  et  Ton  a  écrit  à  sa  droite 
toutes  les  lettres  qui  n'y  étaient  pas;  on  a  donc  nécessairement 
ajouté  la  lettre  /  et,  par  suite,  formé  l'arrangement  p  kp  considéré. 

2°  Chaque  arrangement  p  à  p  n'a  été  obtenu  qu'une  seule  fois. 

Considérons,  en  effet,  deux  groupes  obtenus  par  le  procédé  pré- 
cédent; s'ils  proviennent  d'un  même  groupe  du  premier  tableau, 
ils  diffèrent  par  la  nature  de  la  première  lettre,  et  s'ils  proviennent 
de  deux  groupes  différents  pris  dans  le  premier  tableau,  ils  seront 
distincts  quelle  que  soit  lajpèm*  lettre  ajoutée. 

Le  tableau  obtenu  est  donc  celui  des  arrangements  pkp,  et 
comme  il  contient  un  nombre  de  groupes  égal  à  AÎT1  (m  —  p  -f-  1), 
Al  est  lié  à  AiT1  par  la  formule  : 

APTO  =  AIT1  (m -/>  +  !). 

D'après  ce  qui  précède  on  a  donc  successivement  : 

A!  =  Al(ro-l), 
Al  =  Al  (m  -  2), 


d'où,  en  multipliant  ces  égalités  membre  à  membre,  supprimant 
les  facteurs  communs,  et  remarquant  que  Al  =  m,  on  obtient 
la  formule  : 

Al  =  m  (m  -  1)  (m  -  2) (m  -  p  +  1), 

ce  qui  démontre  le  théorème. 
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99.  Formation  du  tableau  des  arrangements  de  m  lettres  p  à  p. 

La  démonstration  précédente  donne  le  moyen  de  former,  de 
proche  en  proche,  les  tableaux  des  arrangements  de  m  lettres 
là  1,2  à  2,  3  à  3, pkp. 

Soient  a,  b,  c, /,  les  m  lettres  données. 

Les  arrangements  des  lettres  1  à  1,  sont  ces  lettres  elles-mêmes. 
Le  tableau  des  arrangements  2  à  2,  s'obtiendra  en  écrivant  à  la  suite 
de  chaque  lettre  chacune  des  m  —  1  suivantes,  ce  qui  donne  : 

ab,  ac,  ak,  al, 

ba,  bc,  bk9  bl, 


ka,  kb,  kjy  kl, 

la,   Ib,  lj9  Ik. 

Un  obtiendra  ensuite  les  arrangements  3  à  3 

abc,  abd,  abk,  abl, 

acb9  acd,  ack,  acl, 

adb,  adt\  adk,  adl. 


bac,  bad.  bak,  bal, 


Ika,  Ikb,  Iki,  Ikj, 

et  ainsi  de  suite. 

APPLICATIONS 

400.  1°  Combien  y  a-t-il  de  nombres  formés  avec  trois  chiffres 
significatifs  différents?  Il  y  en  a  autant  que  d'arrangements  des 
9  chiffres  significatifs  3  à  3,  c'est-à-dire  Aî  ou  9.8.7  =  504. 
2*  Combien  peut-on  former  de  nombres  de  trois  chiffres  différents  f 
Il  y  a  10.9.8  =  72«*,  arrangements  des  10  chiffres  3  à  3  ;  mais  il 
faut  en  défalquer  tous  les  arrangements  qui  commencent  par  un 
zéro,  et  dont  le  nombre  est  égal  au  nombre  d'arrangements  des 

neuf  chiffres  1,  2, 9  pris  2  à  2,  c'est-à-dire  9.8  =  72;  le  nombre 

demandé  est  donc  720  —  72  =  648. 

B.  VUWE90LOW8&I.  ALCKBRB  7 
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PERMUTATIONS 

40i.  On  appelle  permutations  de  m  objets  distincts,  tous  les 
arrangements  que  Ton  peut  former  avec  ces  m  objets  pris  tous 
ensemble. 

Si  Ton  désigne  par  Pm  le  nombre  des  permutations  de  m  objets 
distincts,  on  a  d'après  la  définition  des  permutations  : 

pm  =  Aï  =  m  (m  -  1) {m -{m-  1))  =  1.2.3 m. 

Donc  : 

Théorème.  —  Le  nombre  des  permutations  de  m  objets  distincts, 
est  égal  au  produit  des  m  premiers  nombres  entiers  consécutifs. 

102.  On  nomme  ordinairement  ce  produit  :  factorielle  m,  et  Ton 
fait  usage,  pour  le  représenter,  de  la  notation  m  I 

D'une  manière  plus  générale  on  nomme  factorielle  le  produit 
d'un  nombre  quelconque  de  termes  consécutifs  d'une  progression 
arithmétique  : 

a(a  +  r)  (a  +  2  r) (a  +  m—  1  r). 

On  a  donc  d'après  le  théorème  précédent  : 

Pm  =  m! 

103.  Démonstration  directe.  —  On  peut  établir  la  formule  précédente  sans 
connaître  celle  des  arrangements.  Pour  cela  nous  démontrerons  d'abord  la  formule 
de  récurrence  suivante  : 

Supposons  qu'on  ait  formé  le  tableau  des  permutations  de  m  —  i  lettres  distinctes 
a,  6,  c,...  k.  Considérons  un  terme  de  ce  tableau  et  écrivons  une  lettre  nouvelle  /,  à 
toutes  les  places  possibles;  nous  obtiendrons  ainsi,  en  remarquant  que  le  nombre  de 
places  est  égal  à  m,  (une  à*  droite  de  chacune  des  m  —  1  lettres  considérées  et  une 
dernière  place  à  gauche  de  la  première),  m  permutations  des  lettres  a,  6,  c,..  I  et  en 
répétant  la  même  opération  sur  chacun  des  Pm  _ ,  groupes  du  tableau,  nous  obtien- 
drons Pw  _  t  X  m  permutations  de  ces  m  lettres. 

Or  deux  groupes  ainsi  obtenus  sont  toujours  distincts,  car  s'ils  proviennent  d'une 
même  permutation  du  premier  tableau,  ils  diffèrent  par  la  place  attribuée  à  la  lettre 
/,  et  s'ils  proviennent  de  deux  permutations  différentes  des  m  —  1  lettres  g,  ô,..  k, 
ils  restent  évidemment  distincts  même  si  la  lettre  l  est  introduite  dans  ces  deux  per- 
mutations au  même  rang.  Déplus,  si  l'on  considère  une  permutation  quelconque  des 
?n  lettres  a,  b,  c,..  k,  /,  donnée  arbitrairement  et  dans  laquelle  la  lettre  /  occupe  la 
q*"  place;  en  supprimant  la  lettre  /  on  obtient  une  permutation  des  m  —  i  lettres 
restantes  a,  6,..  k,  c'est-à-dire  un  groupe*  du  premier  tableau;  or  on  a  ajouté  à  ce 
groupe  la  lettre  /  à  toutes  les  places  possibles;  donc,  quand  on  Ta  mise  à  la 
q*"-  place,  on  a  précisément  formé  la  permutation  des  m  lettres,  que  nous  vou- 
lions obtenir.  De  là  résulte  que  l'on  a  formé  un  second  tableau  qui  est  précisément 
le  tableau  des  permutations  des  m  lettres  a,  6,..  /. 
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On  a  donc  bien  : 


En  donnant  à  m  des  valeurs  entières  consécutives,  on  a  donc  : 

P4=P,X* 
P3=PtX3 


En  multipliant  toutes  ces  égalités  membre  à  membre,  simplifiant  et  remarquant 
que  Ton  a  évidemment  P|  =  l,  on  trouve  : 

P(B  =  i.  2.  3...  m. 
C'est  la  formule  déjà  obtenue. 

104.  Applications.  —  1°  De  combien  de  manières  12  personnes 
peuvent-elles  se  placer  autour  d'une  table  de  12  couverts  ? 

Réponse.—  De  PI2  =  I.2.3.4.S.6.7.8.9. 10. 11. 12.  =  479001  600 
manières  différentes. 

Si  les  12  personnes  effectuaient  une  permutation  par  minute,  et 
si  elles  consacraient  à  ce  travail  12  heures  par  jour  et  360  jours  par 
année,  ii  leur  faudrait  1848  ans  pour  venir  à  bout  de  leur  tâche! 
(E.  Catalan,  Manuel  des  candidats  à  V École  polytechnique.) 

2°  Avec  m  lettres  a,  b,  c, I  ayant  des  valeurs  arbitrages,  com- 
bien peut-on  faire  de  produits  de  m  facteurs  équivalents  ? 

Ces  produits  sont  évidemment  en  nombre  égal  à  m  I  puisque  la 
valeur  d'un  produit  est  indépendante  de  Tordre  des  facteurs. 

COMBINAISONS 

105.  On  appelle  combinaisons  php  de  m  objets  distincts,  tous  les 
groupes  que  l'on  peut  foçmer  avec/7  de  ces  objets,  de  manière  que 
deux  groupes  diffèrent  entre  eux  par  la  nature  des  objets.  Il  n'est 
tenu  aucun  compte  de  Tordre  des  objets. 

Quand  on  représente  les  objets  par  des  lettres  distinctes,  on 
peut  assimiler  les  combinaisons  de  m  lettres/)  à  p  aux  différents  pro- 
duits que  Ton  peut  former  avec  p  facteurs,  pris  parmi  les  m  lettres 
données;  les  lettres  ayant  des  valeurs  arbitraires,  deux  produits 
qui  n'auront  pas  les  mêmes  facteurs  seront  évidemment  différents. 

On  représente  le  nombre  des  combinaisons  de  m  lettres  p  à  ppar 
le  symbole  C£,;p  doit  être  supposé  au  plus  égal  à  m.  On  emploie 
aussi  quelquefois  la  notation  :  m^ 
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106.  Formule  des  combinaisons.  —  Théorème 

A,»  =  \Jm  X  ¥p* 

Supposons  formé  le  tableau  des  arrangements  des  m  lettres  p  à  p9 
ce  tableau  contient  évidemment  toutes  les  combinaisons  de  ces  let- 
tres je?  à  p;  mais  si  Ton  considère  tous  les  arrangements  contenant  p 
lettres  déterminées,  comme  avec  ces/7  lettres  on  peut  faire  Pp per- 
mutations, le  nombre  des  arrangements  de  cette  espèce  est  évi- 
demment égal  à  Pp  et  à  ces  PP  groupes  il  ne  correspond  qu'une 
seule  combinaison.  On  a  donc  bien  : 

Ai=ftxP, 
d'où: 


c'est-à-dire 


0m-p7' 


__m(m  — 1) (m— p  +  1) 

W  1.2.....  p 


Donc  : 

Le  nombre  de  combinaisons  p  àp  de  m  lettres  distinctes  est  égal  à 
une  fraction  dont  le  dénominateur  est  le  produit  des  p  premiers  entiers 
consécutifs  et  le  numérateur  le  produit  d'autant  d'entiers  consécutifs 
décroissants  à  partir  de  m. 

En  multipliant  les  deux  termes  de  la  fraction  précédente,  par 

1.2 (m  — jd),  on  peut  écrire  cette  formule  souvent  plus 

commode  : 

n»  -        ml 

** -j>! (m -p)!- 

107.  Formation  dn  tableau  des  combinaisons  de  m 
lettres  p  à  p. 

On  peut  procéder,  de  proche  en  proche  comme  pour  les  arran- 
gements, en  ayant  soin  seulement  d'écrire  les  lettres  dans  Vordre 
alphabétique.  Pour  les  combinaisons  2  à  2,  on  écrira  donc  à  la  suite 
de  chaque  lettre  chacune  des  suivantes;  ce  qui  donnera  : 

ad,  ac,  ak,  a/, 

£c,  bk,  bly 


kl. 


Digitized  by 


Google 


ANALYSE  COMBINATOIRE  101 

On  passera  de  la  même  manière  aux  combinaisons  3  à  3. 

abc,  abd,  abl, 

acd,  acl, 


akl, 
bcd,  bel. 


bkl, 


et  ainsi  de  suite. 

108.  —  Autre  démonstration   de   In  formule  des  eoa 

Comptons  de  deux  manières  différentes  combien  il  faut  employer  de  lettres  d'une 
nature  déterminée,  par  exemple  combien  de  lettres  a,  pour  former  le  tableau  des 
combinaisons  de  m  lettres  p  à  p. 
Chaque  combinaison  renferme  p  lettres;  il  faut  en  tout  Gj^.p  lettres;  chacune  est 

employée  le  même  nombre  de  fois;  donc  il  faut  G*.  ~  lettres  a. 

r  m 

D'autre  part  chaque  lettre  ne  peut  entrer  qu'une  fois  au  plus  dans  une  combinai- 
son; il  faut  donc  autant  de  lettres  a  qu'il  y  a  de  combinaisons  qui  la  contiennent.  Or 
si  de  chacune  de  ces  combinaisons  on  ôte  la  lettre  a,  il  reste  une  combinaison  p  —  1 
à  p  —  1  des  m  —  i  lettres  autres  que  a;  et  réciproquement,  si  à  une  quelconque  des 
combinaisons  p— 1  à  p  —  1,  des  m  —  1  lettres  autres  que  a,  on  ajoute  a,  on 
obtient  une  combinaison  p  àp  des  m  lettres  données;  donc  le  nombre  de  combinai- 
sons de  ces  lettres  qui  contiennent  a  est  C£Z }  ;  on  a  dono 

m    m        *-1 
d'où 

On  a  de  même  : 

»-i        .-i    m  — 1 


Cf  -C1  m-p  +  % 


et  enfin, 

C!  —m  —  P  +  1 


»-*-f  « 
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d'où  Ton  tire 

^       m     m  —  1        m  —  J>  -f  1 
■«      p     ;;   —  1  1 

109.  Applications.  —  1°  Le  nombre  CJ,  est  évidemment  entier: 
donc,  te  produit  de  p  entiers  consécutifs  est  divisible  par  le  produit 

1.2.3 p. 

Par  exemple,  le  produit  de  deux  entiers  consécutifs  est  toujours 
pair,  le  produit  de  trois  entiers  consécutifs  est  divisible  par  6...  etc. 
2°  Problème.  —   De   combien    de    manières   peut-on    choisir 
13  cartes  dans  un  jeu  de  52  cartes? 

18       52.51.50.49.48 40       a  OKJL  „,.  KÛC 

**»»-  °S  =    T.  2.  3.  4.  5 13  =  6-354'741-596- 


THÉORÈMES  RELATIFS   AUX  COMBINAISONS. 

110.  Théorème.  —  Le  nombre  de  combinaisons  de  m  lettres  p  àp 
est  égal  au  nombre  de  combinaisons  de  m  lettres  m  — p  à  m  —  p. 

Il  suffit  de  remarquer  qu'à  toute  combinaison  renfermant  p 
des  m  lettres  correspond  une  combinaison  renfermant  les  in  —  p 
lettres  non  employées  et  réciproquement. 

La  vérification  directe  est  immédiate.  D'ailleurs  on  a  trouvé  : 

m! 

donc, 


<&: 

pi 

(m -/>)!' 

cr» 

~> 

Ml 

i-p)\pl 

Les  deux  nombres  Cj,  et  GOT*  sont  donc  égaux. 

411.  Théorème.  —  Le  nombre  d>  combinaisons  de  m  objets  p  àp, 
est  égal  au  nombre  de  combinaisons  de  m  objets  p  —  1  à  p  —  1,  aug- 
menté du  nombre  de  combinaisons  de  m  —  1  objets  p  —  l  àp  —  1 . 

En  effet,  les  combinaisons  des  m  lettres  a,  b,  o, I  prises/?  à  p 

peuvent  être  divisées  en  deux  catégories;  la  première  formée  de 
toutes  les  combinaisons  contenant  une  lettre  déterminée  a,  et  la 
seconde  formée  de  toutes  les  combinaisons  qui  ne  renferment  pas 
cette  lettre.  La  première  catégorie  comprend  CSTi  combinaisons 
comme  on  Ta  vu  plus  haut,  et  la  seconde  en  contient  évidemment 
C;  on  a  donc  : 
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La  vérification  directe  n'offre  aucune  difficulté. 

112.  Corollaire.  —  On  a,  d'après  le  théorème  précédent  : 

Cm  —  Cm-i  -f-  Cm_ i 
Cm_l  =r  Cm_a  -}-  Cm —a 


Çp+i  =  Cp      ~h  Cp- 
Ajoutant  membre  à  membre,  simplifiant  et  remarquant  que 
CJ=  Cpî  =1,  on  obtient  : 

Cm  =  Cm-i  -f-  Cm-«  -f"  Cm— 3  +   +  C;,       -f-  Cp— t  , 

donc  : 

Le  nombre  des  combinaisons  de  m  lettres  p  à  p  est  égal  à  la 
somme  des  nombres  de  combinaisons  p  —  1  à  p  —  1   que  ton  peut 

faire  successivement  avec  p  —  1,  p,  p  +  1 m  —  1  lettres. 

En  multipliant  les  deux  membres  de  l'identité  précédente  par 
(p  — 1)1  on  obtient  : 

1  _ 

~  A m  =  Am_i  +  A.w_i  + +  AjZf 

113.  Probabilité».  —  On  nomme  probabilité  d'un  événement  le  rapport  du 
nombre  des  cas  favorables  à  cet  événement  au  nombre  total  des  cas  possibles,  tous 
les  cas  qui  peuvent  se  présenter  étant  supposés  également  possibles. 

Exemples.  —  1°  Quelle  est  la  probabilité  d  amener  avec  un  dé  un  numéro 
désigné  d'avance. 

Le  dé  portant  6  numéros  dont  un  seul  est  le  numéro  désigné,  il  y  a  un  cas 

favorable  et  6  cas  possibles  :  la  probabilité  est  -. 

2<>  Trouver  la  probabilité  d'amener  avec  2  dés,  deux  numéros  dont  la  somme 
soit  donnée  d'avance? 

La  solution  dépend  du  nombre  donné  ;  supposons  que  ce  soit  4.  On  peut  faire 

4  avec  1  et  3,  2  et  2  ou  3  et  1,  ce  qui  fait  3  cas  favorables;  il  y  a  évidemment 

3^  cas  possibles,  chaque  numéro  du  premier  dé  pouvant  être  associé  à  chaque 

3         1 
numéro  du  second;  donc  la  probabilité  est  — -  ou  —. 
r  36       12 

Pour  5,  on  peut  avoir  les  cas  favorables  suivants  :  premier  dé  :  1,  deuxième  dé  : 

4;  premier  dé  :  2,  deuxième  dé  :  3;  ou  les  deux  cas  inverses,  ce  qui  fait  4  cas 

4        1 
favorables;  la  probabilité  est  --  =  ~. 

3*  loterie.  —  Une  loterie  contenant  m  numéros,  on  suppose  que  Ton  tire  />  nu- 
méros à  la  fois  ;  quelle  est  la  probabilité  que  parmi  ces  p  numéros  il  en  aura  g 
désignés  d'avance? 

Le  nombre  des  cas  possibles  est  évidemment  Cj^le  nombre  des  cas  favora- 
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blesestcJ^J;  en  effet,  considérons  une  combinaison  favorable  et  supprimons 

les  q  numéros  désignés;  il  reste  une  combinaison  des  m  —  q  numéros  restants 
p  —  q  à  p  —  q,  et  réciproquement,  si  à  une  combinaison  de  ces  m  —  q  numéros 
p  —  q  à  p  —  q,  on  ajoute  les  q  numéros  désignés  d'avance,  on  aura  une  combi- 
naison favorable  ;  la  probabilité  est  donc 


si  m  =  90,    p  =  5,    y  =  3,    la  probabilité  d'amener  9  numéros  donnés  est  : 
C^      87.86    90.89.88.87.86  3.4.6  1  1 


n5"~    1.2    *      1.2.3.4.5  90.89.88      6.90.28      H  748 

c»o 

Sur  11748  cas,  il  y  en  a  1  favorable  et  11  747  défavorables;  il  faudrait  parier 
1  contre  11747  pour  que  le  jeu  fût  équitable.  Il  est  inutile  d'ajouter  que  l'admi- 
nistration de  l'ancienne  loterie  se  gardait  bien  de  donner  11 747  fois  sa  mise  au 
gagnant. 

ARRANGEMENTS  AVEC  RÉPÉTITIONS 

114.  Soient  m  lettres  a,  b,  c /.On  nomme  arrangements  avec 

répétitions  de  ces  m  lettres,  tous  les  groupes  qu'on  peut  former  en 
prenant  de  toutes  les  manières  possibles/)  lettres  distinctes  ou  non, 
et  les  écrivant  en  ligne  droite,  de  manière  que  deux  groupes  diffè- 
rent soit  par  Tordre  soit  par  la  nature  des  lettres  qu'ils  renferment, 
chaque  lettre  pouvant  être  répétée  dans  chacun  de  ces  groupes 
jusqu'à  p  fois. 

Par  exemple,  avec  les  lettres  a,  é,  c  on  peut  faire  les  arrange- 
ments avec  répétitions  : 

aa,   ai,  ac,  ôa,   bb,  bc%   ca,   cô,    ce. 

Désignons  par  «£,  le  nombre  des  arrangements  avec  répétitions 
de  m  lettres  p  à  p;  pour  calculer  «^  nous  établirons  la  formule  : 

<  =  «;rl-m- 

Supposons  formé  le  tableau  des  arrangements  des  m  lettres  p — 1 
à  p  —  1  ;  à  la  suite  de  chaque  groupe  de  ce  tableau,  écrivons  cha- 
cune des  m  lettres;  nous  formerons  un  second  tableau  conte- 
nant o£~f  X  m  groupes;  on  démontrera  sans  peine  que  ce  tableau 
est  précisément  celui  des  arrangements  avec  répétitions  des  m  lettres 
p  à  p;  donc  la  formule  précédente  est  établie.  On  en  déduit  : 

<  =  ™p. 
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En  particulier  si  p  =  m,  on  a  le  nombre  des  permutations  de  m 
lettres,  avec  répétitions,  chacune  des  lettres  pouvant  être  répétée 
jusqu'à  m  fois  :  ce  nombre  est  mm. 

On  considère  une  autre  espèce  de  permutations  avec  répétitions 
dont  nous  allons  nous  occuper. 


PERMUTATIONS  AVEC  RÉPÉTITIONS 

415.  Trouver  le  nombre  N  des  permutations  de  n  lettres,  parmi  les- 
quelles se  trouvent  a  lettres  a,  /9  lettres  é,  7  lettres  c, >  lettres  l. 

Pour  effectuer  ces  permutations,  il  suffirait  de  faire  occuper  aux  n 
lettres,  n  places  consécutives  marquées  sur  une  ligne  droite,  de 
toutes  les  manières  possibles.  Il  y  a  a  lettres  a;  ces  lettres  peuvent 
occuper  a  places  d'autant  de  manières  qu'il  y  a  de  combinaisons 
de  n  lettres  «  à  a,  c'est-à-dire  CJ.  Une  fois  les  lettres  a  placées  sui- 
vant l'une  de  ces  manières,  il  reste  n  —  a  places  ;  les  lettres  b  pour- 
ront occuper  pde  ces  places  de  (£_.  manières  différentes  et  ainsi  de 
suite.  Enfin,  quand  toutes  les  lettres  autres  que  l  auront  été  placées, 
il  n'y  aura  plus  qu'une  seule  manière  de  placer  les  X  lettres  /;  le 
nombre  total  des  manières  est  donc  évidemment  (puisque  Gj  =  1) 

C*  X  C/i— «  X  Ch— «— p G* 

ou 

ni                  {n—«)\                (n  —  *  —  $)  1  \± 

«!.(n  —  «)!    01  (n  — a— /3)I    y\  (n  —  a  —  0—  7)!    \\ 

ou  en  simplifiant  : 

N=  nl 


«l  p\  7! w 

116.  Application.  —  De  combien  de  manières  peut-on  permuter 
les  21  lettres  du  mot  constitutionnellement  ? 
Réponse  ; 

ou 

N  =  142146718560000. 

Cet  exemple  et  la  démonstration  précédente  sont  empruntés  au 
Manuel  des  candidats  à  V École  polytechnique,  de  M.  E.  Catalan. 
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il 7.  Théorème.  —  Le  produit  de  n  nombres  entiers  consécutifs 
est  divisible  par  le  produit  «  !  |3! X  !  oit  «  -\-  p  + >  =  n. 

En  effet,  le  nombre  N  des  permutations  de  «  lettres  a,  /9  lettres  A... 
a  lettres  Z,  est  entier.  A  fortiori  n  I  est  divisible  par  le  produit  des 
factorielles  «  !  p  ! \\  quand  on  suppose  «  + /3  + +><n. 


COMBINAISONS  AYEC  RÉPÉTITIONS 

118-  On  nomme  combinaisons  avec  répétitions  ou  combinaisons  com- 
plètes de  m  lettres  distinctes  prises  p  kp,  tous  les  groupes  que  Ton 
peut  former  avec  p  de  ces  lettres,  chaque  lettre  pouvant  être  ré- 
pétée jusqu'à  p  fois,  mais  de  telle  sorte  que  deux  groupes  diffèrent 
par  la  nature  des  lettres  qu'ils  renferment. 

Ainsi,  avec  a  et  b  on  peut  faire  les  combinaisons  trois  à  trois  sui- 
vantes :  aaa,  aab,  abb,  bbb  que  nous  pouvons  représenter  par 
a»,  af6,  a*1,  A8. 

Nous  désignerons  par  le  symbole  Km  le  nombre  des  combinaisons 
avec  répétitions  de  m  lettres  p  à  p,  pour  le  distinguer  du  nombre  de 
combinaisons  simples  que  nous  avons  désigné  par  Cj».  Dans  ce  der- 
nier symbole,  il  faut  toujours  supposer  m  >  p  ;  il  n'en  est  plus  de 
même  pour  les  combinaisons  avec  répétitions,  comme  on  le  voit  par 
l'exemple  donné  plus  haut. 

119.  Calcul  de  Km-  —  Pour  calculer  le  nombre  de  combinai- 
sons complètes  de  m  lettres  p  à  p,  supposons  formé  le  tableau  de 
toutes  ces  combinaisons  et  comptons  de  deux  manières  différentes 
combien  il  renferme  de  lettres  d'une  nature  donnée,  par  exemple 
de  lettres  a. 

Il  est  évident  que  toutes  les  lettres  entrent  dans  ce  tableau  le 
même  nombre  de  fois,  c'est-à-dire  p.  K«  fois,  et  comme  il  y  a  m 
lettres  distinctes,  la  lettre  a  est  écrite  un  nombre  de  fois  égal  à 


m 


K- 


D'autre  part,  considérons  toutes  les  combinaisons  du  tableau, 
renfermant  a  au  moins  une  fois;  si  à  chacune  on  supprime  la 
lettre  a,  on  obtiendra  toutes  les  combinaisons  avec  répétitions  des  m 

lettres  a,  ô,  c I  prises  p  —  1  à  p  —  1,  car  si  Ton  considère  une 

combinaison  quelconque,  avec  répétitions,  des  m  lettres  p  —  \  h 
p  —  1,  et  qu'on  y  ajoute  la  lettre  a,  on  aura  bien  une  combinaison 
du  tableau  considéré,  contenant  la  lettre  a;  donc  en  supprimant 
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dans  celle-là  précisément  la  lettre  a,  on  obtiendra  la  combinaison 
pkp  considérée  ;  de  plus,  il  est  évident  qu'en  supprimant  une  fois 
la  lettre  a  dans  des  groupes  distincts  on  obtient  encore  des  groupes 
distincts;  donc  en  opérant  ainsi  on  a  bien,  chacune  une  seule  fois, 
toutes  les  combinaisons  en  nombre  égal  à  K£"\  des  m  lettres/)  —  1 
hp  — 1;  on  a  ainsi  supprimé  Kji"1  fois  a;  cette  lettre  est  encore 
contenue  dans  les  KÎT*  combinaisons  restantes,  un  nombre  de  fois 

égal,  en  vertu  du  raisonnement  fait  plus  haut,  à KJT1;  donc, 

la  lettre  a  est  écrite,  en  tout,  un  nombre  de  fois  égal  à 

En  égalant  les  deux  expressions  trouvées,  on  a  * 


c'est-à-dire 


»m  —  ~ Km      • 


On  a  donc  successivement 


K,-i  _  m  +  p-2    _ 


8  m  +  1     t 


et  de  plus  : 


d'où  Ton  tire 


K*  =  m, 


K„  _  g  [m  +  1)  (m  +  2) (m  +  p  -  1) 

m~  1.2.3 p  —Um*-i- 

Nous  pouvons  donc  énoncer  ce  théorème  : 
Ijc  nombre  des  combinaisons  complètes  de  m  lettres  pà  p,  est  égal  à 
une  fraction  dont  le  numérateur  est  le  produit  de  p  nombres  entiers 
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consécutifs  croissants  à  partir  de  m,  et  dont  te  dénominateur  est  le 
produit  des  p  premiers  entiers. 
120.  Remarque.  —  Nous  avons  trouvé  : 

Km   =  Cm-|^_i 

on  a  aussi,  par  conséquent, 

on  emploiera  celle  des  deux  formules  dans  laquelle  l'indice  supé- 
rieur est  le  plus  petit;  ce  sera  la  seconde  si  m  <p  +  1,  la  première 
si  m  >  p  +  1  ;  les  deux  formules  coïncident  si  m  =  p  -f-  1. 
La  formule  : 


(m  +  p-lHm  +  y-2) (P+1) 

montre  que 


***+*-*  —  1.  2 (m  — 1) 


m   —  IVp+i» 

Ainsi,  le  nombre  de  combinaisons  complètes  de  m  lettres  p  àp, 
est  égal  au  nombre  de  combinaisons  complètes  de  p  +  1  lettres 

m  —  1  àm-1. 

12t.  On  peut  démontrer  directement  la  formule 

Soient  m  lettres  au  a,, am  :  considérons  une  combinaison  avec  répétitions  de' 

ces  m  lettres  prises  php: 

S  °h % 

les  indices  «i,  «,, a,  étant  pris  parmi  les  m  nombres  1,  2, m  et  rangés 

par  ordre  non  décroissant.  Ajoutons  à  ces  indices  respectivement  les  nombres 
0,  1,  9, p  —  1;  nous  obtiendrons  les  résultats  suivants  : 

«ii  «1  +  li  «s  +  2,  ap  +  f>  — i. 

Ces  nombres  sont  inégaux,  car  si  l'on  considère  deux  indices  consécutifs  «4  et 
**+ 1,  on" a  P8*  hypothèse 

d'où 

de  plus,  les  mêmes  nombres  sont  évidemment  p  des  nombres 

1,  2,  m  +  p—i 

d'où  il  résulte  qu'à  chaque  combinaison  complète  do  m  lettres  données  corres- 
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pond  une  combinaison  simple  des  w  +  p-i  premiers  nombres  entiers  pris 
p  kp. 

Réciproquement,  considérons  une  combinaison  simple  des  m  -f-  p  —  1  premiers 
nombres  entiers  pris  p  à  pf  soit  : 

Pi  Pi P, 

et  supposons  ces  nombres  rangés  par  ordre  croissant.  Retranchons-en  respecti- 
vement les  nombres 

o,  1,2, p-i. 

Deux  différences  consécutives 

Ba-fA-i)    et   pfc  +  1-* 
seront  égales  si 

en  outre,  la  plus  grande  différence  sera  au  plus  égale  à  m  -f  p  —  i  —  (p  —  1), 
c'est-à-dire  au  plus  égale  à  m.  Donc,  à  toute  combinaison  simple  des  m  +  p  —  1 
premiers  entiers  pris  p  à  p,  correspond  une  combinaison  complète  de  m  lettres 

M  p 

Oj,  a»,  ...  a^  prises  p  k  p;  les  deux  nombres  K    et  C    ,        .  sont  donc  égaux. 

122.  Formation  du  tableau  des  combinaisons  com- 
plètes. —  On  peut  écrire  les  lettres  dans  Tordre  alphabétique  :  on 
obtient  facilement  le  tableau  des  combinaisons  2  à  2  des  lettres 

«.  * J, 

a*  ab  ac  ak  al 

b*  bc  bk  bl 

c*  ck  cl 


k'  kl 
P. 

Pour  passer  au  cas  dep  =  3,  on  multiplie  par  a  tous  les  produits 
précédents,  puis  par  b  tous  ceux  qui  ne  contiennent  pas  a;  par  c, 
tous  ceux  qui  ne  contiennent  ni  a,  ni  b,  et  ainsi  de  suite. 

On  passera  des  combinaisons  p  —  1  à  p  —  1  aux  combinaisons  p 
à  p,  en  multipliant  par  a  toutes  les  combinaisons  p  —  1  àjo  —  1  ; 
puis  par  b  toutes  celles  de  ces  combinaisons  qui  ne  contiennent 
pas  a;  par  c  toutes  celles  qui  ne  contiennent  ni  a  ni  b;  et  ainsi  de 
suite. 

Il  est  facile  de  vérifier  que  le  nombre  de  combinaisons  obtenu 
sera  bien  égal  à  (!£+,__, . 

123.  Application.  —  Trouver  le  nombre  des  termes  d'un  polynôme 
complet  de  degré  donné,  contenant  un  nombre  donné  de  lettres. 

Soit  d'abord  un  polynôme  homogène  de  degré  m  à  p  lettres 
x,  y,  z,  ..  n.  Un  terme  quelconque  étant  de  la  forme  kx*  yl  xr..  u* 
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avec  la  condition  «  +  P  +  7  + +  *  =  m»  il  cst  évident  que  le 

nombre  des  termes  est  égal  à  K  *. 
Ainsi  : 

As*  +  A'y1  +  AV  +  2  Byz  +  2  B  «  +  X  B'xy. 

renferme  6  termes  :  Kj  =  7^  =  6. 

Pour  passer  du  cas  d'un  polynôme  homogène  à  celui  d'un  poly- 
nôme non  homogène,  il  suffit  de  regarder  un  polynôme  quelcon- 
que de  degré  p  renfermant  m  lettres  comme  un  polynôme  de 
même  degré  homogène  avec  une  lettre  supplémentaire  ayant  la 
valeur  1  ;  ainsi 

A  x*  +  A'y*  +  A"  +  2By  +  2B*  +  Wxy 

n'est  autre  chose  que  le   polynôme  homogène  considéré  plus 
haut  dans  lequel  z  =  1.  Le  nombre  de  lettres  est  réduit  à  2,  et  le 
nombre  de  termes  est  encore  Kj. 
Si  Ton  considère  : 

Ax'+Ay+AV+2Byz  +  2B'^  +  2B^-f2Gi:  +  2C;j/  +  2C"rz+D 

4  5 
le  nombre  de  termes  sera  Kj  =  t^-z  =  10. 

Le  nombre  de  termes  d'un  polynôme  entier,  complet,  du  degré 

m  à  trois  variables  est  ^gal  à  KT;  c'est-à-dire  CL^. 
ou: 

(m  +  l)(m  +  2)(M  +  3) 
1.2.3 

Si  le  nombre  de  variables  est  égal  à  p%  le  nombre  des  termes 
égal  à  KjT+i  sera  représenté  par  CÏJ+p  ou  par  Cî,^ . 

124.  Remarque.  —  On  peut  représenter  un  polynôme  complet 
de  degré  m  kp  variables  sous  la  forme  suivante  : 

ï,  désignant  l'ensemble  homogène  des  termes  de  degré  q;  de 
sorte  que  le  nombre  des  termes  du  polynôme   est  encore  égal  à 

on  a  donc  la  formule  suivante  : 

K+i  =  K  +  K'l  + +«  +  i. 

que  l'on  démontre  aisément,  à  l'aide  des  formules  relatives  aux 
combinaisons  simples. 
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EXERCICES 

1.  On  suppose  formé  le  tableau  des  arrangements  p  —  1  à  p  —  1  de  m  lettres  dis- 
tinctes et  l'on  écrit  dans  chaque  arrangement,  à  toutes  les  places  possibles,  chacune 
des  m  —  p  + 1  lettres  non  employées.  Combien  de  fois  formera-t-on  ainsi  les  arran- 
gements pkp  des  m  lettres  données  ? 

2.  Démontrer  la  formule  : 

cl+F=cl  +  c;.cl"lc;  +  Cl+...+cî. 

3.  Si  1  on  désigne  par  C^,  L'expression  — ■ j-g ■  dans  laquelle  p 

est  un  entier  et  m  un  nombre  arbitraire,  entier  ou  nom,  positif  ou  négatif,  pouvant 
même  être  incommensurable,  vérifier  qu'on  a  encore  : 

G*  =  C«,  -  i  4-  CÎ,  -  i 
En  déduire  la  formule 

c*  +  (£  .  4 -i-  ... 4-  cn_,  +  i  +  cll_^  +  1  =  c!,  +  i 

en  convenant  que  C°m  _  p  + ,  =  1,  n  étant  un  nombre  quelconque  et/)  un  entier. 

4.  Démontrer  les  formules 

m    ,  m  ,  m  (m  +  1)  ,         ,  m  (m  -f  1)  ...(m  +  p-l)_  (m  +  1)  (m  +  «)...  (m  +  l) 
1  +  i +      i.2      +  •••-*-"" O      ~        p         -  Ï75  I     J~~ 

m      m(m  — 1)  m  (m  —  l),..(m  —  p  +  1) 

1-ï+*T2 .«  +  (-*r     ri    ... ^ 

^(m-l)(m-2)...  (m-p) 
—  ^"",r  1.2  ...      p 

(Janni.) 
p  étant  un  entier  positif  et  m  un  nombre  quelconque. 

5.  Avec  m  lettres  dont  a  sont  égales  à  a,  P  égales  à  6,  on  forme  des  arrangements 
avec  répétitions  p  à  p.  Combien  en  trouvera-t-on  contenant  h  fois  la  lettre  a,  et  k 
fois  la  lettre  6? 

Réponse  :  ^  (fmZ\l\ 

Généraliser. 

6.  Avec  m  lettres  dont  a  sont  égales  à  a,  et  P  égales  à  6,  on  forme  des  combi- 
naisons php»  Combien  en  trouvera-t-on  qui  contiennent  h  fois  la  lettre  a  et  A  fois 
la  lettre  b? 


Réponse  :  (fm 


-•-»- 


7.  On  dit  que  deux  nombres  appartenant  à  un  arrangement  forment  une  inver- 
sion quand  le  plus  grand  précède,  immédiatement  ou  non,  le  plus  petit  En  dési- 
gnant par  lm  le  nombre  total  d'inversions  présentées  par  toutes  les  permutations 
des  n  premiers  entiers,  démontrer  la  formule  : 

i.  =4p..cI. 
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8.  Trouver  de  combien  de  manières  on  peut  décomposer  un  polygone  en  triangles 
par  des  diagonales. 

En  désignant  ce  nombre  par  pa  pour  un  polygone  de  n  côtés,  on  démontrera 
d'abord  les  formula 

P.  +  i —Pm 

Pour  cela,  on  comptera  à  combien  de  décompositions  appartiennent  les  triangles 
ayant  pour  base  un  même  côté  du  polygone  et  ensuite  dans  combien  de  décompo- 
sitions figure  une  même  diagonale. 

9.  Démontrer  la  formule  : 

c.  +  i  +  G*+rc.  +  i      c*  +  rc«  +  i  + =  2        c.-* 

(D.  André.) 

10.  Démontrer  la  formule  : 

*c;+(*-i)c:-,c:+(*-2)c:-'c:+ =^*c:+ 

(H.  Laurent.) 

11.  Démontrer  la  formule  : 

£ + ».  il1.  +*  il1, + + *  (Cr; + +  s" = s* 

(Pellerin.) 

12.  Trouver  le  nombre  des  permutations  de  n  lettres  dans  lesquelles  une  lettre 
au  moins  est  à  sa  place. 

Réponse  :         "'  (*  —  5ï  +  5ï  ~ -  (-  *)"  Kl) 


CHAPITRE  VUI 

BINOME 

FORMULE   DU    BINOME 

125.  Problème.  —  Développer  suivant  les  puissances  décroissantes 
de  x,  le  produit  de  m  binômes  du  premier  degré. 

(x+a)(x  +  b) (x  +  t) 

D'après  la  règle  de  la  multiplication  des  polynômes,  on  obtien- 
dra le  produit  demandé  en  faisant  la  somme  de  tous  les  produits 
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obtenus  en  prenant  un  facteur  et  un  seul  dans  chaque  binôme.  On 
obtiendra  ainsi  un  polynôme  entier  en  x  de  degré  m. 

Le  terme  en  xm  s'obtiendra  évidemment  en  prenant  x  dans  cha- 
que binôme;  donc  son  coefficient  est  l'unité. 

On  aura  tous  les  termes  en  xm"\  en  prenant  x  dans  m — 1 
binômes  seulement,  par  conséquent  le  coefficient  de  *m-1  sera 
évidemment  égal  à  la  somme  S,  de  tous  les  termes  indépendants 
de  x  :  a,  b>  c, I. 

On  voit  de  même  quelle  coefficient  de  g"1"'  est  égal  à  la  somme 
Si  des  produits  2  à  2  ab,ac, £c, 

D'une  manière  générale,  pour  avoir  tous  les  termes  en  a?"-*  il 
faut  prendre  de  toutes  les  manières  possibles  a?  dans  m— p  binômes, 
donc  le  coefficient  de  xm~*  est  égal  à  la  somme  S,  de  tous  les 
produits  p  à  p  des  termes  indépendants  de  x.  Enfin  le  dernier 

terme  du  produit  est  égal  à  abc i  que  nous  représenterons  par 

Sm.  On  a  donc. 

(x+a)(x+b) (*  +  0  =  a^+S1a?m-1-fS,;rm--,+ 

+  S,.«— *+ +Sm_i.*+Sw.  (1) 

126.  Si  dans  la  formule  précédente  on  change  a,  ô,  I  en 

—  a,  —  4, —  /,  il  est  clair  que  la  somme  des  produits  p  à  p  des 

nombres  —  a,  —  ô, —  /  est  égale  à  ( — \y  Sp,  de  sorte  que  : 

{x—a)(x—b)...{x—l)=xm—Six^l  +  Six*-*--.. .  + (— l/S,*1*-* 
+ +(-l)wSm.  (2) 

127.  Développement  de  {x  +  a)m  suivant  les  puissances 

décroissantes  de  x.—  Supposons  a  =  b  =c=  ...  =  / ;  le  pre- 
mier membre  de  la  formule  (1)  devient  (x  -f-  à) w;  dans  le  second 
membre,  la  somme  S,  devient  évidemment  égale  à  ma,  m  dési 
gnant  le  nombre  des  lettres  a,  6, I;  S,  devient  égale  à  a*  mul- 
tiplié par  le  nombre  des  produits  2  à  2,  c'est-à-dire  par  le  nombre 
de  combinaisons  de  m  lettres  2  à  2,  de  sorte  que  S,  =  CÏ,  a';  en 
général,  la  somme  Sp devient  égale  à  a?  multiplié  par  le  nombre  des 
produits  p  à  pt  c'est-à-dire  par  C£,.  On  a  donc  : 

(x+a)m=xm+Cma.x^i+&a*x^+...  +  (%ntf 

Telle  est  la  formule  du  binôme  que  l'on  écrit  souvent  encore 
ainsi  : 

(x  +  a)w=«m  +  w*t  axm~l  -f-  m1a*rrw,-a-f-...  -\-mpO? xm~* -\-  ...  +  am. 

B.  XWWKXGUmMI.  ALOKBM. 
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Ed  remplaçant  les  symboles  Cpm  ou  m,  par  leurs  valeurs,  on 
obtient  : 

(x+a)«=af'+m.a^-'+^^)a'^+TO(,7^~2)«'^ 

+ +î"(fft~11)2:(:7+i)^^+ +«"  W 

128.  Terme  général.  —  Nous  appellerons  terme  général,  celui 
qui  a  un  nombre  arbitraire  p  de  termes  avant  lui,  c'est  le  terme  de 
rang  p+1.  En  désignant  ce  terme  par  TV,  le  premier  terme  seraT0; 
on  a  : 

m! 
p\  (m  — p)! 


TP  =  (&  a?  **-*  =  zrmr  —y  <*-  x"~p- 


129.  Règle  pour  passer  d'un  terme  au  suivant.  —  On  a  : 

1,-U.    a      *"  L2 p.  (p  +  1)  ^ 


d'où: 


'T  p  +  1    ar 


Pour  passer  d'un  terme  déjà  calculé  au  suivant,  on  multiplie  le 
coefficient  du  dernier  terme  obtenu  par  l'exposant  de  x  dans  ce 
terme  et  on  le  divise  par  l'exposant  de  a  augmenté  de  1,  puis 
ensuite  on  diminue  d'une  unité  l'exposant  de  x  et  on  augmente 
d'autant  celui  de  a. 

On  peut  encore  remarquer  que  le  nombre  total  des  termes  est 
m  +  1;  P  +  *  étant  le  nombre  des  termes  connus,  il  en  reste  m  — p 
à  calculer;  donc  connaissant  le  coefficient  de  T,,  on  aura  le  coeffi- 
cient suivant  en  multipliant  le  dernier  coefficient  calculé  par  le 
nombre  des  termes  inconnus  et  on  le  divisera  par  le  nombre  des 
termes  calculés. 

130.  Développement  de  (x  —  a)m.  —  On  a  de  la  même  manière  : 

(x  —  a)m  =  sf*  —  m  a  a?1-1  -j j   0      a* a*-1 -}""•••• 

,    .       ..    m(m  —  1) (m  —  p  +  1)  ,    , 

+  ( -  1)'  — i.2,.,„p  * *"^ +  (-  *)"  «" 

131.  Exemples  : 

(a?  +  a)9  =  s8  +  5  ax*  +  10  a»  a?8  +  10a8 x*  +  5a4 a?  +  a* 

(x  —  a)6  =  a?8  —  6  ci8  +  15 a2  x4  —  20  a8*8  +  15 a8*8  —  6a4 a:  +  a6 

(x  -  a)'  =arT— 7aar8+21a*a*—  35  a8*4 +  35  a4  s8— 21a5a?8+7a4a?— a7. 
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132.  Théorème.  —  Les  coefficients  des  termes  à  égale  distance 
des  extrêmes  dans  le  développement  de  (x  -f-  a)m,  sont  égaux  : 

En  effet,  le  coefficient  de  T,,  est  Gpm;  le  terme  correspondant  est 
Tw-p,  car  T,  ayant  p  termes  avant  lui,  celui  qui  en  ap  après  lui,  en 
a  m — p  avant;  le  coefficient  de  Tm_j,  est  CZ"P  et  Ton  sait  que 

CL  =  (£"*• 

On  peut  établir  la  proposition  directement;  en  effet,  si  dans  la 
formule  : 

v*-{-a)m=  ^m-\-mlasemrA-\-mtat *m-"  +  ...  +mpa*,a?,n-*-f- ...  +  am, 

on  permute  x  et  a,  on  obtient  : 

(a-j-a?)m  =  am  +  ro,  a"1"'*  +  mtamF"txf  +  ...  +  *"*  aW*~*  ^  +  •••  +#*S 

les  premiers  membres  étant  égaux  quel  que  soit  x,  il  en  est  de 
même  des  seconds;  dans  la  première  formule  le  coefficient  de  x*>  est 
ot^û"1"'.  Dans  la  seconde  formule,  ce  coefficient  est  mp  am~v; 
donc  m,  =  m^^on  en  conclut  C«  =  C£~~P;  comme  nous  le  savions 
déjà. 

On  verra  facilement  que  dans  le  développement  de  {x  —  a)m,  les 
coefficients  des  termes  à  égale  distance  des  extrêmes  sont  égaux 
si  m  est  pair,  égaux  et  de  signes  contraires  quand  m  est  impair. 

133.  Problème.  —  Trouver  le  plus  grand  coefficient  du  dévelop- 
pement de  (x  -f-  a)m. 

Nous  avons  vu  que  l'on  passe  du  coefficient  de  Tp  à  celui  de  Tp-n, 

en  multipliant  le  premier  par  — — p  Donc  les  coefficients,  à  partir 
du  premier,  iront  en  croissant  tant  que  Ton  n'aura  pas 

p  +  i<l> 
c'est-à-dire 

^  m  —  1 

Distinguons  deux  cas:  1°  m=2p.Le  nombre  des  termes  du  déve- 
loppement est  égal  à  2p  -f  1  ;  — - —  =  f*  —  -;  l'égalité  m~"T  =  * 

est  impossible,  les  termes  commenceront  à  décroître  dès  que  p 
aura  atteint  la  valeur  p.  Donc,  deux  termes  consécutifs  n'auront 
jamais  le  même  coefficient;  les  coefficients  vont  en  augmentant 
jusqu'à  celui  du  terme  TF  qui  est  le  terme  du  milieu,  puis  les  termes 
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reprennent  les  mêmes  valeurs.  Le  plus  grand  coefficient  est  dans 

m 

ce  cas,  égal  à  (£  ou 

»(•-!) (J+t) 

1.1 = 

2»  m  =  2  [i  +  1  ;  le  nombre  des  termes  est  pair  et  égal  à  2  p  +  2 

— - —  =  a  ;  si  o  =  a  on  a  — r-f-  =  1.  Cette  fraction  est  supé- 
2  p  + 1 

rieure  à  1  tant  que/)  est  inférieur  à  p;  et  inférieure  à  1  si  />  sur- 
passe /*;  donc  les  coefficients  iront  en  croissant  depuis  le  premier 
terme,  jusqu'au  terme  de  rang  f*  +  1,  les  termes  suivants  repren- 
dront les  mêmes  valeurs  en  ordre  inverse.  Les  deux  coeffi- 
cients égaux,  ayant  la  plus  grande  valeur  absolue   sont  égaux 

m— 1 

à  Cwf  ,  c'est-à-dire  à  : 

-»-«> m 

» (^) 

On  peut  obtenir  les  résultats  précédents  plus  facilement,  en 
remarquant  que  les  coefficients  iront  en  augmentant  tant  que  m— -p 
sera  supérieur  à  p  + 1,  c'est-à-dire  tant  que  le  nombre  des  termes 
restant  à  calculer  sera  plus  grand  que  le  nombre  des  termes  déjà 
calculés. 

134.  Somme  des  coefficients  du  binôme.  —  Si  dans  la 
formule  (3)  on  fait  x  =  a  =  1,  on  trouve  : 

2"=rl  +  ml+m,+  .....  +  mm, 

si  Ton  fait  x  =  1,  a=  —  1,  on  obtient  : 

0  =  1  —  m,  +  m,  —  m, +(—  l)"!»*. 

Si  Ton  désigne  paru  la  somme  des  coefficients  de  rangs  impairs, 
c'est-à-dire  : 

u=l+mt  +  rn4  + 

et  par  v  celle  des  coefficients  de  rangs  pairs,  soit  : 
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on  a  : 

u  =  v  =  2P-\ 
Si  l'on  pose  : 

.  «  =  cL  +  ci  +  (4  + 

P   =   Cm  +  Cm  +  Cm  -f- 

on  a  : 

j3    =    t*  1,     «  =  V, 

donc 

a  =  2w-f,  /3  =  2',|-1  —  1. 

Donc,  la  somme  des  nombres  de  combinaisons  de  m  lettres  prises  . 
en  nombre  impair  surpasse  d'une  irité  la  somme  des  nombres  de 
combinaisons  des  mêmes  lettres  prises  en  nombre  pair. 

135.  Exercice.  —  Trouver  la  somme  des  carrés  des  coefficients  du 
binôme. 

Écrivons: 

(x+l)"==*"  +  C)nx»-*+tiL*"-*  + +&*»>-*+ +  <£. 

on  a  aussi 

(ar+l)«=l+Cmar+Cm^+.....  +  Cm^  + +Ow- 

Si  Ton  multiple  membre  à  membre,  on  obtient  le  développe- 
ment de  (a?-j-l)*m.  Le  coefficient  de  a^estCL;  d'autre  part  il  est 
évidemment  égal  à  : 

i+(cio'+((t)a+ +{<sr 

donc  la  formule  demandée  est  égale  à  CE,,  c'est-à-dire  à  : 

2m.  (2m— 1) (m+1) 

1.2  m 

Remarque.  —  Cette  fraction  peut  se  mettre  sous  une  autre 
forme  qu'il  est  utile  de  connaître.  On  peut  en  effet  récrire  ainsi  : 

2ml      .  1.3.» (2m-l)2.4.6 2m 

m\ml~~  ~       1.2 ml.2 m 

ou  bien 

1-38 (ïm-^)xï- 


ou  enfin 


1.2 m 

2.6.10 (4m— 2) 

1.2.3 m. 
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136.  Trouver  le  développement  de  (a?  +  a)w+i  en  suppo- 
sait connu  celui  de  {x  +  a)m.  —  Soit  : 

(x+\)m=xm+kixm-i+AtXm-t+...  +  kp-i&l-'+i+krir-'+...+\. 

Si  Ton  multiplie  les  deux  membres  par  a?+l,  on  aura: 

(s+l^+^a^+'+A,  I  xw+À,  I  *—*+... +k,  I  *-***+.. .+1 1 * 

+1.|      +AJ  +A^,|  +Am-,|   +1 

Si  Ton  pose  : 

(ar  +  l)"+1=x,"  +  1  +  B1xm-|-B1a^-i+ +Bpxm+l~'  + +  1, 

on  aura  : 

Bp  =  A»  +  ^f-i 

cette  relation  n'est  pas  autre  chose  que  la  relation  établie  au 
numéro  111,  savoir  : 

Cm+i  =  Cin-j-  Cm 

On  pourrait  ainsi  vérifier  que  la  formule  du  binôme,  admise 
jusqu'à  une  valeur  déterminée  de  l'exposant,  est  vraie  quand  on 
augmente  l'exposant  de  1,  et  par  suite  est  générale. 


TRIANGLE  ARITHMÉTIQUE  DE   PASCAL 

137.  —  On  donne  le  nom  de  triangle  arithmétique  de  Pascal,  au 
tableau  formé  de  la  manière  suivante . 


1 

1 

1 

2    1 

1 

3    3    1 

1 

4    6    4    1 

1 

b  10  10    S    1 

1 

6  15  20  15    6  1 

1 

7  21  35  35  21  7 

•    ••••••••••■ 

Sur  une  première  ligne  on  écrit  1,1;  puis  au-dessous,  sur  une 
seconde  ligne  1,  2,1,  etc..  chaque  nombre  d'une  ligne  quelconque 
étant  égal  au  nombre  placé  au-dessus  de  lui,  dans  la  ligne  précé- 
dente, augmenté  du  nombre  qui  précède  celui-ci  dans  la  même 
ligne;  ainsi  les  nombres  du  tableau  étant  disposés  à  la  fois  sur  deux 
séries  de  lignes,  les  unes  dans  le  sens  de  récriture  et  que  nous 
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nommerons  les  lignes,  les  autres  perpendiculaires  aux  premières 
et  que  nous  nommerons  les  colonnes,  nous  aurons  d'abord  une 
colonne  formée  par  des  unités  et  que  Ton  peut  laisser  à  part  ;  les 

colonnes  suivantes  seront  désignées  par  les  numéros  1,  2,  3, 

et  nous  représenterons  par  F*  le  mèmt  nombre  de  la  colonne  de 
rang  p,  ou  comme  on  dit  le  mftm*  nombre  figuré  du  pèma  ordre.  La 
loi  de  formation  du  tableau  est  contenue  dans  la  formule  de 
récurrence  : 

ft=Fi.1  +  «."1  (1) 

Les  nombres  du  premier  ordre  sont  les  nombres  naturels,  ceux 
du  second  ordre  se  nomment  triangulaires,  ceux  du  troisième, 
pyramidaux,  etc. 

De  la  formule  (1)  on  déduit  aisément  : 

Fi  =  Fi"1  +  Fi-î  + +Frl+FT1.         '(2) 

Considérons  par  exemple  le  nombre  FÎ  =  35. 
On  a: 

35  =  20  +  15 

20  =  10  +  10 

10=   4+   6 
4=    1+    3 

d'où: 

35  =  15  +  10  +  6+3  +  1. 

Les  nombres  situés  dans  la  même  ligne  sont  les  nombres  de 
combinaisons  de  m  lettres  1  à  1 ,  2  à 2, m  km. 

En  effet  cela  est  évident  pour  les  premières  lignes  ;  si  on  l'admet 
pour  la  mèm%  cela  sera  vrai  par  la  [m  +  l)*"-.  Car  si  le  pen,a  nom- 
bre de  la  même  ligne  est  Cj,,  le  (p  —  1)**°  nombre  de  la  même 
ligne  est  C«~ !  ;  leur  somme  GÏ,  +  C£~  *  qui  est  égale  à  Cj,  + ,  est, 
d'après  la  loi  de  formation  du  tableau  égale  au  p*"-  nombre  de  la 
(m  +  l)*""  ligne  ;  donc  la  proposition  est  établie. 

138.  Théorème.  —  Le  mèma  nombre  figuré  du  p€ma  ordre  est 
égal  au  nombre  des  combinaisons  complètes  de  m  lettres  p  à  p; 
c'est-à-dire  : 

F»  =  Rm- 

En  effet,  le  premier  terme  de  la  colonne  de  rang  p  est  dans  la 
p'mg  ligne,  le  second  dans  la  (p  +  l)ê,M  ligne  et  ainsi  de  suite...  le 
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mème  sera  dan8  la  (p  +  fw  —  l)è,M  ligne  ;  donc  on  a  bien  : 
On  peut  écrire  ainsi  la  formule  (2)  : 

Ki=Krl  +«-■  + +cr* 

139.  Applications.  —  1".  Le  triangle  de  Pascal  donne  le  déve- 
loppement de  (x  +  a)m.  En  effet,  les  coefficients  de  (x  +  a)1  par 
exemple,  sont  bien  les  nombres  de  la  seconde  ligne  ;  supposons 
qu'il  en  soit  ainsi  jusqu'à  la  mèmft;  on  passe  des  nombres  de  la  mfclM 
ligne  à  ceux  de  la  (m +1)*""  précisément  par  la.  même  règle  qui 
permet  de  passer  du  développement  de  {x  +  a)1*1  à  celui  de 
(x  -f-  a)w+'  ;  donc  les  nombres  de  la  (m  +  l)àB,#  ligne  sont  bien  les 
coefficients  du  développement  de  [x  +  a)m+1. 

2É.  Sommation  des  faetorielles.  —  On  a  : 

__mim+\) (m+p—l) 

*w~  1 2 p 

d'autre  part  : 

pî+f;+ +f2=f:+i 

donc: 

J»(»+d (n+P-D=OT(TO+i;;-1(m+p) 

Exemples  : 

1.2+2.3  +  3.4+ +n(n  +  l)  =  W(W  +  1^w  +  ^ 

1.2.3+2.3.4  +  3.4.S+...+n(n+l)(n+2)  =  n(w+<)(W+2)(w+3). 

4 

Ces  formules  se  déduisent  immédiatement,  comme  on  le  voit,  du 
triangle  de  Pascal  ou,  ce  qui  revient  au  même,  des  formules  des 
combinaisons  complètes. 

On  peut  les  établir  directement. 

D'une  manière  plus  générale,  soit  la  progression  arithmétique  : 

a,  *,  c  d,....;,  *,  /, 
de  raison  r,  et  soit  à  calculer,  par  exemple,  la  somme  : 
abc+bcd+ +jkl. 
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En  posant  : 

a  —  r=  a'  et  /  +  r=  f, 

on  a  : 

abcd —  a! abc  =  abc  (d — a)  =  abc. 

de  même 

bcde  —  abcd  =  bcd(e  —  a)  =  bcd.  kr 


jkll'  —  ijkl  =  jkl{f  —  i)=jkLir. 

Ajoutant  membre  à  membre  et  simplifiant,  on  trouve  ; 

jkll'  —  a'aôc  =  4rS 

S  étant  la  somme  demandée. 
On  calculerait  d'une  façon  analogue  : 


1,1.  1 

H~7T7» 


abc      bcd  *   J*f 

1         11 

en  considérant  les  différences  telles  que  -7-r)î -, 

^     ab      bc  bc      cd 

Remarque.  — Le  triangle  de  Pascal  peut  être  généralisé  de  plu- 
sieurs manières.  (Voir  les  Questions  d'algèbre  de  M.  Desboves.) 

EXERCICES 

1.  Trouver  le  terme  du  développement  de  (x  4-  a)m  qui  a  la  plus  grande  valeur 
absolue. 

2.  On  désigne  par[a,  f]n  le  produit  a  (a  +  r)  (a  -f  2r) (û  +  n-ir). 

Démontrer  la  formule  suivante,  dite  binôme  de  Vandermonde  ou  binôme  des 

factorielles. 

[a  +  ^r]w==[a,r]M  +  Ci[«,r]m_J^r]|  +  cîl[a,r]m-J[^r]s+ +  [à,>]m 

3.  Résoudre  l'équation 


x"  —naxn     *—  ■    i  2 


—  — r"3 —  «  «■       — —  tf1  — o. 

4.  Vérifier  l'identité 

n(n  — 5)  (n  — 4)  M     . 
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5.  Trouver  les  coefficients  du  polynôme 

f(x)  =  (i  +  ax)  (i  +  a*x)(l  +  a'*) (l  +  «m*), 

et,  en  faisant  tendre  a  vers  1,  retrouver  la  formule  du  binôme. 

On  cherchera  une  relation  entre  f(x)  et  f  [ax)t  d'où  Ton  tirera  une  relation 
entre  les  coefficients  kP  et  Àp- 1- 

6.  Chercher  ri  l'expression 

«==  (^-y)  «m  +  («-*)ym  -(a -y)  *n 

(*-y)(<x-*)(<i-y) 

/enrf  vers  une  limite  déterminée  quand  xely  tendent  vers  a. 

Réponse.  —  On  pose  *  —  a  =  À  y  —  a  =  /A  et  Ton  fait  tendre  h  vers  o,  et  t  vers 
une  limite  quelconque.  On  trouve 

limu=      —       a 

(Question  posée  par  M.  E.  Rouché  aux  examens  d'admission  à  l'École  polytech- 
nique). 


CHAPITRE  IX 
APPLICATIONS  DE  LA  FORMULE  DU  BINOME 

140.  Sommation  des  puissances  semblables  des  termes 
d'une  progression  arithmétique.  —  Soient  : 

a,  à,  c  i, 

n  termes  consécutifs  d'une  progression  arithmétique  dont  la  raison 
est  égal  à  r  et  désignons  par  Sp  la  somme  des  puissances  phmM  des 
termes  de  cette  progression,  p  désignant  un  entier. 
Si  dans  l'identité 

(x  +  r)"H-i  =  a?M+,  +  Cil+1  xm  r  +  C!Lm  *w~i  **+  —  +CÎL+i*r",+rw+1 

on  remplace  x  successivement  par  a,  6,  c /,  on  aura  : 

(a+*f+"  =  a«+,+  (t+i^r+C^  a*-'  r»  + +  CL+t  a  r- +  !-+■ 

(«+r)'»+ï  =  i«+'  +  Cil+i^r+C!L+,^-",tJ  + +  dl+l6f-  +  fH 

(/  +  r)"*  =*■*  +  (£,,.,  f-r  +  Ci+i  /*-■!*  + +  (£+,  /i-  +  i-Hf 
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ajoutons  membre  à  membre  ;  et,  en  ayant  soin  de  remarquer  que 
Ton  a  : 

a  +  r=A,  b  +  r  =  c9 A  +  r=/, 

supprimons  les  termes  communs  aux  deux  membres,  il  vient  : 
(/+r}«+*=a-H-'+CLfiSmr+Cil+lSw.1ra  + +  (tHSir'»+S,r'"+1 

Nous  avons  écrit  S„  au  lieu  de  n,  S*  désignant  a0  +  b*  + +  /°, 

c'est-à-dire  précisément  n. 

La  formule  précédente  permet  de  calculer  S*  si  l'on  suppose 
connues  les  sommes  précédentes  :  S„  St, Sm_i. 

On  peut  écrire  symboliquement  cette  formule  de  la  manière  sui- 
vante : 

(S  +  ry«+*)  -  S.h.1  =  (l  +  r)**«  —  a"*',  (1) 

en  représentant  par  (S  +  rf***)  ce  que  devient  le  développement 
de  (S4-r)"H-f  lorsqu'on  y  remplace  chaque  puissance  de  S  telle  que 
S*  par  S„  en  ayant  soin  d'écrire  t***1  S©  pour  le  dernier  terme. 
Par  exemple  : 

(S  +  r)i»>  =  S8  +  3Ssr  +  3SIr»  +  S©ri. 

141.  Application  à  la  suite  naturelle  des  nombres  en- 
tiers. —  Si  dans  la  formule  (1),  on  suppose  a  =  l,r=lfi  =  fi, 
on  aura  : 

(S  + 1)<*+«>  -  Sw+1  =  (n  + 1)«+«  -  1, 
ou 

(m+1)Sm+!îîi^sB_,+...,.+^sl+«=(»+i)^-i 

ou  encore  : 

(w+i,[(.+^_l]=-±is.+S±1.5aM  +...+î±U  (2) 

Cette  formule  permet  de  calculer  la  somme  des  puissances  m*  des 
n  premiers  entiers,  quand  on  connaît  les  sommes  des  puissances 

m —  1,  m  —  2, des  mêmes  nombres.  Elle  est  très  commode 

tant  que  m  ne  dépasse  pas  4.  Nous  indiquons  en  exercice,  à  la  fin 
du  chapitre,  d'autres  méthodes  plus  rapides.  Actuellement,  nous 
appliquerons  la  formule  (2)  aux  cas  de  m  =  1,  2,  3. 
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1*  Somme  de  la  suite  naturelle  des  nombres  entiers. 

Soit  à  calculer  la  somme  1  +  2+3+ +  n,  ou  S,.  On  a: 

(S  +  l)«  -  S,=  2  S,  +  n  =  (n  +  1)» -1, 

d'où; 

_(n  +  l)'-(n+l)_n(n+i) 
S.  -  ^  ~~  2 

2»  Somme  des  carrés.  —  De  même  : 

(S  +  l)m-S,  =  3S,  +  3S1  +  n  =  (n  +  l)*-1, 

ce  qui  donne  : 

3Sf  =  («  +  l)«-(«  +  l)-3Îii^li)=(»+l)[(«  +  l),-l--^] 

ou 

0_n(n  +  l)(2n  +  i) 
b«- 6 • 

3°  Somme  des  cubes.  —  On  part  de  l'identité  : 

(S  +  l)M_S«=(n  +  l)«-l, 
ou 

4S»  +  6S1  +  4S,+n  =  (»  +  l)«-l, 

en  remplaçant  S,  et  S,  par  leurs  valeurs  déjà  calculées,  on  obtient  : 

4S,  =  (n  +  l)«-(n  +  1)-n(n  +  l)(2n  +  l)  —  2n(n  +  l) 
=  (n  +  l)  [(n  +  1/— 1  — n(2n  +  l)  — 2n] 
=  (»+l)  [(n+l)»-(2n+l)(n+l)]=(n+i)»[(n+l)»-(2n+l)J, 

d'où: 


s^pLiLti!]'^,. 


Remarque.  —  Au  lieu  d'employer  la  formule  générale  relative  à 
une  progression  arithmétique  quelconque,  on  peut  procéder  direc- 
tement. A  cet  effet,  pour  trouver  S,  par  exemple,  nous  considérons 
l'identité  : 

(*  +  1)*  =  x*  +  4  x*  +  6  x*  +  4  x  +  1, 

qui  donne  successivement  par  x  =  1,  2, n 

2«  =  V  +  4. 1*  +  6.  V  +  4.  1  +  i 
3*  =  2«  +  4.  2»  +  6.  2*  +  4.  2  +  \ 

(n  +  \)*  =  n4  +  4.  n»+  6.  n1  +  4.  n  + 1 
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ajoutant  et  simplifiant  ; 

(n+1)«==1  +  4S8  +  6Si  +  4S, +1, 

c'est  la  formule  déjà  trouvée. 

Vérification.  —  Il  est  très  facile  de  vérifier  le  résultat  trouvé 
pour  S8.  En  effet,  on  a  : 

(1  +  2  + +,)»_(!+*+ +p_t)i  =  ^l 

en  remplaçant  dans  cette  identité  p  successivement  par  1, 2,3, ...  n, 
ajoutant  et  réduisant  on  retrouve  bien  : 

(1  +  2  + +  n)*  =  l8  +  28  + +  n8. 

142.  Antre  méthode.  —  Soit,  par  exemple,  le  polynôme 

/■(*)  =  A  x*  +  B  x*  +  C  x  +  D, 

A,  B,  G,  D  étant  des  nombres  donnés,  on  se  propose  de  calculer  la  somme 

S  =  />(!)  +  / (2)+ +  /(»). 

Pour  cela,  remarquons  que  Ton  peut  identifier  f  (x)  avec  un  polynôme  du  même 
degré  de  la  forme 

*x(x  +  i)(x  +  2)  +  flx(x+i)  +  lx  +  J, 

ou 

«*»+(P+3a)a?«  +  (1f  +  B  +  2«)a:  +  ^ 

U  suffit  de  poser 

«  =  A 

P=B-3À 

7  =  C-B  +6A 

*=D. 

On  aura  ensuite  : 

Z  „  j.  n  (n  +  * ]  {n  +  a)  (n  +  3)  '  1  p  -  (H  +  i}  ("  +  S)  +  7  W(n  +  A)  |  J. 

On  déduit  aisément  de  S,  les  sommes  8f,  S»,  S,. 
On  peut  calculer  8,  plus  aisément  en  écrivant 

X  (X  +  1)  =  X1  +  X. 

Ce  qui  donne  immédiatement  en  faisant  la  somme  des  valeurs  que  prenne  ai  les 
deux  membres  quand  on  remplace  x  par  i,,2, n, 

»("  +  *>  (»  +  »>=S,  +  8„  etc. 

8 

De  même 

(*  — 1)  *(«  +  !)  =  *»  —  x, 
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donc: 

(n-1)  *(»  +  *)(*  +  «) 

; =»3  — S|t 

OU 

m      0  _n(n  +  i)rA   ,    frMjNjl,  njn  +  i)     n* +n  _ 

S*— — 2 —  L       » J       _ ~  '  "T--(bt)- 


SOMMATION  DES  PILES  DE  BOULETS 

143.  Projectiles  cyllndro-conlques.  —  On  dispose  sur  un 
terrain  horizontal  une  première  file  de  boulets  identiques,  de 
manière  que  deux  boulets  consécutifs  se  touchent  le  long  d'une 
arête  commune  de  la  partie  cylindrique  ;  soit  n  le  nombre  de  ces  bou- 
lets ;  par-dessus,  on  dispose  une  deuxième  file  de  telle  sorte  qu'un 
boulet  repose  sur  deux  boulets  consécutifs  de  la  première  pile  ;  on 
a  ainsi  une  seconde  file  contenant  n  —  1  boulets  et  ainsi  de  suite 

jusqu'à  une  file  formée  de  deux  boulets  sur  lesquels  repose  un 

ti  (n    I    A  \ 

dernier  boulet,  en  tout     -  7"     boulets  ;  on  peut  disposer,  les 
uns  contre  les  autres  un  nombre  quelconque  p  de  groupés  sem- 

v»  (*»    -I     A  \ 

blables;  le  nombre  total  des  boulets  sera  égal  à     -  J*   'p. 

Si  les  tranches  supérieures,  au  lieu  de  se  réduire  à  un  seul  bou- 
let, sont  formées  de  ri  boulets,  le  nombre  total  de  boulets  sera 
évidemment  égal  à  la  différence  : 

\  [»(*  +  *)-«'  (*'-!)]■ 

Projectiles  sphérlqaes.  —  Considérons  des  boulets  ayant  la 
forme  de  sphères  de  même  rayon  ;  on  peut  faire  avec  ces  boulets 
des  piles  de  plusieurs  formes;  nous  examinerons  les  principales. 

144.  Pile  triangulaire.  —  On  dispose  sur  un  terrain 
horizontal  une  première  file  de  n  boulets  de  sorte  que  deux  bou- 
lets consécutifs  se  touchent;  les  centres  des  boulets  seront  en 
ligne  droite.  À  côté  de  cette  première  file,  on  en  dispose  une 
deuxième  formée  de  la  même  manière  et  contenant  n  —  1  boulets, 
de  sorte  que  chaque  boulet  de  cette  deuxième  file  soit  tangent  à 
deux  boulets  de  la  première;  puis,  de  la  même  façon,  on  dispose 
une  troisième  file  touchant  la  seconde  et  contenant  n  —  2  boulets, 
et  ainsi  de  suite  jusqu'à  1  boulet.  On  obtient  ainsi  une  première 
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assise  de  boulets  rappelant  la  forme  d'un  triangle  équilatéral  et 
renfermant  : 

1  +  2  +  3  + +  n  =  n  (W2+  j)  boulets. 

Sur  cette  première  assise  on  en  dispose  une  deuxième  également 
de  forme  triangulaire,  mais  ayant  un  boulet  de  moins  sur  chaque 
côté;  chaque  boulet  de  cette  seconde  assise  touche  trois  boulets 
de  la  première,  sur  lesquels  ils  reposent.  On  dispose  une  troisième 
assise  s'appuyant  sur  la  deuxième,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on 
arrive  à  n'avoir  à  placer  qu'un  seul  boulet  qui  reposera  sur  les  trois 
boulets  de  la  (n — 1)*  assise.  Le  nombre  de  boulets  contenus  dans  la 

première  assise  est  égal  à         T — -  on  a  donc,  pour  trouver  le 

nombre  de  boulets  contenus  dans  la  pile,  à  faire  la  somme  des 
nombres  qu'on  obtient  en  donnant  kp  successivement  les  valeurs 
t*  ?i  3, n,  somme  que  nous  représenterons  par  : 

Nous  connaissons  déjà  cette  somme,  elle  est  égale  à  : 

n(n  +  l)(w  +  2)=K> 
6 

On  peut  encore  l'obtenir  en  remarquant  que  : 

en  désignant  par  Sï  la  somme  des  carrés  des  n  premiers  entiers  et 
par  S"  la  somme  de  ces  mêmes  nombres. 

Tronc  de  pile  triangulaire.  —  Si  la  tranche  supérieure  contient  n' 
boulets  au  côté,  la  pile  est  la  différence  de  deux  piles  triangulaires 
ayant  n  et  n'  —  i  boulets  au  côté;  le  nombre  de  boulets  est  donc 
alors  : 

n(n  +  l)(n+l)      (n' -!)»>'+ 1) 
6  .6 

**5.  Problème.  —  Reconnaître  si  un  nombre  donné  de  boulets 
sphériqutj  peut  être  disposé  en  pile  triangulaire. 

Soit  «  le  nombre  donné.  Il  s'agit  de  trouver  une  solution  entière 
dc  •'équation 

a?(ar  +  l)(a?  +  2)  =  6a 
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or  x  (x  +  1)  (*  +  2)  est  compris  entre  s3  et  (x  + 1)3;  on  doit  donc 
avoir  : 

*•  <  6a  <  [x  +  1)* 

donc  x  doit  être  la  racine  cubique  de  6a  à  une  unité  près. 

Soit  n  cette  racine  ;  on  vérifiera  si  le  produit  n  (n  + 1)  (»»  +2)  est 
égal  à  6a.  S'il  en  est  ainsi  le  problème  est  possible  et  il  faut  mettre 
n  boulets  au  côté  de  la  base;  dans  le  cas  contraire,  le  problème 
est  impossible. 

146.  Pile  rectangulaire.  —  On  dispose  Tune  à  côté  des  autres 
n  files  composées  chacune  de  n  +  p  de  boulets,  de  manière  à 
figurer  un  rectangle  dont  les  côtés  contiennent  n  et  n  +p  boulets. 
Au-dessus,  on  dispose  un  deuxième  rectangle  dont  les  côtés  ont 
n  —  1  et  n  —  \  +  p  boulets  qui  reposent  chacun  sur  quatre  bou- 
lets du  premier  rectangle;  on  continue  de  la  sorte  jusqu'à  ce  qu'on 
arrive  à  une  pile  de/?  + 1  boulets,  que  Ton  peut  considérer  comme 
un  rectangle  dont  un  côté  ne  contiendrait  qu'un  boulet,  le  second 
côté  en  contenant  p+1.  Le  nombre -de  boulets  contenus  dans 
celte  pile  est  égal  à  la  somme  : 

!(!+/>) +  2(2  +  J>)  +  3(3+/>)+ +n(n+p) 

c'est-à-dire,  à  : 

!•  +  *  +  *  + +nt  +  ;}(i+2+3+ +  n) 

somme  qui  a  pour  valeur  : 

n(n+l)(2n  +  1)         n(n  +  i)  _n(n  +  1)  (2n  +  i  +  3p) 
6  'rp       2       ~~  6 

Si  l'on  pose  p  =  ri  —  n,nr  désigne  le  nombre  de  boulets  du 
plus  grand  côté  de  la  base,  et  le  nombre  de  boulets  contenus  dans 
la  pile  est  égal  à  : 

n(n  +  l)(3n— n  +  1). 
6 

147.  Plie  carrée.  —  Si  n'  =  n,  la  pile  rectangulaire  devient 
une  pile  carrée;  le  nombre  de  boulets  est  alors  : 

n(n+l)(2n+l) 
6 

D'ailleurs  chaque  tranche  est  un  carré;  le  nombre  de  boulets 
est  donc  égal  à  la  somme  des  carrés  des  n  premiers  membres. 
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DÉVELOPPEMENT  DE  LA  PUISSANCE  m*  D'UNE  SOMME 

148.  Nous  nous  proposons  de  développer 

(a+b+c+ +  /)-, 

suivant  les  puissances  des  lettres  a,  à, /. 

lre  Méthode.  —  Le  terme  général  de  développement  sera 
évidemment  de  la  forme 

karbur h*lu 

avec  la  condition 

P +  9 +  *  +  -•'—  +t+u  =  m; 

il  s'agit  de  calculer  A  quand  on  connaît  p,  q,  r, ...  u. 

Posons 

à  +  c+ +/  =  *; 

on  aura  : 

{a  +  b  +  c  + +  0m  =  («  +  *)m- 

Par  conséquent,  l'ensemble  des  termes  contenant  en  facteur  a?, 
T  étant  un  nombre  positif  au  plus  égal  à  m,  est  égal,  en  vertu  de  la 
formule  du  binôme,  à  : 

Nous  sommes  ainsi  ramenés  à  développer  xm~~p,  c'est-à-dire  : 

(à+c  + +l)m-P 

ou, 

en  posant  : 

c  +  d  +  ..r+l=y. 

L'ensemble  des  termes  contenant  en  facteur  b*,  q  étant  au  plus 
égal  à  m— p,  est  égal  à: 

CL*  •  b<  y""^, 

de  sorte  que  l'ensemble  des  termes  de  (a  +  *  + +  0m  qui 

contiennent  en  facteur  a?  b*  est 

Q 
B.  lUWCXObOWIKl.   ALDLOnt:.  • 
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en  continuant  ainsi  on  arrive  facilement  au  développement  de 
l'expression  : 

cmû_„  cm_,_9 c;n_„_,...-ra^c j<(k+i)»-»~*-r - 

et,  par  suite,  le  terme  contenant  aPM  <f y  kl  lu  est  : 

^m   {'m— p  y^m— p— q   v^m—  p-q...-r  viMi-;*-ç—r...— $    w    Ùq  C     K    l 

Le  coefficient  de  ce  terme  est  donc  : 

m  !  (m  —  p)  !  [m  —  p —  qr —  s\ 

p\  [m  —  p)\  '  q  !  (m — p  —  q)  !  t\  (m  — p  —  q  — —  s  —  t)  ! 

ou,  plus  simplement,  en  se  rappelant  que  m=/>-f-ç-f-"+*+*+w» 

m! 


/>  !  q  !  r  ! t  !  u  1  ' 

Il  importe  de  remarquer  que  la  formule  subsiste  si  quelques-uns 
des  nombres  p,  q  ...  u,  deviennent  nuls,  pourvu  que  Ton  convienne 
de  poser  : 

o  I  =  1. 

Si,  par  exemple,  p  =  o,  on  doit  prendre  dans  (a  +  *)mi  le  terme 
a?m;  c'est  ce  que  donne  l'expression  (£,  a*  xm~p,  si  l'on  convient  de 

m  ! 

de  poser  Cm  =  1  ;  d'ailleurs,  la  fraction  — —, —  se  réduit  à  1 

p!(ro  —  p)\ 

pour  /)=o,  si  l'on  convient  de  remplacer  o  !  par  1.  On  fera  la  môme 

vérification  pour  chacun  des  exposants/?,  qy  r 

Avec  ces  conventions  nous  pouvons  poser  : 

(a  +  b+c  + +  l)m  =  lplq™l_ula'b< **.      (»> 

le  signe  2  désignant  la  somme  obtenue  en  donnant  à  /?,  q, .  ...  u 
toutes  les  valeurs  entières  non  négatives,  vérifiant  l'équation  : 

p+q  + +  u  =  m. 

149.  2°  Méthode.  —  Pour  former  la  puissance  m*  de  la  somme  : 
a  -f-^  +  c+ -f-  /,  il  suffit  de  faire  le  produit  suivant  les  m  fac- 
teurs égaux: 

Ka+b+c+...  +  l){a  +  b  +  c+...  +  l)  ...  (a  +  6  +  c  +  ...  +  Z), 
on  doit  prendre  de  toutes  les  manières  possibles  un  terme  et  un  seul 
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dans  chacun  de  ces  facteurs;  si  l'on  prend  p  fois  a,  q  fois  b,  r  foise, 

et  ainsi  de  suite  jusqu'à  u  fois  /,  la  somme  p  +  q  +  r +  «  étant 

égale  à  m,  on  aura  un  produit  de  la  forme  a*  b*  c- lu;  il  s'agit 

de  savoir  combien  il  y  a  de  termes  semblables  à  celui-là;  je  dis 
qu'il  y  en  a  un  nombre  égal  au  nombre  des  permutations  qu'on 

peut  former  avec  p  lettres  a,  q  lettres  b,  r  lettres  c, u  lettres  l; 

en  effet,  à  chaque  permutation  correspond  évidemment  un  terme 
du  produit  que  Ton  obtient  en  prenant  chaque  lettre  dans  celui 
des  facteurs  qui  occupe  le  même  rang  que  cette  lettre  dans  la  per- 
mutation considérée;  et  inversement,  à  tout  produit  partiel  corres- 
pond une  permutation  contenant  autant  de  fois  chaque  lettre 
particulière  ;  donc  le  coefficient  de 

à?  ¥  e Zu 

est 

ml 
p!  q\ u  1 

et  Ton  retrouve  la  formule  déjà  obtenue  : 

(« + * + c + + o- =2plqr!..ui* bq '"  (i) 

avec  la  condition  „ 

P  +  9  + +  u  =  m.  (2) 

150.  Détermination  des  différents  termes  du  dévelop- 
pement précédent.  —  Il  s'agit  de  trouver  toutes  les  solutions 
entières,  non  négatives,  de  l'équation 

P+9  + +  u=zm. 

Pour  procéder  avec  ordre,  on  peut  supposer  les  exposants  de 
chaque  terme  rangés  par  ordre  non  croissant,  à  condition  de  per- 
muter de  toutes  les  manières  possibles  les  lettres  a,  b /.  Ainsi, 

par  exemple,  ayant  un  terme  de  la  forme  : 

a'b*c*, 

jn  en  déduira  les  termes  68aV,   c*a*  b*,    a*c*bl, etc. 

Cela  étant,  on  peut  supposer  d'abord  p  =  m;  on  en  déduit  : 

Si  Von  pose  ensuite/?  =  m—  1,  on  aura  à  résoudre  l'équation  : 

9  +  r+ +  u=l 
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qui  est  de  la  môme  forme  que  la  proposée,  mais  contient  une 
inconnue  de  moins;   on  la  résout  en  posant  q  =  \,  les   autres 
inconnues  ayant  la  valeur  zéro. 
Posons  maintenant/?  =  m  —  2;  on  est  ramené  à  l'équation  : 

9  +  r+ +  "  =  2, 

on  posera  donc  d'abord  q  =2,  r  =  s  = =  u=  0,  puis  q  =  1, 

et  on  aura  à  résoudre  l'équation  : 

r  -f  s  + +  u  =  1,  etc. 

et  ainsi  de  suite,  en  ne  prenant  pour  chaque  inconnue  que  des 
nombres  au  plus  égaux  aux  solutions  trouvées  pour  les  inconnues 
précédentes. 

Exemples.  —  1°  Carré  :  Il  s'agit  de  former  (a  +  6  -f  c  +  •••  +  f)fi 
on  a  à  résoudre  l'équation 

P  +  9+ +  «  =  2. 

Ce  qui  donne  : 

i#  p  =  2    }  =  0    r=  =  u  =  0 

2°  p  =  1    j  =  1    r  =  =  u  =  0; 

donc 

(a  +  b  +  c+  +/)"  =2a»+2  2aA,  car  ^1  =  2. 

2°  Cwée  ;  Soit  à  faire  le  développement  de  : 

(a  +  b  +  c  + +lf. 

L'équation  à  résoudre  est  ici  : 

P  +  9  +  r+ +  «  =  3, 

1°        .  p-3,    ï  =  r=  =u  =  0 

2°  j>  =  !,    }  =  1     r=  =  u  =  0 

3°  p  —  1  avec  ^  +  r  + =  2, 

on  ne  prendra  pas  ^=2  puisque  nous  devons  supposer  ?<1; 
donc,  q  =  i  avec  r  =  1 ,  les  autres  étant  nulles. 
On  a  ainsi  des  termes  de  trois  espèces  : 

a8,    a*  6,     aie 

et  tous  ceux  qui  s'en  déduisent  en  permutant  les  lettres. 
Le  coefficient  de  a*  est  égal  à  1;  celui  de  a*b  et  des  termes  de 
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3!  3! 

même  espèce  est  égal  à  —  —  Q; —  ou  ^-^  =  3  ;  enfin,  le 

coefficient   des  termes  correspondants    à  p  =  q  =  r  =  1 ,    est 

ÎTTTTÎ  =  6Donc: 

{a  +  b  +  c+ +  /)»  =  2a*  +  32a,6  +  62a«e. 

4M.  AppUeattea.  —  On  peut  écrire  la  formule  (1)  de  cette  manière 

(a  +  b  +  e  +  ...  +  If  =  2  a"  +  I  jrfrjâ  «'**-'"  W 

Les  nombres  p,  qy...u  ayant  des  valeurs  inférieures  à  m  et  vérifiant  l'équation 

P  +  q  +  ...  +  «  =  »». 

Supposons  m  premier  absolu  ;  alors  m  est  premier  avec  chacun  des  entiers  plus 
petits  que  lui  ;  si  donc  on  écrit 

m!  (m  —  1)! 

=  - —•  m 

pi  q !...«!      p!  gl...u! 

on  voit  que  />!  $!...«!  divisant  m\  et  étant  premier  avec  m,  divise  (m  —  l)!  donc 

.  .* — :  est  un  multiple  de  m.  Posons  :a  =  6  =  c. ..  =  /=!  et  soit  A  le  nombre 
plqL.Ml 

des  lettres;  la  formule  (3)  nous  donnera  : 

B  étant  un  entier;  il  en  résulte  immédiatement  que  m  divise  A*  —  A  ;  or 

A"-A=A(A— '-l), 

donc  si  m  ne  divise  pas  A  il  divise  A"""1  —  1;  on  a  ainsi  une  démonstration  du 
théorème  de  Fermai  : 
Tout  nombre  premier  m  qui  ne  divise  pas  un  entier  A  divise  A*"" !  —  i. 

EXERCICES 

4.  Trouver  le  terme  du  développement  de  (a  -f  b  -f  c  -f  ...  -f  /)■*,  qui  a  la  plus 
grande  valeur  absolue. 

2.  Trouver  16  coefficient  de  x*  dans  le  développement  de 

(1  +  x  +  x*  +  x*  +  ...  +  xm)\ 

3.  Si  dans  le  développement  de  (a  +  b  -f-  c  -f  ...  -f  /)"  on  remplace  tous  les 
coefficients  numériques  par  l'unité,  on  obtient  un  polynôme  entier  que  Ton  pont 
représenter  par  [a,  6,  c, ...  /]■«. 

Cela  pose,  démontrer  les  identités  suivantes  : 

[au  *t, ...  a,]m  =  [«1,  <V  .-.«,_,]„_  ,  +  «  ,[««,  4.  »•  a,]*  « , 
[a,,  a„  ...  a,,  ^  +  t]m  -  [*„  a,,..^,]^  (  flp  +  1  -  a,)[<7„  ««,  a„ ...  a,,  a,  f  ,]„     , 
[«„  a„  ...  a,  _  |f  a9]m  =  [<ï„  «,,  ...  ap  _  f]m  -f-  n,  [*„  a„  ...  «,  _  ,]„  _  t 
+  V  [*i.  a., ...  a,  _  t]m  _  «+...  +  %  ["■,  a.,  .-  a,  - ,]. 
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on  convient  de  poser 


(Maurice  d'Ocagne.) 


4.  Si  Ton  pose  : 


6„f)=:i'  +  2'+3'  +  -  +  n' 
on  a: 

S.tf+i  =  (n  +  l)  S.,,  -  (S„,  +  S,*  +  ...  -f  S.,,) 

(J.  M.  Croker,  de  Longchamps.) 

5.  Former  un  polynôme  entier  en  x,  «   (a?)  qui  s'annule  pour  x=o  et  qui  vérifie 
l'identité 

9p(x)-1p(x-1)  =  3? 

p  désignant  un  entier  positif  ou  nul,  et  vérifier  que 

*>(*)  =  i>  +  *p  +  +  ni» 

si  n  désigne  un  nombre  entier. 
Les  polynômes  fp  (x)  se  nomment  les  polynômes  de  Bernoulli. 
0.  On  a  identiquement  : 

n*  =  n  (»  —  i)  +  n 

n"  =  n  (n  —  1)  (n  —  2)  +  3n  (n  —  1)  +  n 

**  =  n  (n  —  1)  (n  —  2)  (n  -  3)  +  6 n  (n  -  1)  (n  —  2)  +  7n  (n  —  1)  +  n 

montrer  qu'en  général,  A7*  désignant  le  nombre  des  arrangements  de  n  objets 
p  à/),  et  B  ,  C  L   étant  p  —  2  coefficients  indépendants  de  n,  on  a  : 

n^^  +  Bp.A^'  +  CVÀ'"'* +LpAn  +  n. 

Prouver  que 

D,=  D,_t  +  (P-3)C,_, 

De  l'identité  précédente  on  tire  : 

(E.  Catalan.) 
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CHAPITRE  X 

DÉVELOPPEMENT  DE  L'ACCROISSEMENT  D'UN  POLYNOME 

ENTIER  A  UNE  OU  PLUSIEURS  VARIABLES 

SUIVANT    LES    PUISSANCES     ENTIÈRES     DES     ACCROISSEMENTS 

DONNÉS  AUX  VARIABLES 

152.  —  Soit  : 

f{x)  =  A0  xm  +  A,  xm-i  +  A,o:m-8+ +  Àm_,a?  +  Am 

un  polynôme  entier  en  x.  Si  nous  remplaçons  x  par  x  +  h,  nous 
obtiendrons  : 

f{x+h)=ko(x+hr+kl(x+h)m-*+ki{x+h)>*->+ 

+  km-x(x+k)+km 

on  voit,  en  appliquant  la  formule  du  binôme,  que  le  second  mem- 
bre contiendra  h  au  plus  à  la  puissance  m;  on  peut  le  regarder 
comme  un  polynôme  entier  en  h  de  degré  m  et  écrire  : 

f(x  +  h)  =  Bo  +  Bi  h  +  B2/ia  + +A.A". 

Bo,  Bi, Bm  étant  des  polynômes  entiers  en  x  que  nous  nous 

proposons  de  déterminer. 

Si  Ton  fait  h  =  0  on  a  :  f{x)  =  B0. 

Nous  appellerons  polynôme  dérivé  de  f(x)  ou  simplement  dérivée 
de  f{x),  le  coefficient  de  h  dans  le  développement  de  f(x-\-h) 
suivant  les  puissances  croissantes  de  A,  et  nous  représenterons  ce 
nouveau  polynôme  par  f  {x). 

Cela  étant,  si  Ton  considère  la  somme  d'un  nombre  quelconque 
de  polynômes  entiers  en  a?,  soit  par  exemple  : 

Y(x)  =  fi(x)  +  fi(x)  + +fp(x) 

le  coefficient  de  h  dans  le  développement  de  F  {x  -f-  h)  sera  évi- 
demment égal  à  la  somme  des  coefficients  de  h  dans  les  dévelop- 
pements de  f\  (x),  ft  (x), fP(x);  on  a  donc  : 

Y{x)  =  r  w+A(*)  + +  /%(*)• 

autrement  dit  :  la  dérivée  d'une  somme  de  polynômes  est  égale  à  la 
somme  des  dérivées  de  ces  polynômes. 
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Nous  appellerons  dérivée  seconde  de  F  (a?),  la  dérivée  de  F'  (x)  et 
nous  la  représenterons  par  F*  (a?)  ;  de  même  la  dérivée  de  F"  (x)  ou 
Fw  (x)  sera  la  dérivée  troisième  de  F  [x  ,  et  ainsi  de  suite  ;  en  appli- 
quant plusieurs  fois  la  remarque  précédente,  on  voit  que  la 
dérivée  d'ordre  n  ouF,l)(a?)  est  la  somme  des  dérivées  d'ordre  n 
des  polynomes/1  (a?),  /i  (a?), f  [x),  c'est-à-dire  : 

Fîi=/5,i)+/&)+ +/$o 

Il  résulte  immédiatement  de  la  définition  de  la  dérivée  d'un  poly- 
nôme, que  si  A  est  une  constante,  la  dérivée  de  kf  (x)  est  A/ (a?). 

Gela  posé,  pour  calculer  la  dérivée  de  f  (x)  il  suffit  de  savoir 
calculer  la  dérivée  de  chacun  de  ses  termes  ;  soit  par  exemple  un 
terme  de  degré  p  : 

Àa*. 
On  a: 

(x  +  h)P  =  x*  +  px?-lh  +Pt£^x*-'h*  + +ft>. 

Le  coefficient  de  h  est  pxp~l;  donc  la  dérivée  de  x*  est  px*-1; 
elle  s'obtient  en  multipliant  xp  par/?  et  en  retranchant  1  de  l'expo- 
sant ;  la  dérivée  de  Aa^  est  donc  :  p  kx?~ 4  ;  la  dérivée  seconde  sera: 
pk  X  (p  —  1)  a*~ *  oup(p  —  1)  Aa*~ *  de  même  la  dérivée  troisième 
estp(p  —  1)  (p  —  2)  Axp~3;  la  dérivée  d'ordre  q  est  donc  : 

plp  —  l) (p-?  +  l)Ax'-* 

On  vérifie  immédiatement  que  la  formule  est  générale  en  calcu- 
lant la  dérivée  d'ordre  q  +  *•  La  dérivée  d'ordre  p  est  : 

p(p-i)(p-2) 2.1.  A 

elle  est  indépendante  de  x.  Pour  plus  de  commodité  dans  les  calculs, 
on  convient  de  dire  que  les  dérivées  suivantes  sont  nulles. 
Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  : 

/»  =  m  A, s"" '  +  (m  -  1)  A,  x"-«  + +  2  Am_,  x  +  A._  , 

f  (x)  =  m  {m  —  1)  A.  xm~  »  +  {m  —  1)  (m  —  2)  A,  x"  -»  -f 

+  2Am.  , 
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(y) 

f\x)  =m  (m— 1  ) . . .  (m— p+\  )  A0*w  "'+('"— 1  )  (m— 2) . . .  (m-p)  Ai**-'-1 
+ +p{p—i).:...2.l.A, 

/Çj  =  m  (m  —  1) 2.1.  A0 

de  sorte  que  les  dérivées  successives 

n*),n«) /*  w. w*) 

sont  des  polynômes  entiers  de  degrés 

m  —  1,  m  —  2, m  —  p, 0 

respectivement  ;  les  dérivées  suivantes,  c'est-à-dire  celles  d'ordres 

in-fl,m4-2, sont  regardées  comme  nulles. 

D'après  cela  si  nous  représentons  k&  par  ti,  et  A  (*+  hy  par  uA, 
nous  aurons  : 

«  *   •  .    A1     v   .  ,         *p         ,.i 

u»  =  u  +  -u  +0«'  + +rï^;«w 

et  d'après  ce  que  nous  venons  de  convenir,  on  peut  prolonger 

hm 
cette  suite  jusqu'à— - w(m)  puisque  les  terme  ajoutés  seront 

tous  nuls,  donc  : 

h         h2          h*  hm 

vh=u  +-«+_«•  +  _„•+ +  _*-»         (1) 

Pour  obtenir  f(x  +  A)  il  suffit  d'appliquer  l'identité  (1)  à  chacun 
des  termes  du  polynôme  et  d'ajouter  membre  à  membre  les  iden- 
tités obtenues,  ce  qui  donnera  : 

f(*+h)=f(x)+±f(x)+^r(x)+ +£/$+..... 


hm  J**) 


C'est  la  formule  de  Taylor  pour  un  polynôme  entier. 
153.  Corollaire.  —  Remplaçons  x  par  a  dans  la  formule  (2) 
il  vient  : 

na  +  h)  =  f(a)+-ir(a)+1^r(a)  + +£f/$+    •• 
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en  désignant  par /W(a)  ce  qui  devient  fw  (x)  quand  on  y  remplace 
x  par  a. 

Dans  cette  dernière  formule  posons  a  +  h  =  ar,  d'où  h  =  x  —  a, 
nous  obtiendrons  cette  formule,  qui  ne  diffère  pas  de  la  formule  de 
Taylor  : 

n*)~rw  +x-^r  («)  +^V(«) + +(^/(,a)'+ 

+(-^A«).  (3) 

et  si  a  =  0 

n*)=m +\r{») +~r  w  + +  ^/t"i     w 

ce  qui  prouve  que  : 

Kt=lÊkl=JML Am=m 

m\  (m  —  1)! 

on  vérifie  aisément  ces  résultats. 

154.  Application  :  Conditions  pour  qu'un  polynôme 
entier  en  x  soit  divisible  par  (x  —  àf.  —  L'identité  (3)  peut  se 
mettre  sous  la  forme  suivante  : 

n*) = m +x-^r  w  + +  {^=^  A«f 

[,»                         JM-0  .(«>   "1 

^  +  ,,_a,_U?L  + +  (— .)-- *0«J       (4) 
»!                      (P+  1).  ml   J 


Le  polynôme 

x  —  a  (a?  —  aV  - !  >  7  *> 

•  R  =  /"(«)  +  -^-Z' («)  + +    y-i!    /» 

étant  du  degré  p  —  1  en  a?,  on  en  conclut  que  le  reste  de  la  division 
de  f{x  par  (a:  —  a)*1  est  précisément  égal  à  R,  le  quotient  étant 
ic  polynôme  entier. 

7r+^-a)(jrn)T+ +  <*-*>  p-^î 

Pour  que  la  division  soit  possible  on  doit  avoir  R  =  0  quel  que 
soit  x,  ou  ce  qui  revient  au  môme,  quel  que  soit  x  —  a;  les  condi- 
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tions  nécessaires  pour  que  f  (a?)  soit  divisible  par  (x  —  a)p  sont  donc 
les  suivantes  : 

f(a)  =  0      /•(«)  =  0 /laV^O.  (5) 

Réciproquement,  si  ces  conditions  sont  remplies,  f(x)  est  évi- 
demment divisible  par  [x  —  a)?  ;  mais  si  Ton  veut  exprimer  que  p 
est  la  plus  haute  puissance  de  x  —  a  qui  divise  f(x)>  il  faut  encore 
exprimer  que  le  polynôme 

fÉ+[x_a)     fW    ,    +{x_ay-,A 

pi   ^V         a;(p  +  l)!^         ^x       a>  m\ 

n'est  pas  divisible  par  x  —  a  et  par  suite,  aux  conditions  (S)  il  faut 
ajouter  celle-ci  : 

/tt*0  (6) 

Le  signe  ^  signifiant  :  différent  de  zéro. 

Ainsi  pour  que  f(x)  soit  divisible  par  (a?  —  a)*,  il  faut  et  il  suffit 
que  le  polynôme  f  (x)  et  ses  p  —  1  premières  dérivées  soient  nuls 
quand  on  y  substitue  a  à  x}  et  que  la  dérivée  d'ordre  p  prenne  une 
valeur  différente  de  zéro  quand  on  y  fait  la  même  substitution. 

155.  Corollaire.  —  Pour  que  le  polynôme  f[x)  soit  divisible  par 
(x  —  ay  {x  —  b)v  (a?  — -  c)r>  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait  ; 

f{a)  =  0      f(a)  =  0 fO-**{a)  =  0      f™  (a)  ^  0 

f(b)  =  0      f  (6)  =  0 /tf-«  (b)  =  0      fw  («)  ^  0 

/■(c)  =  0      f  (c)  =  0 /o-«)  (c)  =  0      /w  (c)  ^  0 

156.  Exercice.  —  Étanf  donné  un  polynôme  entier  f  (*),  exprimer  que  le  poly- 
nôme entier  en  s,  obtenu  en  remplaçant  x  par  a  -f  bz,  est  divisible  par  z*  -f  *• 

Nous  avons,  en  remplaçant  x  par  a  et  h  par  6  s,  dans  la  formule  (1), 

f{a+  bi)  =  f(a)  +  **/>(«)  +  ^  />'(«)  +  +  ^  fM(a). 

Ce  que  nous  pouvons  écrire  : 

f{a  +  6  *)  =  /(«)  +  ££  /"  (a)  +  ^f  /M  (<i)  +  .... 

+  S(V(«)  +  Çf /"'(«)+ ) 

Nous  sommes  ramenés  à  trouver  le  reste  de  la  division  d'un  polynôme  entier  en  s 
l^r  z*  -f  1  (64). 
Le  reste  cherché  est  égal  à  : 

n«)  -  S  /*«  +  T\ f{n){a)  ~ +  •  (6/>(tt)  ~~  ïî rn  {a)  + ) 
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Les  conditions  pour  que  f{a  +  b  z)  soit  divisible  par  z*  -f- 1,  sont  donc  les  suivantes  : 

rw-^rw^r^na)^ =  ot 

/              b*                 b*  \ 

b  [f{a)  ""  3Ï  f" {a)  +  51  f  (T>  (*  - J  =  °' 

Soit,  par  exemple, 

f(x)=  x*  +px  +  ç, 

on  trouve  les  conditions  : 

a*  -f  pa  +  ?  —  A*  =  0t 
6(2a  +  p)  =  0. 

Nous  supposerons  b  ^k  0;  alors  il  faut  prendre 

2 
et  *»  =  £--£  +  ,  =  ,-£. 

P». 


Si 


donc,  on  suppose  g  —  y  >  0,  on  voit  donc  que,  si  l'on  remplace  *  par 


-S*- 


v/-ï 


dans  le  trinôme  ar1  +  />*  +  ç,  on  obtient  un  trinôme  du  second  degré  en  z,  qui  est 
divisible  par  z*  -f  1. 

157.  Formule  de  Taylor  pour  an  polynôme  à  plusieurs 
variables.  —  Soit,  par  exemple  f  (a?,  y,  z),  un  polynôme  entier 
en  a?,  y,  z,  et  soient  A,  A,  1  trois  nombres  donnés;  nous  nous  pro- 
posons de  développer  /  (a?  +  A,  y  -f  4,  z  +  /),  suivant  les  puissances 
entières  de  A,  A,  i. 

Soit  t*  =  Aa^yPzT  un  terme  quelconque  du  polynôme.  La  dérivée 
de  «,  par  rapport  à  a?,  est  égale  à  «Aa^-iyJz*,  nous  la  représente- 
rons par  t«»;  on  peut  calculer  de  même  la  dérivée  de  «  A  a^-1  y?zT  par 
rapport  à  y;  on  trouve:  «p Bar*-1  y*-1  zT  que  nous  représenterons 
par  uly. 

Si  Ton  calculait  d'abord  la  dérivée  de  A  a*  y*  zT  par  rapport  à  y, 
puis  la  dérivée  du  monôme  obtenu  par  rapport  à  x,  on  trouverait 
le  même  résultat,  donc  u"^  =  uyx;  d'après  cela  on  représente  par 

le  résultat  obtenu  en  calculant  successivement  la  dérivée  p  fois  par 
rapport  à  x,  puis  q  fois  par  rapport  à  y  et  r  fois  par  rapport  à  z;  et 
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ce  qui  précède  montre  que  l'ordre  des  dérivées  successives  est 
indifférent.  On  voit  aisément  que  : 

(«  +  «+" >^rf  /  =  V/ r  +  V^  +  ^,»/+"' 

D'après  cela,  si  Ton  calcule  successivement  pour  chacun  des  termes 
d'un  polynôme  les  dérivées  de  ces  termes  prises  par  rapport  à 
x,  y,  z  ....;  py  q,  r  fois  respectivement,  et  qu'on  ajoute  les  résultats 
obtenus,  on  obtiendra  : 

Cela  posé,  on  a  : 
f(x  +  h,  y,  z)  =  f(x,y,  z)  +  \  fM'(s, y, ;)  +  ...  +^/J(*,y»)  +  - 

m!    * 

remplaçons  y  par  y  +  A,  dans  les  deux  membres  de  cette  identité  ; 
nous  obtiendrons  : 

A*  +  *,  y  +  *i  *)=f{*>  y  +  M  +  j  A  (*•  y  +  M)  +  ••• 

il  est  clair  que  le  coefficient  de  h?  k*  dans  le  second  membre 
s'obtiendra  en  développant  par  la  formule  de  Taylor: 

donc,  on  aura  le  terme  : 

enfin,  en  remplaçant  z  par  z  +  *,  <>n  voit  que  Ton  peut  écrire  : 

p,  9,  r  prenant  toutes  les  valeurs  telles  que  Ton  ait  :  p  +  g  +  r  <  m 
en  désignant  par  m  le  degré  de  /*(#,  y,  z). 

Cherchons  l'ensemble  des  termes  par  lesquels  p  -f-  y  +  r  =  n, 
n  étant  un  nombre  donné  au  plus  égal  à  m. 
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Si  nous  remplaçons 

1  J_  n! 

p\q\  r!  Pai' ni  '  p\  q\  r!' 

l'ensemble  de  tous  ces  termes  sera  : 


ffy<is{x,y,*)\ 


n  !       p\  q\  r\  '  *  r 

or,  si  p,  7,  r  prennent  toutes  les  valeurs  non  négatives  vérifiant 
l'équation  : 

n  1 
les  nombres  — - — : —  correspondants,  sont  précisément  tous  les 

coefficients  du  développement  de  (a  +  b  +  c)n. 
Si  nous  considérons  l'expression  : 

(A  /•,  +  */•;  +  i  ff  =  2  j^fn  (/,?  (/,?  Wr, 

nous  voyons  que  si  nous  convenons  de  remplacer  : 

(AT  (/,)'  (AT  P«  ffift 

et  si  nous  représentons  la  somme  ainsi  obtenue  par 

nous  pourrons  écrire  la  formule  de  Taylor  sous  la  forme  sym- 
bolique : 

A«+*.y+*.«+o=/(«,y.«)+(*/:+*/;+i/:).+  jr(*/:+*/f;+v:)i 
+...+^y  (A/;+A/;+ia+-+^j(K+A/;+i/3«.  ro 

158.  Application.  —  Soit/'far,  y,  z)  un  polynôme  homogène  et 
du  degré  m;  dans  la  formule  précédente,  permutons  x  et  A,  y  et  k, 
z  et  /;  nous  aurons  : 

nh+xik+yj+z)^f(h1ka)+(xn+yn+z^l+ 1  (*/;+*/;+*/;), 

Si  Ton  calcule  la  dérivée  par  rapport  àx,  y  ou  z  d'un  monôme 
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\x*y*zi  on  obtient  un  monôme  de  degré  «  +  P+7  —  l  î  on  en 
conclut  que  si  /*(x,  y,  z)  est  homogène  et  de  degré  w,  la  dérivée 
(n) 
r\xi  y  y  *)  où  p  -f  q  +  r  =  n,  est  homogène  et  de  degré  m  —  n. 

/*>  y'  / 

Si  Ton  compare  les  seconds  membres  des  formules  (7)  et  (8),  on 
voit  que  les  expressions  : 

ji  (/'/•;  +  *n + lQ,  ^  {-^yî  (*/»  +  y/"*+ 2^u 

sont  homogènes  et  de  même  degré  m  —  jo;  il  est  clair,  par  suite, 
que  ces  deux  expressions  sont  identiques.  On  a  donc  : 


en  particulier  : 


i  (*  /:+*/•;+ 'a,  a/imi 


m 

^i  (*/;  +  »/* +«/;)-=/(«.».*)• 

Considérons  en  particulier  un  polynôme  homogène  et  du  second 
degré/*  {x,  y,  z),  on  a  : 

f  (»  +  A,y  +  4|I  +  /)=/•  (*,y,S)  +  /,/•;  +  */;+«/■;  + A*.  *.0 

et  aussi: 

f[X  +  h,y  +  k,z  +  l)  =  f{h,k,l)  +  xf'  +  yK  +  zri  +  f{x1y.z), 

et,  par  suite  : 

Les  raisonnements  précédents  s'appliquent  à  un  nombre  quel- 
conque de  variables.  Donc  : 

Si  Von  désigne  par  f  (xt1  x„ #„),  un  polynôme  homogène  du 

second  degré,  on  a  identiquement  : 

*ifit  +  **&  + +  *»rVn=yi  n%  +»•£+ + y-  f*n 

yu  y, yn  désignant  de  nouvelles  variables  arbitraires. 

159.  Supposons  maintenant  que  f(xy  y,  z)  désigne  un  polynôme 
quelconque  de  degré  m. 
fr  (*>  y»  z)  désignant  l'ensemble  homogène  de  tous  les  termes  de 
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degré  p,  on  a  successivement  : 

?m{x  +  h1y  +  k,z  +  l=fm(x,y,z)+{hfm,x+kfm,v+lfm,M)t+ 

+  ?»  (A,  k  l) 

^n^(*+A,y+A,z+0=<pm_,(x,y,*)+(A^ 

..  ..+?«-i  (A,  k,  /), 

il  en  résulte  que,  dans  le  développement  de  f(x -f- A,  y  -f-  kyz  + 1), 
l'ensemble  des  termes  de  degré  m  en  A,  A\  i  est  ?m  (À,  A,  /),  de  même 
l'ensemble  des  termes  de  degré  m  en  a:,  y,  2,  est  çm  (a:,  y,  a). 
Soit,  par  exemple  : 

f(x,  y,  z)  =  Aa:1  +  2Bxy  +  Cy1  +  2Dx  +  2Ey  +  F 

=  *(*,y,  *)  +  *i(*,  y,*)  +  *> 

on  aura  : 

f(*  +  a, y  +  M  +  0  =  /x*,y,*)  +  a/-;  +  */•;  +  //:  +  9(A,  a,  /) 
=  /-(A,*l/)  +  ^A'  +  y/,;+^+?(^y^). 

160.  Soit  encore  un  polynôme  homogène  du  second  degré  à  un 
nombre  quelconque  de  variables,  à  trois  variables,  pour  fixer  les 
idées  :  f(x1  y,  z).  Posons 

y  =  p  X  +  ?  Y  +  ff  Z 

il  est  clair  que 

/(«X  +  .'Y  +  *"ZI  pX  +  f>'Y  +  !/Z,7X  +  y'Y  +  /Z) 

est  homogène  et  du  second  degré  par  rapport  à  X,  Y,  Z  ;  nous  nous 
proposons  decalculer  les  coefficients  des  différents  termes X1, Y1,  Z*, 
YZ,  ZX,  XY. 

Si  Ton  pose  Y  =  Z  =  0,  le  polynôme  se  réduit  évidemment  à  son 
terme  en  X9  ;  ce  terme  est  donc  : 

/>x,ex,7Xir=xv(«,p,^. 

Le  coefficient  de  X*  est  donc  égal  à  /*(«,  P,7).  Par  la  même  raison, 
le  coefficient  de  Y1  est  égal  à  /*(«',  p',  7')  et  celui  de  Z*  est  égal 

Cherchons  le  coefficient  de  XY;  si  Ton  faitZ  =  0,  ce  coefficient 
ne  sera  pas  altéré;  il  suffit  donc  de  considérer  le  polynôme  : 

/■(«X  +  .'Y,  PX  +  fJ'Y,  yX+y'Y). 
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La  formule  de  Taylor  appliquée  au  polynôme  /"(ar,  y,  z),  dans 
lequel  on  pose x  =  «X,  A  =«'Y;  y=PX,  *=P'Y;  z  =  7X,/=7'Y 
donne  : 

/'(«X+«*Y,PX+P'Y,vX+7'Y)^A«X,PXî7X)  + 
«-Y/^+P'Y^  +  7'Y/;+A(«'Y,P'Y,y'Y). 

Or,  on  a  évidemment  : 

/■Jx  =  */•.', /;x  =  x/;,/;  =  x/;, 

donc,  le  coefficient  de  X  Y  est  égal  à 

«vj+p'/ï+z/; 

ou  ce  qui  est  la  même  chose,  égal  à 

«fr  +  e/p  +  v/^ 

on  saura  donc  développer  le  polynôme  donné.  On  trouve  ainsi  la 
formule  : 

/>X  +  «'Y  +  «"Z,  pX  +  p'Y  +  P'Z,  7X+7'Y  +  /Z) 

=  Exv(«,p,7)+2xy(«7:+py;+77;). 

Remarque.—  La  formule  de  Taylor,  pour  les  polynômes,  est, 
comme  on  le  voit,  une  application  immédiate  de  la  formule  du 
binôme;  nous  reviendrons  plus  loin,  dans  la  théorie  des  dérivées, 
sur  cette  question  importante. 


CHAPITRE  XI 

RACINE    m"""    D'UN   POLYNOME 

161.  —  Étant  donné  un  polynôme  A,  entier  et  rationnel  en  a?, 
on  se  propose  de  trouver  un  second  polynôme  B,  entier  et  ration- 
nel en  x,  et  dont  la  puissance  m9  reproduise  A.  Si  un  pareil  poly- 
nôme existe,  on  l'appelle  racine  m9  de  A,  et  Ton  dit  que  le  poly- 
nôme A  est  une  puissance  me  exacte.  L'opération  que  Ton  doit 
faire  pour  reconnaître  si  B  existe  et  pour  le  déterminer,  se  nomme 
Vextraction  de  la  racine  me  du  polynôme  A.  Comme  la  division, 

B.  MirWBHOUOWttl.  ÀLOBBAK.  *" 
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l'extraction  des  racines  peut  être  ordonnée  suivant  les  puissances 
décroissantes  ou  suivant  les  puissances  croissantes  de  a?.  Nous 
distinguerons  donc  deux  cas. 

162.  Premier  cas.  —  Extraction  de  la  racine  m*  ordonnée 
suivant  les  puissances  décroissantes.  —  Soit  : 

A  =  Ao^  +  A,  x*-1  + +kfi 

le  polynôme  donné  et  soit  B  un  polynôme  entier  tel  que  Ton  ait: 

Bm  =  A.  (1) 

Ordonnons  B  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x,  et  pour 
abréger  récriture,  posons  : 

B  =  a  +  b  +  c  + +  *  +  '• 

a,  6,  c,  I  représentant  les  termes  successifs  de  B,  c'est- 
à-dire  des  termes  dont  les  degrés  vont  en  diminuant.  Par 
hypothèse,  on  doit  avoir  : 

(a  +  b  +  c+  ,.  ..  +  /)m  =  A 

Je  dis  d'abord  que  le  terme  du  plus  haut  degré  en  x,  dans  le 
premier  membre,  est  am.  En  effet,  si  nous  posons 

b  +  c+.....  +  l  =  y, 

le  degré  du  polynôme  y  sera  le  même  que  celui  de  i,  et  sera  par 
suite  inférieur  au  degré  de  a;  or  : 

,<*+à+c+ +l^^(a+y)m=a^+mam-ly+r^^am-Y+ 


+  »".  (2) 


On  voit  que  le  degré  d'un  terme  quelconque,  tel  que  am~*yp, 
est  égal  à  (m  —  p)  a  +  pp,  a  désignant  le  degré  de  a  et  p  celui  de  y; 
or  on  a  p  <  «,  donc  (m  — -p)  a  +  P  P  <  w  *  î  P*r  suite  am  est  bien 
le  terme  du  plus  haut  degré  dansB"1.  Gela  posé  les  polynômes  Bm  et 
A  étant  supposés  identiques,  leurs  termes  de  mêmes  degrés  doivent 
être  les  mêmes,  par  suite  : 

am  =  A0  w, 
ou  si  l'on  pose  :  a  =  a^x*: 

cfîx"1?  =  A0  x*f 

par  conséquent  : 

aj*  =  A0      mp  =  fi. 
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On  voit  d'abord  que  le  degré  de  À  doit  être  un  multiple  de  m; 

si  cette  condition  est  remplie  on  aura  p  =  —  .Pour déterminer  a0  il 

'        m 

convient  de  distinguer  deux  cas. 

ld  m  est  impair.  Dans  ce  cas  si  A0  >  0,  on  a  :  aQ  =  y  A0;  Si  Ao<0, 
a0  =  —  7  ( —  A0),  le  symbole  7  désignant  une  racine  arithmétique. 
Si  par  exemple  m  =  3^=  — 8,  on  aurait  a0  =  \! — 8=  —  2. 

2°  m  est  pair.  Si  A0  est  négatif  le  problème  est  impossible  (du 
moins  avec  des  coefficients  réels).  Supposons  A0  >  0  ;  alors  on 
peut  prendre  pour  a0  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  : 

a0  =  ±  "Va0,  'VÂ^  désignant  la  racine  m*  arithmétique  de  A0.  La 
suite  des  opérations  nous  apprendra  qu'aux  deux  déterminations 
de  a0,  quand  m  est  pair,  correspondent  deux  polynômes  égaux  et 
de  signes  contraires;  d'ailleurs  dans  ce  cas,  on  a  :  (—  B)m=  Bm,  par 
suite  si  B  est  une  racine  m9  de  A,  il  en  est  de  même  de  —  B. 

Nous  désignerons  par  a  la  racine  m0  de  Ao&w*f  si  m  est  impair,  ou 
l'une  quelconque  des  deux  déterminations  que  nous  venons  d'ob- 
tenir si  m  est  pair:  a  sera  le  premier  terme  de  la  racine.  Retran- 
chons de  A  la  puissance  m°  du  premier  terme  de  la  racine  ;  on 
obtient  un  premier  reste  R1  déterminé  par  l'identité. 

A  -  a"  =  Ri  (3) 

il  résulte  de  ce  qui  précède  que  le  degré  de  Rt  est  inférieur  à  celui 
de  A,  puisque  am  est  précisément  égal  au  premier  terme  de  B. 

Je  dis  qu'on  aura  le  second  terme  de  la  racine  en  divisant  le  pre- 
mier terme  de  Rf  par  mam-xy  c'est-à-dire  par  m  fois  la  puissance 
(m  —  1)*"*  du  premier  terme  de  la  racine. 

En  effet,  en  remplaçant  A  par  (a  -f  y)TO,  on  a  : 

«i  =  (g+y)w~Qw=^m">y+^(^1)flm"8y2+ +ym-    W 

Le  terme  du  plus  haut  degré  dans  le-second  membre  s'obtiendra, 
d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  en  multipliant  ma™-*  par  le 
terme  du  plus  haut  degré  de  y.  On  trouve  ainsi  iwam~f4,  qui  doit 
être  identique,  en  vertu  de  l'égalité  (4),  au  terme  du  plus  haut 
degré  de  Rs  ;  on  obtiendra  donc  b  en  divisant  le  premier  terme  de 
Rj  par  ma1*-1. 

Supposons  qu'on  ait  trouvé  un  nombre  quelconque  de  termes  de 
ia  racine,  et  soit  u  l'ensemble  de  tous  ces  termes,  soit  de  même  v 
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l'ensemble  des  termes  qui  restent  à  déterminer,  de  sorte  que  Ton 
ait: 

A  =  (u  +  v)m. 

Retranchons  de  A  la  puissance  m0  de  la  partie   déjà  connue, 
nous  obtiendrons  un  reste  RA  de  sorte  que  : 

A  —  um  =  RA 

il  s'agit  de  prouver  que  Ton  trouvera  le  terme  suivant  de  la  racine, 
c'est-à-dire  le  premier  terme  de  la  partie  inconnue  t>,  en  appliquant 
la  même  règle  que  pour  le  second  terme  de  la  racine,  je  veux  dire 
en  divisant  le  premier  terme  de  RA  par  mam~%.  On  a  en  effet  : 

RA  =  (u  +  p)*— um==mum-lv+m("l~~i)um-*v*  + +t>m.     (5) 

1  •   u 

Le  degré  de  v  étant  inférieur  à  celui  w,  on  obtiendra  le  terme  du 
second  membre  qui  contient  la  plus  haute  puissance  de  ar,  en  mul- 
tipliant le  premier  terme  de  mu1"-1  par  le  premier  terme  de  v; 
on  obtient  ainsi  mam"igi  g  désignant  le  premier  terme  de  v;  en 
vertu  de  l'identité  (5),  ma™-^  est  égal  au  premier  terme  de  Ri; 
donc  on  obtiendra  le  premier  terme  inconnu  de  la  racine,  en  divi- 
sant le  premier  terme  du  reste  R*  par  ma"1"1.  La  règle  est  donc 
générale. 

Cela  fait,  on  retranche  de  RA  la  puissance  me  de  u  -|~  g  et  Ton 
obtient  un  nouveau  reste  Rfc 

On  a  donc  : 

R*  =  R,  -  {mu*»-*g  +  ™  (™~  4)ti"-'  ff,+ +  py 

Mais,  dans  l'expression  mise  entre  parenthèses,  le  terme  de 
degré  le  plus  élevé  est  égal  à  mam-ig;  ce  terme  détruira  le  terme 
de  degré  le  plus  élevé  de  R*  ;  donc  le  degré  de  R*  sera  inférieur  à 
celui  de  RA;  on  voit  ainsi  que  les  degrés  des  restes  successifs  vont 
en  diminuant.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  si  R  existe,  on 
obtiendra  successivement  tous  ses  termes  en  opérant  d'après  la 
règle  suivante  : 

On  extrait  la  racine  me  du  premier  terme  de  A,  supposé  ordonné 
suivant  les  puissances  décroissantes  de  x;  on  retranche  de  A  la 
puissance  m*  du  terme  obtenu,  et  Ton  divise  le  premier  terme  du 
reste  par  m  fois  la  (m  —  l)*"*  puissance  du  premier  terme  trouvé; 
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le  quotient  obtenu  est  le  deuxième  terme  de  la  racine.  Ensuite,  on 
calcule  la  puissance  me  de  la  somme  des  deux  premiers  termes 
de  la  racine,  on  retranche  le  résultat  obtenu  du  polynôme  donné, 
ce  qui  donne  le  troisième  reste  et  ainsi  de  suite;  quand  on  a 
trouvé  un  nombre  quelconque  de  termes  de  la  racine,  on  retran- 
che du  polynôme  donné  la  puissance  m9  de  la  partie  trouvée, 
et  l'on  divise  le  premier  terme  du  reste  ainsi  obtenu,  par  m  fois  la 
{m  —  l)e  puissance  du  premier  terme,  etc.. 

Il  est  clair  que  si  l'on  arrive  à  un  reste  nul,  ce  reste  étant  obtenu 
en  retranchant  de  A  la  puissance  m*  du  polynôme  trouvé  B,  ce 
polynôme  B  est  la  racine  m9  cherchée  et  A  est  une  puissance  me 
exacte. 

On  a  supposé,  comme  on  Ta  dit  plus  haut,  que  le  degré  de  A  est 
un  multiple  de  m. 

163.  L'opération  n'est  pas  toujours  possible  ;  nous  avons  vu  que 
les  degrés  des  restes  vont  en  diminuant;  si  le  degré  de  A  est  égal 
à  mp,  lorsqu'on  arrivera  à  un  reste  dont  le  degré  sera  inférieur  à 

p  (m  —  l)ou-  (m  —  1),  si  ce  reste  n'est  pas  nul,  l'opération  est 

impossible;  cela  résulte  évidemment  de  ce  qui  précède.  En 
désignant  par  B  le  polynôme  obtenu,  on  a  dans  ce  cas  : 

A  -  Bm  =  R 

le  degré  de  R  étant  inférieur  à  *  —  — 

°  r      m 

On  peut  définir,  d'une  manière  générale,  l'extraction  de  la  racine 
m*  d'un  polynôme  A  de  la  manière  suivante. 

Étant  donné  un  polynôme  A  de  degré  mp,  trouver  un  polynôme 
entier  B  de  degré  p  tel  que  la  différence  A  —  Bm  soit  un  polynôme  de 
degré  mp  —  pau  plus. 

II  est  facile  de  faire  voir  directement  que  l'on  obtiendra  les  diffé- 
rents termes  de  B  par  la  règle  donnée  plus  haut;  en  effet  si  Ton 
pose  : 

A  =  (a  +  b  +  c  + +  k  +  /)m+  R, 

le  terme  de  degré  le  plus  élevé  du  second  membre  sera  am,  car  ce 
terme  est  de  degré  mp  tandis  que  le  degré  de  R  est  plus  petit  que 
mp  —  p;  donc  on  aura  a  de  la  même  manière  que  si  R  était  nul. 
Plus  généralement  si  B  =  u  +  v,  le  degré  u  étant  supérieur  au 
degré  de  vt  de  sorte  que  : 

A  =  (m  +  v)m  +  R 
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on  aura  : 

le  degré  de  mip-h)  sera  au  moins  égal  à  celui  de  a"-1,  c'est-à-dire 
au  moins  égal  à  (m  —  1  p  ou  mp  —  p  ;  il  sera  donc,  quel  que  soit  le 
nombre  des  termes  calculés,  supérieur  au  degré  de  R  ;  donc  on 
aura  bien  le  premier  terme  de  v  en  divisant  le  premier  terme  du 
reste  A— um  par  ma1—1;  enfin,  les  degrés  des  restes  successifs  vont 
en  diminuant  ;  on  le  voit  absolument  de  la  même  manière  que  plus 
haut. 

Cela  posé,  si  m  est  impair,  nous  n'avons  trouvé  pour  a  qu'une 
seule  détermination,  il  en  résulte  évidemment  une  détermination 
unique  pour  les  termes  suivants  6,c,..  /.  Si  m  est  pair  et  si  À«  est 
est  positif,  nous  aurons  pour  a  deux  déterminations  égales  et  de 
signes  contraires  ;  nous  pourrons  donc  poser  o==  sj^VA*  =  soi,  *  dési- 
gnant dbl.  Le  premier  reste  A — am  a  la  même  valeur  quel  que  soit 
le  signe  de  c  car  a"  ^t^a^rzraf  puisque  m  est  pair.  Soit  A'xm*~~tle 
premier  terme  du  reste  ;  on  doit,  pour  trouver  ô,  diviser  As*-*1  par 
ma1*' f  =  ml"",ûJ,",  ;  mais  f*"1  =  •  puisque  m  —  1  est  impair;  donc 

•A'  «A' 

le  second  terme  est  égal  à  — ^  =  m«  T^zixP~i-  Nous  pouvons  donc 

poser  b=tbu  de  sorte  que  b  aura  deux  déterminations;  l'ensemble 
des  deux  premiers  termes  de  la  racine  peut  donc  être  représenté 
par  t{ai  +  *i).  Le  second  reste  sera  A — e\a  -f  b)m  =  A  —  (a,  +  é,)m, 
puisque  •"•  =  1  ;  on  verra  de  même  que  le  troisième  terme  a  deux 
déterminations  égales  et  de  signes  contraires,  et  ainsi  de  suite.  On 
obtient  ainsi  deux  polynômes  B  et  —  B,  égaux  et  de  signes  con- 
traires; mais  dans  tous  les  cas,  la  différence  A — Bmest  complète- 
ment déterminée,  et  le  reste  R  est  unique. 

Donc,  on  peut  énoncer  ce  théorème. 

Étant  donné  un  polynôme  A  entier  en  xt  de  degré  mp,  si  m  est  impair, 
on  ne  peut  trouver  qu'un  seul  polynôme  B,  de  degré  p,  tel  que  la  diffé- 
rence A  —  ET  soit  un  polynôme  R  de  degré  inférieur  àmp — p,  et  si  m 
est  pair  on  petit  trouver  deux  polynômes  B  et  —  By  égaux  et  de  signes 
contraires  satisfaisant  à  la  condition  donnée. 

164.  Démonstration  directe.  —  On  peut  établir  la  proposition 
directement.  En  effet,  supposons  que  Ton  puisse  avoir  en  même 
temps  : 

A^BW  +  R 
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et 

A=CW  +  S 

B  et  Celant  deux  polynômes  de  degré  p;  R  et  S  deux  polynômes 
qui  soient  chacun  de  degré  inférieur  à  mp —  p,  et  A  un  polynôme 
de  degré  mp;  on  déduit  des  deux  identités  précédentes  : 

Bw  —  Cm  =  S  —  R 
ou 

(B  — C)(Bw"i  +  B,,l"2C  +  ...  +  Cm~l)  =  S  — R. 

Soient  a  et  a  les  premiers  termes  des  polynômes  B  et  C,  en  sup- 
posant ces  polynômes  ordonnés  suivant  les  puissances  décrois- 
santes ;  on  a  nécessairement  am=am,  puisque  les  termes  du  degré 
le  plus  élevé  de  Bw  et  de  Cm  doivent  être  identiques  au  premier 
terme  de  À;  si  m  est  impair,  on  a  donc  a  =a,  et  si  m  est  pair, 
a  =±a;  mais  si  a'= — a,  le  premier  terme  du  polynôme  —  C,  sera 
égal  à  a;  or,  on  peut  évidemment,  dans  ce  cas,  changer  C  en  —  G; 
nous  pouvons  donc  supposer  dans  tous  les  cas,  que  les  premiers 
termes  de  B  et  de  C,  soient  les  mêmes.  Cela  étant,  quel  que  soit  le 
degré  de  B —  C,  le  terme  du  plus  haut  degré  du  second  facteur  du 
premier  membre  de  l'identité  précédente  étant  alors  égal  à  mam-\ 
le  degré  de  ce  premier  membre  sera  au  moins  égal  à  p(m  —  1) 
ou  mp^-p;  et  par  suite  l'identité  est  impossible,  puisque  S  — R 
est  de  degré  inférieur  à  mp — p.  La  proposition  est  donc  établie. 

Remarque.  —  Supposons  que  Ton  ait  déterminé  les  h  premiers 
termes  de  B,  on  aura  : 

A  =  (box*  +  b,x^  + ...  +  bi-txr-wy*  +  RA. 

Ra  étant  un  polynôme  de  degré  mp  —  h  au  plus.  On  vérifiera 
comme  plus  haut,  que  cette  transformation  n'est  possible  que  d'une 
seule  manière,  si  m  est  impair  et  avec  deux  polynômes  égaux  et  de 
signes  contraires  si  m  est  pair.  Si  h  =/>,  le  reste  Rp  sera  au  plus  de 
degré  mp—p  —  4  ;  c'est  conforme  à  ce  que  nous  avons  trouvé. 
165.  Exemple.  —  Soit  à  calculer  la  racine  cubique  du  polynôme  : 

«■— 3a»+l. 

Le  premier  terme  de  la  racine  est  ara,  le  premier  terme  du  reste 
sera  donc  — 3  s?.  Donc  le  second  terme  de  la  racine  est  : 

— 3a?5 :  3#*= — x\ 
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on  retranche  du  polynôme  donné  le  cube  de  a?* — x,  c'est-à-dire 
s6— 3a^+3ar* — x9;  mais  comme  on  a  déjà  retranché  s6,  il  suffit  de 
retrancher  — 3ff5-f-  3a:4 — x9  du  reste;  on  obtient  ainsi — 3s4-f-:cs-f-l; 
le  troisième  terme  de  la  racine  est  donc  égal  à  — 1  ;  il  n'y  a  plus 
qu'à  retrancher  du  polynôme  donné  le  cube  de  a? — x — 1  pour 
savoir  si  ce  polynôme  est  un  cube  parfait.  On  peut  abréger  Topé- 
ration  en  remarquant  qu'on  a  déjà  retranché  (x1 — a?)*;  il  reste  donc 
à  retrancher  de  — 3a?4+a?8-fl,  la  somme  : 

—tyï—xY+Z[&—x)—i=—W+&*—3x—it 

le  reste  est:  — 5a?»+3x-|-2;  on  a  donc: 

a*— 3x»+l  =  (*»— x— 1)*— 5s»+3a?+2. 

Voici  comment  on  dispose  l'opération  : 


-3*»+l 


a:*  —  x  +  \ 


(x*—x}l=x*—3x*+3x*—x, 
3(x2-a0,=3j?4— 6a?»  +  3ar8 


— 3x5+l 
—  3*8+3ar4  — x*       —  3[a;2— x)  =  —  3a?* +  3* 


—  3x4  +  x3— 1       —  3(x*  —  x)* +  ${**  —  *)  =  —  Zx*  +  6x*  —  3ar— 1 
— 3^  +  6^—33?— 1 


— 5a*+3x+2 

Remarque.  — Il  convient  de  remarquer  que  le  premier  terme  du 
premier  reste  partiel  est  toujours  égal  au  terme  de  degré  mp — 1  du 
polynôme  donné;  donc  on  peut  écrire  les  deux  premiers  termes 
de  la  racine  dès  que  Ton  connaît  les  deux  premiers  termes  du 
polynôme  donné. 

166.  Autre  exemple.  —  Extraire  la  racine  carrée  du  polynôme 

x4  -}-  In  x*  +  8p  x1  +  4 q  x  +  r. 

Voici  l'opération  : 

x*  +  4n  x*  +  6p  x1  +  iq  x  +  r  I*"  -f  2nx  -f  3p  —  2  n* 

4nx»  +  4n«x« I  2x«  +  2n  x 

(Gp  —  4n»)  a:1  -f  Aq  x  -f  r  2n  x 

(6p  —  4 n«)x»  +  4 n  (3 p  —  2 n1)  x  +  (3 p  -  2  n»)1  2x»  +  4nx  +  3p  —  2n* 
4  [7  -  n(3p  — 2n«)]  x  +  r  —  (3  P  —  «n1)1     3p-2n' 

On  avait  à  retrancher  du  polynôme  le  carré  de  x1  -f-2nx,  après  avoir  déjà 
retranché  x*  ;  pour  cela  on  procède  comme  en  arithmétique,  on  double  x*  et  on 
ajoute  2  n  x,  on  multiplie  ensuite  la  somme  x1  +  2  n  x  par  2  n  x;  ensuite,  pour  retran- 
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cher  du  second  reste  le  carré  de  x1  -f  2  n  x  +  3p  —  Sn1,  on  multiplie  par  3p— 2  w1 
la  somme  2x*  +  4nx-h3^  —  2  h1..,  etc. 
Le  reste  est 

4  [g  —  n  (3;>  —  3n«)]  *  +  r  —  (3p  —  2»«>* 
pour  que  le  polynôme  soit  carré  parfait  on  doit  avoir  : 

q  —  n  (3p  —  2n«)  =0 
r  —  (3p  —  2n»)*=0. 

167.  Deuxième  cas.  —  Extraction  de  la  racine  m*  d'un 
polynôme  ordonné  suivant  les  puissances  croissantes 

de  x.  —  Supposons  d'abord  que  le  polynôme  donné  A  ne  soit  pas 
divisible  par  s,  et  soit  : 

À  =  a0-|-  axx  +  atx*  -{• 

Supposons  que  À  soit  la  puissance  m*  d'un  polynôme  entier 

B=è0  +  *,ff +  *,**  + 

de  sorte  que 

À  =  (*.  +  *,*  +  *.*  + )- 

En  raisonnant  comme  dans  le  premier  cas,  on  voit  que  Ton  doit 
avoir  6*  =  a0.  Si  m  est  impair,  on  a  b0  =  "Va;  si  m  est  pair,  il  faut 
supposer  ao  >  0  et  alors  b0  =  rfc:  "$£;  choisissons  Tune  de  ces 
déterminations  et  désignons-la  par  b0.  Retranchons  b?  de  À;  nous 
obtiendrons  un  premier  reste  partiel  Rf  de  sorte  que  : 

comme  4*  =  a«,  Ri  est  divisible  par  a?  et  Ton  peut  poser 

R,  =  x.  S„ 

S,  désignant  un  polynôme  entier  en  a?. 

Si  nous  désignons  par  y  la  partie  inconnue  de  la  racine,  nous 
aurons  : 

R«  =  (*.  +  y)»-*r=m*r,y+^=^*ryf  + 

Dans  le  second  membre,  le  terme  de  degré  le  moins  élevé  est  évi- 
demment égal  kmb?~~l  multiplié  par  le  premier  terme  btx  dey; 
donc,  on  aura  le  second  terme  de  la  racine  en  divisant  le  premier 
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terme  de  Rt  par  m*™"1;  si  Ton  retranche  (b0  +  btx)^  de  A,  on 
obtiendra  un  second  reste  égal  à 

R,  -  (m à?"1  blx  +  m{™~i)br*  (ft,*)1  + ) 

ce  nouveau  reste  aura  donc  x*  en  facteur,  et  Ton  peut  poser 

R2  =  x9  S,. 

En  raisonnant  comme  dans  le  cas  des  puissances  décroissantes, 
on  prouvera  que,  quel  que  soit  le  nombre  de  termes  trouvés,  on 
obtient  le  suivant  en  retranchant  du  polynôme  donné  la  puissance  m 
de  la  partie  trouvée  à  la  racine,  et  en  divisant  le  premier  terme  du 
reste  ainsi  obtenu  par  m  fois  la  (m — 1)«  puissance  du  premier  terme 
de  la  racine,  et  Ton  aura  : 

A={b0  +  bix  +  b1x'  + +  bhxh)m+x*+*Sl+t, 

SA+l  étant  un  polynôme  entier  en  x. 

Si  le  polynôme  A  est  une  puissance  m*  exacte,  on  arrivera  néces- 
sairement à  un  reste  nul  ;  si,  quelque  loin  qu'on  pousse  l'opération 
ie  reste  Ra+t  n'est  jamais  nul,  il  est  clair  que  A  n'est  pas  une  puis- 
sance m*.  Si  le  degré  de  A  est mp}  le  reste  R^+i  doit  être  nul;  si  non 
l'opération  est  impossible  et  pourra  être  continuée  indéfiniment. 

On  peut  écrire  a  priori  l'identité  précédente,  et  il  n'y  aura  rien  à 
changer  pour  déterminer  successivement  les  différents  termes  du 
polynôme 

que  Ton  appelle  la  racine  me  approchée  ou  exacte,  suivant  quo 
Rh-i  est  différent  de  zéro  ou  nul. 

Si  m  est  impair  il  n'y  a  qu'une  seule  racine  de  degré  donné  h; 
si  m  est  pair  on  peut  en  trouver  deux,  égales  et  de  signes  contraires. 

On  peut  donc  énoncer  cette  proposition  : 

Étant  donné  un  polynôme  entier  en  x, 

A  =  ao+ai#  +  0txî-|- 

on  peut  trouver  un  seul  polynôme  entier 

B  =  btx  + +  bhx* 

de  degré  A,  si  m  est  impair,  ou  deux  polynômes  égaux  et  de  signe* 
contraires  si  m  est  pair,  tels  que  la  différence 

A  — Bm, 

soit  divisible  par  a:**1. 
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Il  est  facile  de  démontrer  directement  cette  proposition. 
Supposons,  en  effet,  qu'on  ait  en  même  temps  :  . 

A  es  Bw  +  x*+!  S 
A  =  Cm  +  a^T, 

B  et  C  étant  tous  les  deux  de  degré  A.  On  voit  aisément  qu'on  peut 
supposer  dans  tous  les  cas  que  les  premiers  termes  de  B  et  de  0 
sont  égaux;  cela  posé,  on  déduit  des  deux  identités  précédentes 
supposées  vraies, 

(B  —  C)  (B*-1  +  Bm-*  C  +  Bm*8  C2  +  +  C"1-1)  h-  **+i  (T  —  S), 

B  — G  peut  contenir  a;  en  facteur,  mais  évidemment  au  plus  à  la 
puissance  h;  or,  pour  x  =  0,  le  second  facteur  du  premier  membre 
se  réduit  à  m  ôj1"1  ;  donc  le  premier  membre  n'est  pas  divisible  par 
x*+\  il  ne  peut  donc  être  identique  au  second. 

168.  Exemple.  —  Soit  à  extraire  la  racine  cubique  du  polynôme 

1-3*, 

on  trouve  immédiatement  les  deux  premiers  termes  :  1  —  x. 
Le  cube  de  1— a:  est  1—3 x  +3 a?'  —  a:8;  donc,  le  second  reste  est 

—  3  a?8  +  a?8, 

le  troisième  terme  de  la  racine  est  donc  —  x*. 

Retranchons  de  —  3 a?8  +  «*  le  cube  de  1  —  x  —  x*  diminué  de 
(1  —  a?)8,  c'est-à-dire  —  3  (1  —  x)  x*  +  3  (1  —  air)  x*  —  a?8  ;  le  nouveau 
reste  aura  x9  en  facteur.  On  obtient  : 

1  — 3a?  =  (1—  x  —  x*)*  —  2x'  —3a?4  +  3ar*+  a;6. 

169.  Supposons  maintenant  qu'il  s'agisse  d'un  polynôme  conte- 
nant en  facteur  une  puissance  de  a?  dont  l'exposant  soit  un  multiple 
de  m;  si  cette  dernière  condition  n'était  pas  remplie,  on  reconnaît 
immédiatement  que  l'opération  est  impossible  et  ne  peut  môme  pas 
être  commencée.  Soit  donc  Àf  =z  Aa?"1*,  À  désignant  un  polynôme 
entier  en  x;  nous  pourrons  mettre  À  sous  la  forme  ^ 

A  =  [b.  +  Ai  x  +  b>x*  + +  ****)»»  +  **+'  Sa+i, 

on  aura  ainsi  s 

A'  =  (b9x*  +  *,a?*+i  +  6,arH-«  + +  6Aa?^+*)m  +  a?*H*+!  S^. 

Ge  cas  se  ramène  donc  au  précédent.  Il  est  d'ailleurs  facile  de  le 
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traiter  directement,  la  règle  à  suivre  est  la  même  que  dans  le  cas 
précédent. 

170.  Développement  de  *VÂ  suivant  les  puissances  en- 
tières de  a\  —  Nous  supposons  que  Ton  donne  à  x  une  valeur  po 
sitive  ou  négative,  le  polynôme  A  prend  alors  une  valeur  numé- 
rique déterminée.  VA  désigne  la  racine  même  arithmétique  de  ce 
nombre  que  nous  supposerons  positif  si  m  est  pair. 

Soit  d'abord  un  polynôme  entier  À  non  divisible  par  x;  je  dis 
que  Ton  peut  poser 

7Â  =  B»  +  ***ni 

Bk  désignant  un  polynôme  entier  en  x  de  degré  A,  et  X  une  expres- 
sion ayant  une  limite  finie  quand  x  tend  vers  0. 

En  effet,  extrayons  la  racine  m0  de  A  ordonné  suivant  les 
puissances  croissantes  de  x,  de  manière  à  obtenir  à  la  racine  un 
polynôme  de  degré  h;  nous  aurons  d'après  ce  qui  précède  : 

A  =  (bQ  +  *t  x  +  btx*  + +  ****)"  +  **+«  S 

S  étant  un  polynôme  entier. 
Désignons  par  B  le  polynôme 

ào  +  bix  +  6,ar,+ +  bhXh 

et  représentons  VA  par  U. 
On  peut  écrire  : 

U»  —  B"  =  x*1  S, 
d'où: 

U— BzroHH-1 


Um-t  +  ym-J  fi  + +  B«-l# 


Si  x  tend  vers  zéro,  U  tend  vers  60  =  "V^- 
Si 


S  =  <r0  +  *,  x  +  •• 


la  fraction 


U— ■  -f  U"-*  B  + +  B"-1 


a  pour  valeur  :  — r£zr  quand  x  =  Q. 
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Si  donc  on  pose  : 

1  = 5 

U"-1  +  U"-1  B  + +BW-», 

on  aura  : 

7Â  =  60  +  bx  x  +  b%x*  + +  bhx*  +  îl«*+i? 

X  ayant  pour  limite  — rbrr»  c'est-à-dire  une  limite  finie,  quand  x 

tend  vers  zéro. 

On  peut  remarquer  que       °ml  est  précisément  le  coefficient  du 

terme  en  x**1  que  Ton  trouverait  à  la  racine,  si  Ton  cherchait  un 
terme  de  plus.  On  peut  donc  écrire  aussi  : 

"VA  =  Ôo+  Ai  X  +  b2X*  + +  (bh  +  a)  *H\ 

«  tendant  vers  zéro  en  même  temps  que  x,  puisque  «  =  l  x. 

171.  La  transformation  précédente  nest  possible  que  d'une  seule 
manière. 

En  d'autres  termes,  si  Ton  a  : 

bQ+bix+btx*  + +bhxh  +'kxh+l  =  Cq  +  ctx  + ch  xh  -f  p  xh+l 

X  et  /*  ayant  des  limites  finies  pour  x  =  0,  on  a: 

60  =  co      ^i=^i bh  =  ch      >=ft. 

Il  suffit  de  reproduire  la  démonstration  du  n°  (62). 

Supposons  maintenant  qu'il  s'agisse  d'un  polynôme  entier  A, 
divisible  par  x"1*. 

Posons  A'  =  Ax*,  A  étant  un  polynôme  entier  non  divisible 
par  x.  _ 

Supposons  que  x  soit  positif,  alors  y  kxmp=xpn\/A1  et  Ton  aura 

WVT=  *0x"  +  i.xH-'  + +  bhx»+h  +  XxH-*+i. 

Soitx  <  0;  posons  x  =— a/;simp  est  pair,  v/a?mp  =  *'*  =  (—  l)w; 
on  aura  alors 

Vr=(—  l)'(è0x^  +  *lxH-'+....  +Aax    +  *(-l)i>xH-M-f 

Si  mp  est  impair,  on  a  dans  tous  les  cas  "yÀx"v  =  x*,VA;  c'est  la 
première  identité  qui  convient. 
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Soit  maintenant 

A  =  OifismP  +aixm>i-t+  .  ...  +  a"v, 

en  posant 

1 

a?  =  -, 

4» 

on  a  : 

A  =  xm*  (oo  +  a,  i  +  a,2*  + +  ampzm>). 

Donc,  en  remarquant  que  m\[ti™*  =  tx*.  t  étant  égal  à  +1  quant  x 
est  positif,  etaussi  quand  x  est  négatif,  et  que/;  est  pair;  t  étant  égal 
à  —  1 ,  si  />  est  impair  et  x  <  0  ;  on  aura 

VÂ  =  ia?(ào+6i2  +  £tz2+ +  bhz)  +  xK\zh+\ 


OU 


wv/ï  =  f(i0a^  +  b,  xp-1  +  itxP"»  + +  bhx»~h)  +  i.***-*-1. 


>  ayant  une  limite  finie  quand  2  tend  vers  zéro,  c'est-à-dire  quand  x 
augmente  indéfiniment  en  valeur  absolue,  le  polynôme 

étant  la  racine  m6  approchée  du  polynôme 

fl0+aiZ  + +ampzmP. 

Remarque.  —  La  transformation  précédente  n'est  possible  que 
d'une  seule  manière. 

APPLICATIONS 

172.  Trouver  la  condition  pour  que  le  trinôme 

ax%-{-1bxy  +  cy8 

soit  un  carré  parfait  (à  un  facteur  numérique  près). 
Supposons  que  a  soit  différent  de  zéro  ;  et  considérons  le  trinôme 


carrée,  en  supposant 
iverons 

oV  +  iabxy  +  cy*  =  (ax  +  by)>  +  (ac  —  6*)y', 


Extrayons  sa  racine  carrée,  en  supposant  que  y  ait  une  valeur 
déterminée  ;  nous  trouverons 
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le  reste  est  donc 

(ac-b*)y*; 
il  faut  que  ce  reste  soit  nul  quel  que  soit  y,  donc,  on  doit  avoir 

ac  —  b*  =  0. 

On  arriverait  à  la  même  conclusion  si  Ton  savait  seulement  que  c 
est  différent  de  zéro.  Enfin  si  a  =  0,  c  =  0,  le  trinôme  se  réduit 
à  2bxy;  il  ne  peut  évidemment  être  le  carré  d'aucun  polynôme  en- 
tier en  x  ou  y;  on  peut  donc  dire  que  la  condition  cherchée  est  : 

ac  —  b*  =  0, 

en  supposant  toutefois  que  a  et  c  ne  soient  pas  nuls  en  même  temps, 
car  alors  b  devrait  être  également  nul  et  le  trinôme  s'évanouirait 
identiquement. 

Supposons  la  condition  trouvée  remplie  et  soit  d'abord  a  >  0,  on 
aura 

ax*  +  2bxy  +  cy*  =  - (ax+  by)*=:[  xfa+-~y  )  . 
a  \  y/a    I 

Si  au  contraire  a  est  négatif,  on  aura 

axt  +  2bxy+cyi=—l  ^V^— «— T^y  )  . 

Remarque.  —  Nous  dirons  dans  les  deux  cas  que  le  polynôme 
donné  est  carré  parfait. 

173.  Problème.  —  Détermina*  S  de  manière  que 

ax*  +  2  b.cy  +  cy1—  S  {x*  +  y») 

soit  itn  carré  parfait. 
Ordonnons  l'expression  donnée  : 

(a  —  S)  x»  +  2  bxy  +  (c  —  S)  y». 

Pour  que  cette  expression  soit  carré  parfait,  il  faut  et  il  suffit  quo  S  soit  racine  do 
l'équation 

(a  -  S)  (c  -  S)  —  6*  =  o. 

Si  b  =  o,  on  doit  prendre  S  =  a  ou  S  =  c. 

On  vérifie  facilement  que  l'équation  du  second  degré  en  S  a  ses  racines  réelles  et 
inégales  tant  que  b  est  différent  de  zéro;  en  effet,  le  coefficient  de  S*  est  positif,  et 
si  l'on  substitue  a  ou  c  à  S,  le  premier  membre  devient  égal  à  —  b%  ;  donc  l'équation 
a  une  racine  inférieure  à  a  et  à  c,  et  une  racine  supérieure  à  chacun  de  ces  deux 
membres. 
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174.  Problème.  —  Déterminer  S  de  manière  que  le  polynôme 

ax*  +  afy*  +  a"z*  +  2  byz  +  Wzx  m+  Wxy  -  S  (*■  -f  y*  +  *«) 

sot/  un  carré  parfait. 

Si  le  polynôme  précédent  est  carré  parfait,  sa  racine  sera  un  polynôme  homogène 
du  premier  degré;  le  coefficient  de  **  est  (a  —  S).  Supposons  d'abord  a  — S  diffé- 
rent de  zéro,  alors,  en  regardant  y  et  z  comme  des  nombres  donnés,  le  polynôme 

(a  -  S)  *»  +  2  (b"y  +  to)  «  +  («'  —  S)  y*  +  Sfyz  +  (a''—  S)  z* 

considéré  comme  un  polynôme  entier  en  x,  sera  carré  parfait  ou,  plus  exactement, 
égal  à  plus  ou  moins  un  carré  parfait.  Il  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  Ton  ait  : 

(6"y  +  6'z)«  -  (a  -  S)  [(a7-  S)  y*  +  2  tyz  +  (a"  -  S)  *■]  =  0 

ou  ; 

[6"«-(<z-S)  (rf-S)]  y«-2  [ô'ô/'-ô(a-S)]*y  +  [*«-(a-S)(a"-8)]==0. 

Cette  identité  devant  avoir  lieu  quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  à  y  et  à  z, 
elle  se  décompose  en  : 

(a- S)  (^ -S)-  o"*  =  o 

(a -S)  (a"— S) -6'*  =o 

(a  —  S)  6  —  ^6^  =  0. 

Supposons  d'abord  6,  à*  b"  tous  trois  différents  de  zéro;  la  dernière  équation 

donne 

a      b'b" 
«-S=— . 

Substituant  dans  les  deux  autres,  et  simplifiant,  on  obtient  : 

bb"  „      6// 

Par  suite i  pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait  : 

b'b»  bb"         „      bb 

a r==ar— j- ==«,"_  j- 

et  Ton  devra  prendre  pour  S,  la  valeur  commune  de  ces  trois  expressions, 

S  =  « r. 

11  est  d'ailleurs  facile  de  trouver  la  racine  carrée,  en  supposant  les  conditions  pré- 
cédentes remplies.  En  effet,  on  a  alors 

„      6'6"  0   ,   bf/  a   ,   W 

a=S+-y-    a'  =  S  +  -^-    ^  =  8+^7 

le  polynôme  donné  est  donc  égal  à  : 
b'b'1         bb"  bl/ 


bl/b" 


(ï  +  l  +  p)  * 
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Supposons  maintenant  que  l'un  des  coefficients  6,  (/,  6"  soit  nui  ;  soit  par  exemple 
y  =  0;  nous  supposons  toujours  a  —  S  différent  de  zéro;  l'équation 

(a_S)6  —  6'6"  =  0 

tonne  6  =  0  ;  on  aura  alors  S  =  a"  et  l'équation  de  condition  : 
(a  -  a")  (a'  -  a")  =  6"*. 

On  voit  de  même  que  si  l'on  suppose  6  =  0,  il  faudra  supposer  6>  ou  6"  nul. 
Soient  6  =  0  et  6"  =  0,  il  faudra  prendre  S  =  a*  et  les  coefficients  devront  vérifier 
la  condition: 

(a-aO  (û"-a/)=6/*. 

Si  bf  =  0  et  6"=  0,  il  faudra  que  l'on  ait  6  =  0  puisque  a  —  S  est  supposé  diffé- 
rent de  zéro;  dans  ce  cas  il  faudra  prendre  S  =  af  ctS  =  «",  ce  qui  exige  que 
y=o//. 

Considérons  par  exemple  le  cas  de  6  =  0,  6'  =  0. 

Le  polynôme  se  réduit,  en  prenant  S  =  «",  à  : 

fl««+fl'yl  +  fl"2,+  2  6"  xy  —  a0  (ar«  +  y«  +  *» 
ou 

(a  —  a")**  -f  (a'  —  a")  y*  +  26"  *y 

et  il  est  bien  carré  parfait,  si 

(a  —  a')  (a'  —  a-)  -  6"»  =  0. 
Supposons  maintenant  S  =  tf  ;  le  polynôme  donné  se  réduit  à 

(tf  —  a)  y*  -f  (a"—  a)  z*  -f  2  6yz  +  2  6'z*  +2  b"  xy 
il  est  évident  que  le  carré  d'un  polynôme  de  la  forme 

«x  +  fy  +ft 

contient  un  terme  en  xx  ;  si  donc  le  polynôme  proposé  est  carré  parfait,  sa  racine 
ne  doit  pas  contenir  x,  elle  sera  de  la  forme 

P  y  +  T  * 

dont  le  carré  ne  contient  plus  aucun  terme  en  xy  ou  xz;  donc  on  doit  avoir 

6''=0    et    6'=0 

et  ensuite 

(a'_  a)  (a"  —  a)  —  6»  =0. 

11  est  évident  que  ce  cas  ne  diffère  pas,  au  fond,  de  ceux  que  nous  avons  déjà 
considérés. 

EXERCICES 

1.  Trouver  les  conditions  pour  que  x*  +  3px*  +  3  q  x  -f  r  soit  un  cube  parfait 

2.  Condition  pour  que  x*  -f  3  />  x%  -f-  3  q  x  -f- 1 •  soit  divisible  par  un  carré  parfait. 

3.  Extraire  la  racine  carrée  de 

(xi  —y*)i+(y«  -ii)»  +  (î«-iy)«  -3(.r*  -y  s)  (y*  —  z  «)  (*•-*  y) 
Réponse  :        x*  +  y1  -f  s*  —  3  x  y  z. 

A.  Résoudre  l'équation 

x*  —  2  a  x9  —  [m*  —  2  a1)**  -{-  2  a  m%  x  —  «'  m1  =  0. 

».  K1M WftXGUnrSKl.   A.VG^UM.  ** 
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On  extrait  la  racine,  carrée,  en  ordonnant  suivant  les  puissances  croissantes  : 
l'équation  prend  la  forme 

(«»-**-s*)'-(£+i)-=°- 

(Cette  équation  se  présente  dans  la  résolution  du  problème  de  Pappus.) 
5.  Étant  donné  le  polynôme 

f{x)=kx*  +  B  x*  +Cx*  +  D*  +  E 

on  peut,  d'une  infinité  de  manières,  trouver  deux  trinômes  du  second  degré  P,  Q, 
vérifiant  l'identité  : 

P»+«Q=/» 

a  étant  une  constante.  Montrer  que,  parmi  ces  systèmes,  il  y  en  a  trois  pour  lesquels 
le  trinôme  Q  est  un  carré  parfait. 


CHAPITRE  XII 

LIMITES  DE  QUELQUES  EXPRESSIONS  IRRATIONNELLES 

Expressions  se  présentant  sous  la  forme-. 
175.  Trouver  la  limite  de  la  fraction. 

m/-""         m/ 
y]X —    y/a 


quand  x  tend  vers  a,  [en  supposant  a  positif  quand  m  est  pair). 

Désignons  par  y  la  racine  m9  de  x,  et  par  b  la  î  acine  m*  de  a,  de 
sorte  que  :x  =  ym,  a  =  bm.  Quand  x  tend  vers  a,  y  tend  vers  b.  ' 
Nous  sommes  ainsi  ramenés  à  trouver  la  limite  de  : 


ym Jw 

quand  y  tend  vers  b. 
Or, 

y-6    _ 


ytn  __  £m         ym-1  _|_  ym-tf,  _|_ _|_  £m-i 

donc,  si  y  tend  vers  6,  la  fraction  donnée  a  pour  limite 

1 


mbm~r 


Digitized  by 


Google 


LIMITES  DE  QUELQUES  EXPKESSIONS  IRKATIOMELLES  J63 

OU; 

1 
raya™"1 
Eo  particulier, 

ita£zJÉ=-L 

*  —  a        2Va 
176.  Trouver  la  limite  de  la  fraction  : 


quand  x  tend  vers  a. 
On  a: 


donc 


v*-vs 


lim,       #       _  _ 

m™  <im  -* 


Antre  méthode.  —  Posons  a?  =y*v,  a=Kona: 

ym  —  bm 
ou,  en  divisant  les  deux  termes  par  y  —  *, 

yl»-l+yy-t6    +     +    fr_, 

y—'  +  y"-**  + +è— » 

donc,  si  *  tend  vers  o,  y  tendant  vers  6,  on  a  : 
477.  /'(x), *  (x) désignant  des  po.ynomes  entiers,  trouver  la 
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limite  d'une  fraction 

2v7R 
f=- 


2  Vf  (*) 

quand  x  tend  vers  a,  en  supposant  que  ton  ait  : 
On  a: 


2[v/(*)-v/>)] 

/  = = =r 

2IV?(*)-V?i«)] 

puisque  Ton  a  retranché  de  chacun  des  termes  une  somme  nulle 
par  hypothèse.  Si  Ton  divise  les  deux  termes  de  cette  dernière 
fraction  par  a?—  a,  on  est  ramené  à  trouver  les  limites  de  fractions 
telles  que  : 

x  —  a 
or: 

x  —  a  f(x)  —  f  (a)  x  —  a 

?-*-£■ ^-^  est  un  polynôme  entier  dont  on  aura  la  limite  pour 

x  —■ •  a 

x  =  a  en  remplaçant  simplement  a?  par  a;  quant  à  la  fraction 

va*)— ifi*) 


elle  a  pour  1 

imite 
—  Trou 
vers  1. 

n*)-n«) 

Exemple. 

m7/,(a)™-« 
ver  la  limite  de 

quand  x  tend 

«»  _  V4  «•  - 

-a* 
-3 
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On  a  :      . 

V5+"7  —  V5      i       i 

hm. ! =  -— =  — 

(*  +  7)  —  8      3V82      12 


(5  —  ara)  —  4       x  —  1       4  2 

rr"  — 1 
lim.  -  =  Iim.  {x  + 1)  =  2 

X  "~"  J. 


donc 


ita.»f5=»=Wxî£î=iî!-JxiD  =  « 

4*1  — 3  — 1  a?  — 1         5 


1  +  -1 

i-      /•      12      2 
hmf=ô T: 


4  ~~      24* 

178.  Limite  de  fractions  dont  le  numérateur  et  le  déno- 
minateur sont  des  sommes  de  radicaux  portant  sur  des 
polynômes  entiers  en  x,  en  supposant  que  x  augmente 
indéfiniment. 

Soit  : 

277>) 

sVrw 

Si  x  augmente  indéfiniment,  chacun  des  polynômes  augmente 
indéfiniment.  Par  suite,  la  fraction  se  présentera  généralement  sous 
la  forme  §  ;  mais  il  peut  aussi  arriver  que  la  fraction  se  présente  sous 
une  forme  plus  compliquée  encore,  telle  que^"^.  On  divisera  les 
deux  termes  de  la  fraction  par  une  puissance  de  x,  x-1,  choisie  de 

manière  que  chacune  des  fractions  telle  que  Ilifi,  par  exemple, 

x* 

ait  une  limite  finie  quand  x  augmente  indéfiniment.  Il  convient, 

dans  les  questions  de  ce  genre,  de  distinguer  deux  cas  suivant 

que  x  est  infini  positif  ou  infini  négatif.  On  ramène  le  second  cas 

au  premier  en  changeant  dans  l'expression  donnée  x  en  —  x.  Si 

tous  les  radicaux  sont  d'indice  impair  il  n'est  pas  utile  de  faire  cette 

transformation 
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Exemple  : 


'  V55  +  1  +  Va^ï 

Si  a:  augmente  indéfiniment  par  valeurs  positives,  la  fraction  se 
présente  sous  la  forme  ~;  si  a?  est  négatif,  le  dénominateur  prend 
lui-même  une  forme  indéterminée. 

Supposons  d'abord  x  >  0,  et  divisons  les  deux  termes  par  :r*. 

y/a?»-»»  +  4  a?»-*  +  x-**  +  Va»-*  +  g»-* 
'  ~~        V2  *•"•■  +  «-••  +  V*1-*  —  *-* 

Il  suffit  que  a  vérifie  les  inégalités 

4--3«<0      4  —  5a<0      8  — 6«<0      1  —  3«<0 

ou  «>g  *^5  *^3' 

4 

il  suffit  de  prendre  «  =  -;  on  a  : 
o 

on  trouvera  la  même  limite  pour  x  =  — oo . 
179.  Trouver  la  limite  de 


x/Aa?«  +  2Bar  +  C 


quand  x  augmente  indéfiniment,  A  ttant  supposé  >  0. 
Si  x  est  positif,  ona*=  ^a?1,  et,  par  suite  : 


/=vA+?+i. 


/"a  pour  limite  ^A. 

Si  x  est  négatif,  a?  =  —  \/x%  donc 


/"a  alors  pour  limite  —  yjk. 
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Autre  méthode  : 

>/A^+2Bar  +  G  =  e^V/Â+  j|  +  7) 

l  ayant  une  limite  finie  quand  x  augmente  indéfiniment. 
Si  x  >  0,  il  faut  prendre  «  =  -|-  1 ,  et,  par  suite  : 

donc, 

lim./,=  VA; 
on  voit  de  plus  que  si  x  est  suffisamment  grand 

^A       x 
aura  le  signe  de  B;  donc,  la  différence 

f-4k 

aura  aussi  le  signe  de  B  en  tendant  vers  zéro. 
Pour  x  <  0,  il  faut  prendre  : 

*— — — —  B        \ 

\/Aj?«-fBa?  +  C  =  —  xjk = , 

\/A       a? 

on  en  conclut, 

lim.  /•=  —  \/Â, 

et,  de  plus,  f+y/K  tend  vers  zéro  par  des  valeurs  de  même  signe 
que  —  B. 

Expressions  se  présentant  sous  la  forme  00  —  00. 

180.  Soient  f(x)  et  ç(a?)  deux  polynômes  entiers  en  x;  on  demande  la 
limite  de 

-vTw  -  "vna 

quana  x  augmente  indéfiniment. 
On  a  identiquement: 


r  a*)-?(*m 

L7rt*)-7v(*)J 


I 
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f(x)  —  9  (x)  est  un  polynôme  entier  en  x;  la  fraction  : 

f{x)—  <p(ar) 

est  égale  à 

WW^  +  Wt^r-^w  + +  7(?  (*))-% 

il  en  résulte  que  l'expression  se  présentera,  en  général,  après  cette 
transformation  sous  la  forme  ~ ,  pour  x  infini. 

Exemples  : 

1°  Trouver  la  limite  de 

y  =  /a?2  -f*  1  —  x 

x  étant  infini. 

Si  x  est  <0,  il  n'y  a  aucune  difficulté;  l'expression  est  infinie  en 
même  temps  que  a?.  Supposons  x  >  0,  dans  ce  cas,  nous  écrirons  : 

__    s»  +  1  _  gi  _  1 

V  ~  y/tf~f\+x   ~~  v^+T  +  a?1 

donc, 

lim.  y  =  0. 

2°  Trouver  la  limite  de 

y  =  Va:8  —  5  a?1  +  ^  —  x 

x  étant  infini. 

Quel  que  soit  le  signe  de  a?,  quand  x  est  infini,  les  deux  parties 
dont  la  différence  représente  y  sont  infinies  et  de  signes  contraires. 
On  peut  écrire  : 


V(*»  —  5^  +  1)*  +  x  Va?  —  5  a?»  +  1  +  x*' 

Le  numérateur  est  égal  à  —  b  x*  -\-\.  Divisons  les  deux  termes 
de  la  fraction  par  a?1,  il  vient  : 

y  = 


vK+jw«-:+i+« 
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donc 

lim  jf  =  — j. 

181.  Autre  méthode.  —  On  peut  développer  les  radicaux  par  la 
méthode  donnée  au  numéro  (170).  Reprenons  l'exemple  précédent  : 
On  a: 

\  ayant  une  limite  finie  quand  x  augmente  indéfiniment.  Donc  : 

5 


y  =  -    3 


1/25_X\ 
x\9      x) 


g 

On  a  donc  bien  :  lim  y  = —  ^.  Mais  nous  avons  poussé  le  dévelop- 

o 

5 
pement  assez  loin  pour  savoir  quel  est  le  signe  de  y  +  x  quand  x 

augmente  indéfiniment.  On  peut  supposer  x  assez  grand  en  valeur 

25      \  X 

absolue  pour  que  — ait  le  signe  -f-,  puisque  -  a  pour  limite 

y       x  x 

zéro;  donc  pour  des  valeurs  de  x  suffisamment  grandes  en  valeur 

5  1 

absolue,  la  différence  y  +  5  aura  Ie  signe  de ,  c'est-à-dire  sera 

6  X 

négative  si  x  est  positif  et  positive  si  x  est  négatif. 
Autre  exemple.  —  Trouver  la  limite  de  F  expression  : 

y  =  y/Ax*+îBx  +  C-(x>jl  +  ^ 

quand  x  augmente  indéfiniment  en  valeur  absolue. 
Le  trinôme 

Aar+2Bar  +  C, 

est  infini,  et  a  le  signe  de  A,  quand  x  est  infini;  il  faut  donc 
supposer  A  >  0  pour  que  le  radical  soit  réel.  Si  x  est  infini 
négatif,  y  est  infini  positif.  Supposons  que  x  soit  positif  et  augmente 
indéfiniment.  On  a  : 

-      B    .  AC  — B"      1       ,    X 

VA*'  +  2B*+C=WA+^  +  — g—  -j^x  +  iF- 
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\  ayant  une  limite  finie,  quand  x  augmente  indéfiniment.  Donc  : 

lfAC  —  B* 


y      *  L  2A  A        * J 


donc  y  tend  vers  zéro  par  valeurs  positives,  si  AC — B1  est  positif: 
par  valeurs  négatives,  si  AC  —  B"  est  négatif. 
Soit  encore  : 

-  .    B 


y=y/Ax*+2Bx+G+x\/X  +  -jT 

VA 

x  recevant  des  valeurs  négatives,  et  croissant  indéfiniment  en  valeur 
absolue. 
Dans  ce  cas,  on  doit  prendre  : 

>/A^  +  2Bx  +  C  =  -(a?Â  +  ^  +  AC7BV/T  +  0 
\  >Jk  A       2a?y/A     «V 


et  par  suite  : 

ifAC— B' 

-2A\/Â 


on  arrive  aux  mêmes  conclusions  que  dans  le  premier  cas. 

182.  Remarque.  —  Si  P  et  Q  deviennent  infinis  et  de  même 
signe  en  même  temps,  la  différence  P  —  Q  ne  peut  avoir  une 

p 
limite  finie  que  si  ^  a  pour  limite  1.  En  effet 


»_o_o(5-i)i 


le  premier  facteur  Q  augmente  indéfiniment  par  hypothèse,  il  faut 

p 
donc  que  le  second  facteur  ~  —  1»  ait  pour  limite  zéro,  pour  que 

leur  produit  puisse  avoir  une  limite  finie.  D'après  cela,  si  Ton  écrit  : 

on  est  ramené  à  trouver  la  limite  d'une  fraction  dont  les  deux 
termes  tendent  vers  zéro. 
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EXERCICES 
1.  Trouver  )a  limite  de  l'expression 


quand  x  augmente  iodéflniment. 

Rép.  :    1. 
2.  Trouver  la  limite  de  la  fraction 


}jx  +  8  —  Vaar  +  6  —  Mhx  —  4 
a:1  +  )/sx+  1  —  V  5a:  +  22 
quand  s  tend  vers  1. 


135 


3.  Trouver  la  limite  de  l'expression 

[i9x  +  ^29x  +  35]     —  [5x«  +  69  +  ^48*  +  i] 
(5a?  +  3)*  —  (*»  —  x  +  4)* 


quand  «  tend  vers  1. 


■*•  s 


CHAPITRE    XIII 

DÉTERMINANTS 

183.  Définitions.  —  Considérons  Tune  quelconque  des  permu- 
tations formées  par  n  nombres  inégaux.  On  dit  que  deux  termes, 
consécutifs  ou  non,  de  cette  permutation,  forment  une  inversion 
quand  celui  des  deux  qui  occupe  le  rang  le  plus  élevé  est  le  plus 
petit.  Lorsque  le  nombre  total  des  inversions  est  pair  on  dit  que  la 
permutation  est  de  la  première  classe;  si,  au  contraire,  le  nombre 
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des  inversions  est  impair,  on  dit  que  la  permutation  est  de  la 
seconde  classe.  Par  exemple,  soit  la  permutation  : 

2.5.1.3.4 

elle  présente  les  inversions  suivantes  :  2  —  1  ;  5  —  1  ;  5  —  3;5  — 4  : 
en  tout  quatre  inversions;  la  permutation  est  de  la  première  classe. 
Il  en  est  de  même  de  la  permutation  : 

1.2.3.4.5 

qui  ne  présente  aucune  inversion. 
Au  contraire, 

2.5.3.1.4 

présente  les  inversions  2  —  1;  5  —  3;  5  —  1;  5—4;  3  —  1;  elle 
est  donc  de  la  seconde  classe,  puisque  le  nombre  d'inversions  est 
impair. 

184.  Théorème.  —  Une  permutation  change  de  classe  quand  on 
échange  entre  eux  deux  termes  quelconques. 

En  effet,  supposons  d'abord  que  les. deux  éléments  échangés 
entre  eux  a,  b}  soient  consécutifs;  nous  pouvons  représenter  les 
deux  permutations  de  cette  manière  : 

MaéP  et  MéaP, 

M  désignant  l'ensemble  des  éléments  qui  précèdent  a  et  b,  P  l'en- 
semble de  ceux  qui  suivent.  Il  est  évident  que  les  inversions  for- 
mées par  a  et  b  avec  les  éléments  contenus  dans  M  et  dans  P,  ainsi 
que  les  inversions  formées  par  les  éléments  de  M  avec  ceux  de  P  ne 
sont  pas  modifiées,  puisque  les  places  relatives  de  ces  éléments  ne 
sont  pas  changées.  Reste  à  considérer  a  et  b;  or,  il  est  clair  qu'une 
seulç  des  deux  permutations  ai  et  b  a  présente  une  inversion  ; 
donc,  l'échange  des  éléments  a  et  b  entre  eux,  introduit  ou  sup- 
prime une  inversion  et,  par  suite,  dans  les  deux  cas,  la  classe  de 
la  permutation  est  changée. 

Supposons,  maintenant,  que  les  deux  éléments  a  et  b  ne  soient 
pas  consécutifs;  nous  pouvons  représenter  la  permutation  donnée 
par 

M  a  P  b  Q, 

M,  P,  Q  désignant  les  éléments  autres  que  a  et  b;  si  P  est  formé 
de  p  éléments,  en  permutant  b  successivement  avec  chacun  de 
ces  p  éléments,  la  classe  changera  p  fois,  et  l'on  obtiendra  : 

MaftPQ. 
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une  nouvelle  permutation  donnera  : 

MàaPQ 

et  produira  un  nouveau  changement  de  classe;  enfin,  en  permu- 
tant successivement  a  avec  chacun  des  éléments  de  P,  il  se  pro- 
duira p  nouveaux  changements  de  classe;  la  classe  aura  donc 
changé  2  p  +  1  fois,  et  par  suite  aura  finalement  changé,  et  Ton 
obtiendra  : 

MéPaQ, 

permutation  qui  n'est  plus  de  la  même  classe  que  la  proposée. 

La  proposition  est  donc  entièrement  établie. 

Corollaire.  —  A  toute  permutation  de  la  première  classe  on  peut 
faire  correspondre  une  permutation  de  la  seconde  classe,  en  échan- 
geant entre  eux  deux  éléments  déterminés  a,  à,  et  réciproquement. 
On  en  conclut  qu'il  y  a  autant  de  permutations  dans  chaque  classe. 

185.  Éléments  avec  indices.  —  On  peut  désigner  n  nombres 
croissants,  par  une  seule  lettre  pourvue  des  indices  1,  2,  3, n  : 

fln  a»»  <*»> ««• 

Si  Ton  considère  une  permutation  quelconque 
«a  ty  aT ax, 

dans  laquelle  les  indices  a,  p,y >  ne  sont  autres  que  tous  les 

nombres  1,  2, n  rangés  dans  un  ordre  quelconque,  on  peut 

considérer  les  inversions  formées  par  les  indices  :  la  permutation 
sera  de  la  première  ou  de  la  seconde  classe,  selon  que  le  nombre 
des  inversions  formées  par  les  indices  est  pair  ou  impair.  Échanger 
deux  éléments  revient  à  échanger  deux  indices;  une  permutation 
d'indices  ou  d'éléments  produit  donc  un  changement  de  classe.  Il 
convient  de  remarquer  qu'au  lieu  de  prendre  pour  indices  les  nom- 
bres 1,2,  3, n,  on  peut  prendre  n  nombres  croissants  quelcon- 
ques, cela  ne  changera  rien  au  nombre  d'inversions;  si  par  exemple 
au  lieu  de  1,2,  3,  4,  5  on  prend  4,  6,  9,  10, 12,  il  est  évident  que 
les  permutations  : 

a9.  at.  aA.  a%.  a%  et  a,.  a4.  aw.  ae.  att 

présenteront  le  même  nombre  d'inversions. 

Nous  aurons  à  considérer  dans  la  suite,  des  tableaux  formés  par 
des  éléments  rangés  à  la  fois  en  lignes  et  en  colonnes^  de  telle  sorte 
qu'il  y  ait  un  élément  et  un  seul  à  l'intersection  de  chaque  ligne 
avec  chaque  colonne  (les  lignes  étant  tracées  dans  le  sens  de  l'écri- 
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turc  et  les  colonnes  n'étant  autres  que  des  lignes  perpendiculaires 
aux  premières).  Supposons  qu'il  y  ait  n  lignes  et  n  colonnes;  le 
nombre  des  éléments  sera  égal  à  n"  ;  nous  représenterons  ces  élé- 
ments à  l'aide  d'une  seule  lettre  affectée  de  deux  indices  :  a*  repré- 
sentera l'élément  qui  est  à  l'intersection  de  la  ligne  de  rang  p  et 
de  la  colonne  de  rang  q.  Nous  aurons  donc  le  tableau  suivant  : 

«i,  a». a\ a? 

«i,  «î •  •  < a? 


°J>  al ai «; 


<< aj <% 

Nous  appellerons  diagonale  principale  du  tableau  l'ensemble  des 
éléments  a{,  a\ aj  dont  les  deux  indices  sont  égaux;  les  élé- 
ments aj,  aj-1,  aj^*, axn  (dans  lesquels  la  somme  des  indices 

fait  n  +  1)  forment  la  seconde  diagonale;  deux  éléments,  tels 
que  a?  et  aj  sont  symétriques  par  rapport  à  la  diagonale  principale; 
si,  quels  que  soient  p  et  qf  on  a  aj  =  aj,  on  dit  que  le  tableau 
considéré  est  symétrique. 

Soit: 

<f  *f •? 

une  permutation  formée  avec  n  éléments,  un  seul  étant  pris  dans 
chaque  ligne  et  dans  chaque  colonne,  de  sorte  que  les  indices 

«,  p, \  forment  une  permutation  quelconque  des  nombres 

1,  2, 3, n,  ainsi  que  les  indices  «',  P', V. 

On  dit  que  la  permutation  considérée  appartient  à  la  première 
classe  si  le  nombre  des  inversions  formées  par  les  indices  infé- 
rieurs et  le  nombre  des  inversions  formées  par  les  indices  supé- 
rieurs sont  de  même  parité  et  à  la  seconde  classe  dans  le  cas  con- 
traire. Ainsi,  en  désignant  ces  nombres  par  I  et  I',  lorsque  I  + 1'  est 
un  nombre  'pair,  la  permutation  est  de  première  ctasse;  si  I  -f- 1* 
est  impair  elle  est  de  seconde  classe. 

186.  Théorème.  —  Si  Von  écrit  dans  un  ordre  quelconque  les  élé- 
ments d'une  permutation  à  deux  indices}  la  classe  de  cette  permutation 
reste  la  même. 
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En  effet,  permuter  entre  eux  deux  éléments  quelconques  revient 
à  permuter  entre  eux  et,  en  même  temps,  leurs  indices  inférieurs  et 
leurs  indices  supérieurs;  la  première  permutation  change  la  parité 
du  nombre  des  inversions  formées  par  les  indices  inférieurs,  la 
deuxième  change  la  parité  du  nombre  d'inversions  des  indices 
supérieurs;  donc  la  parité  de  la  somme  I  +  F  demeure  la  même  et, 
par  suite,  la  classe  de  la  permutation  considérée  ne  change  pas. 

187.  Définition  d'un  déterminant.  —  On  nomme  déterminant 
de  n'  nombres  rangés  par  lignes  et  colonnes  en  tableau  carré  * 

a\  a\ ,  .  aj 

a\  a\ aj 

<  < <% 

la.  somme  algébrique  de  tous  les  produits  de  n  facteurs  obtenus  en 
prenant,  un  élément  et  un  seul  dans  chaque  ligne  et  dans  chaque 
colonne,  et  en  affectant  chaque  produit  du  signe  +  ou  du  signe  — , 
suivant  que  le  nombre  des  inversions  formées.par  les  numéros  des 
lignes  et  le  nombre  des  inversions  formées  par  les  numéros  des 
colonnes  auxquelles  appartiennent  ces  éléments  sont  de  même 
parité  ou  de  parités  différentes.  On  représente  ce  déterminant  en 
écrivant  le  tableau  précédent  entre  deux  traits  parallèles  aux 
colonnes;  on  a  ainsi  : 


a\     a\ aj 

ai    a| aj 

<  £ <Z 


=  2(-i)I+r<f< «, 


le  signe  2  représente  la  somme  de  tous  les  termes  différents  obtenus 
en  prenant  pour  indices  inférieurs  toutes  les  permutations  des 
nombres  1,  2,  3, n,  et  pour  indices  supérieurs  toutes  les  per- 
mutations des  mêmes  nombres,  en  ayant  soin  de  ne  prendre  qu'une 
seule  fois  les  produits  composés  des  mêmes  facteurs  ;  I  et  F  dési- 
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gnant  pour  chaque  terme  de  la  somme,  les  nombres  d'inversions 
des  indices  inférieurs  et  ceux  des  indices  supérieurs. 

L'ordre  des  éléments  d'un  terme  quelconque  étant  indifférent, 
on  peut  écrire,  en  désignant  le  déterminant  précédent  par  A, 

A=2(-i)'' 


ou 


A  =  2  (-  D1  flî 


«;.. 

...  a\ 

tl 

le  signe  1  s'étendant  dans  les  deux  cas  à  tous  les  termes  obtenus  en 

prenant  pour  indices  «,   P, X  toutes   les  permutations    des 

nombres  1,  2, n  et  I  désignant  le  nombre  des  inversions  de 

ces  indices;  en  effet,  dans  chacun  des  deux  cas,  les  indices  rangés 
dans  Tordre  naturel  1,  2,  3, n  ne  présentent  aucune  inversion. 

En  d'autres  termes,  on  peut  prendre  de  toutes  les  manières  pos- 
sibles un  élément  successivement  dans  chacune  des  colonnes  depuis 
la  première  jusqu'à  la  dernière,  donner  au  produit  le  signe  +  ou 
le  signe  — ,  suivant  que  le  nombre  des  inversions  formées  par  les 
numéros  des  lignes  auxquels  ces  éléments  appartiennent  est  pair 
ou  impair  et  faire  la  somme  algébrique,  ou  inversement  :  prendre 
le  premier  facteur  dans  la  première  ligne,  le  deuxième  dans  la 
deuxième  ligne  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  la  dernière,  et  affecter  le 
produit  de  ces  n  facteurs  du  signe  +  ou  du  signe — ,  suivant  que  les 
numéros  des  colonnes  auxquels  ils  appartiennent  respectivement, 
présentent  un  nombre  pair  ou  un  nombre  impair  d'inversions  et 
faire  la  somme  algébrique  de  tous  ces  produits;  on  obtiendra, 
d'une  manière  ou  de  l'autre,  la  même  somme,  qui  est  le 
déterminant  A. 

Exemple  : 


=  <*\Qla\  -  a\a\a\  +  a\°iai.  -  a\a\a\  +  alaïal  —  a\aK 

on  en  conclut 

=  abc"  —  ab"  c  +  bc  a"  —  bà  cv  +  ca' b*  —  cb'a* 
en  remplaçant  a\  par  a,  a\  par  6,  etc 


«: 

«ï 

«î 

«î 

a\ 

<*! 

«i 

< 

< 

abc 
a  b'  c 
a"  b"  c» 
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188.  — Le  terme  a\  a\a\ aj|   est  affecté  du  signe  +»  on  le 

nomme  terme  principal;  on  peut  en  déduire  tous  les  autres  en  per- 
mutant de  toutes  les  manières  possibles,  soit  les  indices  inférieurs, 
soit  les  indices  supérieurs  et  en  donnant  le  signe  +  ou  le  signe  — 
au  résultat  obtenu,  suivant  que  le  nombre  de  permutations  de 
deux  indices  est  pair  ou  impair.  On  reconnaît  aisément  que  cette 
règle,  donnée  par  Cramer,  coïncide  avec  celle  que  nous  avons 
donnée  plus  haut. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  le  nombre  des  termes  d'un 
déterminante  n  lignes  et  à  n  colonnes,  est  égal  à  :   1.  2.  3 n. 

On  représente  souvent  un  déterminant  par  son  terme  principal 
écrit  entre  parenthèses  : 


(ajaj. 


«-) 


ainsi 


abc 
a  b  c' 
a"  bv  c9 


=  (a  6V) 


PROPRIÉTÉS  ÉLÉMENTAIRES  DES  DETERMINANTS 


189.  Théorème.  —  Un  déterminant  ne  change  pas  quand  on  y 
permute  chaque  ligne  avec  la  colonne  de  même  numéro. 
Considérons  les  deux  déterminants, 


ai  ^  . 

..al' 
..  aï 

et 

b\b\  . 

..bl 

•  **; 

«t  a'„  . 

à1.  I>\  • 

•  •  *: 

Les  lignes  du  second  seront  bien  les  colonnes  du  premier  et 
inversement  si  Ton  a  bpq  =  a\  lorsque  p  et  q  sont  égaux  à  l'un 
quelconque  des  nombres  1,2, n. 

Or  à  tout  terme 


(_1)I+IW al 


,  KBWBMM0WHU. 


-  ALOftlIM. 


12 


Digitized  by 


Google 


178  COURS  D'ALGÈBRE 

du  premier  déterminant  on  peut  faire  correspondre  le  terme  : 

(_i)i +  !'*;«; « 

du  second;  I  désignant  le  nombre  des  inversions  des  indices 
p,  r, u  et  F  celui  des  indices  q,  s, v;  mais  par  hypothèse 

bq  =  aj    ot  =  ar ...  ù0  =  Ou 

donc  ces  deux  termes  sont  égaux  et  de  même  signe.  Les  deux 
déterminants  sont  composés  des  mêmes  termes  affectés  des  mêmes 
signes,  donc  ils  sont  égaux. 

190.  Théorème.  —  Un  déterminant  change  de  signe  quand  on  y 
permute  deux  rangée»  parallèles. 

Supposons  par  exemple  que  Ton  permute  les  colonnes  de  rang 
p  et  q  du  déterminant  : 


A  = 


a\  a\  •  •  .  «r 


a\a\ 


.  of  . 


..  oj. 


a«  a«  •  •  •  aï 

n      n  n 


o*    . 


on  obtient  un  nouveau  déterminant  A'  que  nous  représenterons 
par  la  notation 


A'  = 


b\  b]  ...  bï  .. 

b\  b\  ...  bï  .. 


.  b't  ...  bnt 
.  bl  ...  « 


bn  bn 


bï 


.  bn 


Dans  le  second  déterminant,  les  éléments  de  la  colonne  de  rang 
p  sont  égaux  aux  éléments  de  la  colonne  de  rang  q  du  premier  et 
inversement;  de  sorte  que 

6Ï  =  al  et  bl  =  ci 
pour  toutes  valeurs  de  «  égales  à  1, 2, n,  et  de  plus  *;  =  al  pour 
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toutes  les  valeurs  de  a  égales  à  1,  2, n  et  pour  r  égal  à  tous 

les  nombres  1,  2, n  exceptés/?  et  q. 

Un  terme  quelconque  de  A  est  de  la  forme  : 

•  oJajA, 

À  désignant  un  produit  de  n  —  2  éléments  dont  les  indices  supé- 
rieurs sont  différents  de  p  et  de  q>  et  e  étant  égal  à  ±  1  ;  à  ce 
terme  correspond  dans  A'  le  terme  : 

.'  *•  bP  B. 

•'  étant  égal  à  ±  1  et  B  désignant  ce  que  devient  À  quand  on  y 
remplace  chaque  élément  de  A  par  l'élément  placé  de  la  même 
manière  dans  A'  ;  de  sorte  que  d'après  ce  que  nous  avons  supposé, 
on  a  B  =  A.  On  a  en  outre  :  6«  =  oj,  b?  =  aj  ;  donc  les  deux  termes 
comparés  ont  la  même  valeur  absolue.  Pour  déterminer  «  et  s'  il 
reste  à  compter  dans  chaque  terme  les  inversions  formées  par  les 
indices;  or,  dans  les  deux  termes,  les  indices  inférieurs  sont  les 
mêmes;  quant  aux  indices  supérieurs,  on  passe  des  indices  du  pre- 
mier terme  à  ceux  du  second  en  permutant  p  et  q  ;  donc  on  a 
t  =  —  «  ;  les  deux  termes  considérés  sont  donc  égaux  et  de  signes 
contraires.  Ainsi  à  tout  terme  de  A  correspond  un  terme  égal  et  de 
signe  contraire  dans  A',  et  inversement;  donc  : 

A'  =  —  A. 

On  ferait  une  démonstration  analogue  pour  les  lignes. 

191.  Théorème.  —  Un  déterminant  qui  a  deux  rangées  parallèles 
identiques y  est  nul. 

En  effet,  si  Ton  permute  deux  rangées  parallèles  le  déterminant 
change  seulement  de  signe  ;  mais  si  les  deux  rangées  sont  compo- 
sées des  mêmes  nombres,  il  est  évident  que  le  déterminant  ne 
change  pas;  on  a  donc,  en  désignant  le  déterminant  par  A 

A  =  — A 

ou 

A  =0. 

Remarque.  —  Il  convient  de  remarquer  que,  dans  ce  cas,  le  dé- 
terminant est  la  somme  de  termes  deux  à  deux  égaux  et  de  signes 
contraires. 
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En  effet,  supposons  que  Ton  ait  aj  =  aj,  «  étant  l'un  quelconque 

des  nombres  1,  2, n.  Considérons  un  terme  quelconque  du 

déterminant;  on  peut  récrire  ainsi  : 

T  =  t  d  a\  A 
il  lui  correspond  évidemment  un  terme  de  la  forme 

T'  =  t'  al  al  A. 

Mais  t'  =  —  c  puisque  les  indices  inférieurs  sont  les  mêmes  et 
qu'on  obtient  les  indices  supérieurs  du  second  en  permutant  les 
indices p  et  q  du  premier;  on  a  ensuite  par  hypothèse  : 

al  =  al  et  a?  =  aj,  donc  T  =  —  T. 

192.  Il  résulte  des  théorèmes  précédents,  que  si  Ton  permute  de 
toutes  les  manières  possibles  les  lignes  entre  elles  et  les  colonnes 
entre  elles,  et  que  Ton  échange  ensuite  les  lignes  et  les  colonnes 
si  Ton  veut,  le  déterminant  obtenu  sera  égal  au  premier  ou  égal  à 
ce  déterminant  changé  de  signe  suivant  que  le  terme  principal  du 
nouveau  déterminant  aura  le  même  signe  que  le  terme  principal 
du  premier,  ou  le  signe  contraire. 

Par  exemple,  le  déterminant  : 


al  ai 
a\a\ 


al  ai 


=  (-  l)1 


a;  a\ 
ai  al 


al  a" 


I  étant  le  nombre  des  inversions  des  nombres  p,  q t;  en  effet, 

dans  le  premier  déterminant  le  terme  a\a\ ai  a  le  signe  +i  tan- 
dis que  dans  le  second  déterminant,  ce  terme  a  le  signe  de  ( —  l}1. 
1Ô3.  Définitions.  —  Nous  appellerons  degré  d'un  déterminant 
le  nombre  des  lignes  et  des  colonnes.  On  appelle  déterminants 
mineurs  d'ordre  p,  d'un  déterminant  de  degré  n,  tous  les 
déterminants  obtenus  en  supprimant  p  lignes  et  p  colonnes 
quelconques.  Ces  déterminants  mineurs  sont  des  déterminants  de 
degré  n — p;  si  Ton  supprime  n  —  1  lignes  et  n  —  1  colonnes,  on 
obtient  un  élément. 
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Nous  représenterons  par  A*  le  mineur  obtenu  en  supprimant  dans 
le  déterminant  A  la  ligne  de  rangp  et  la  colonne  de  rang  q;  de 
de  même  Aj; £  est  le  mineur  du  second  ordre  obtenu  en  suppri- 
mant les  lignes  de  rangs  p  et//  et  les  colonnes  de  rangs  q  et  q'. 
Enfin,  on  peut  avoir,  au  contraire,  à  mettre  en  évidence  les  lignes 
et  les  colonnes  du  déterminant  A  avec  lesquels  on  forme  un 
mineur;  nous  représenterons  par  la  notation  : 

A££:'::::::f) 

le  mineur  formé  avec  les  éléments  de  A  appartenant  à  la  fois 
aux  lignes  de  rangs  p,  q,  r,  .....  f,  et  aux  colonnes  de  rangs 
p\  q'1  r', (/.  Les  déterminants  mineurs  : 

A^rf  et  a  &£;•:::::?) 

obtenus,  le  premier  en  supprimant  les  lignes  de  rangs  /?,  q, t 

et  les  colonnes  de  rangs  p\  q' (  et  le  second  en  supprimant 

les  autres  rangées,  sont  appelés  mineurs  complémentaires. 

194.  Développement  d'un  déterminant.  —  Tout  terme  d'un 
déterminant  contient  un  élément  etun  seul  appartenant  à  une  rangée 
déterminée;  il  en  résulte  que  le  déterminant  considéré  est  une 
fonction  homogène  et  du  premier  degré  de  tous  les  éléments  de 
cette  rangée. 

Si  Ton  considère,  en  effet,  tous  les  termes  contenant  alp,  en  met- 
tant a*  en  facteur,  la  somme  de  tous  ces  termes  peut  être  repré- 
sentée par  a*  A£,  AJ  étant  indépendant  des  éléments  de  la  ligne  de 
rang  p  et  de  la  lre  colonne  ;  de  même  l'ensemble  des  termes  conte- 
nant a*  sera  «J  AJ,  AJ  ne  contenant  aucun  élément  de  la  ligne  de 
rangp  ni  de  la  2*  colonne;  et  ainsi  de  suite.  Un  terme  quelconque 
aj  de  la  ligne-  de  rang  /?,  figure  nécessairement  dans  un  certain 
nombre  de  termes  du  déterminant.  On  a  donc  : 

A  =  oj  Aj  +  ci  AJ  + +  al  A?  + anp  AJ. 

Il  s'agit  de  déterminer  A|. 

Supposons  d'abord  p  =  1  ;  on  aura  ainsi  : 

A  =  aîAl  +  aîAÎ+ +  of  A? 

Pour  déterminer  Ai,  considérons  tous  les  termes  contenant  a\  en 
facteur,  leur  somme  peut  être  représentée  par 

Z  (—  4)1  o>  off  of al 
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p,  g, t  ayant  toutes  les  valeurs  obtenues  en  permutant  de  toutes 

les  manières  possibles  les  nombres  2,  3, n,  et  I  désignant  le 

nombre  des  inversions  présentées  par  la  suite  1,  p,  q t;  ou  plus 

simplement  par  la  suite  p,  y,  ....*  t.  On  peut  donc  écrire  ainsi  la 
somme  précédente  : 

a\Z(-\)laial < 

de  sorte  que 

A}  =  2(-i)IflîaI <. 

Il  est  presque  évident  que  le  second  membre  représente  le  déter- 
minant mineur  Ai  obtenu  en  supprimant  la  première  ligne  et  la 
première  colonne  de  A, 

Pour  le  prouver,  il  suffit  de  remarquer  qu'un  élément  tel  que  a*, 
est  dans  ce  mineur,  dans  la  ligne  de  rang  u  —  1  et  dans  la  colonne 
de  rang  v  —  1,  et,  par  suite,  devrait  être  représenté  par  blZ\  ;  donc 
on  peut  écrire  : 

A!  =  2  (-  l)1  br  «- b'~\  =  2  ( -  l)1 6f '  bt bU 

p,  qr1  t'  représentant  dans   tous  les  ordres  possibles  les 

nombres  1,  2, n —  1.  Or,  le  nombre  d'inversions  formées  par 

les  nombres  p,  q, t  étant  évidemment  le  même  que  celui  de 

ces  mêmes  nombres  diminués  d'une  unité,  on  a 

•    a?  =  s  (—  î)1  ^r  *r «-i; 

donc  : 

Al  =  A|. 

Cela  posé,  pour  calculer  AJ,  amenons  la  ligne  de  rang/?  au  premier 
rang  en  la  permutant  successivement  avec  chacune  des  p  —  1  lignes 
précédentes,  ce  qui  change  le  déterminant  A  en  (—  l)*-f  a;  puis  de 
la  même  manière  amenons  la  colonne  de  rang  q  au  premier  rang 
par  q  —  1  permutations  successives  avec  les  q  —  1  premières 
colonnes;  le  déterminant  sera  finalement  multiplié  par 

(_  iy>-i-hî-i  =  (__  iy+< 
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p 


aj-i  «J-i 


aï 


>p+i  uH-i 


a»  a1 a**1  a«+! 


Dans  le  déterminant  précédent,  le  coefficient  de  aj  est  le  mineur 
obtenu  en  supprimant  la  première  ligne  et  la  première  colonne, 
c'est-à-d  ire  précisément  Aj .  On  en  conclut  que 


AJ  =  (-1)H«AJ. 


On  a  donc  : 


A  =  (-l)H-«  4  A],  +  (-l)H-»  aJ  AJ  + +  (-!)«*«  aj  AJ  + 

+  (-\)*»  <*;*;. 

On  a  de  même 

A  =  (—  l)«+i  of  AJ  +  (— l)*"*  aï  AJ  + +  (—  l)*+>  al  A«  + 

+  (-l)*fnaS  AS. 

On  voit  ainsi  que  le  coefficient  de  aj!  est  le  même,  quand  on 
développe  le  déterminant  suivant  les  éléments  de  Tune  quel- 
conque des  rangées  contenant  a|.  Nous  appellerons  (—  1)^*  AJ, 
le  coefficient  de  a%. 

195.  Corollaires.  —  Le  coefficient  Aj!  est  indépendant  des 
éléments  de  la  p*  ligne  et  des  éléments  de  la  q*  colonne.  Il  résulte 
de  là  que  Ton  a,  si  p  et  q  sont  différents, 

a\  \lp  +  aj  AJ  + +  aj  AJ  =  0. 

En  effet,  l'expression  précédente  représente  ce  que  devient  A 
quand  on  y  remplace  les  éléments  de  la  p*  ligne  par  ceux  de  la  #% 
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sans  faire  le  changement  inverse;  c'est,  en  d'autres  termes,  le 
développement  d'un  déterminant  ayant  deux  rangées  parallèles 
identiques. 
On  a  de  même,  en  supposant  toujours  p  différent  de  q  : 

«ÏAf  +  «?  A!+ +  a'A?,  =  0. 

196.  Application.  —  On  peut,  par  ce  qui  précède,  ramener  le 
développement  d'un  déterminant  de  degré  n  au  développement 
de  n  déterminants  de  degré  n — 1;  chacun  de  ces  derniers  se  calcule 
au  moyen  de  n  —  1  déterminants  de  degré  n  —  2,  et  ainsi  de  suite, 
jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  des  déterminants  du  second  degré  dont 
le  développement  n'offre  plus  aucune  difficulté. 

On  a  ainsi  : 


abc 
a'  b'  c' 
a"  b"  c" 


b'   c' 
b"  c' 


—  b 


a'  c" 


+  <= 


a'  b' 
a'  b' 


=  a(b'  c'  —  d  b")  -b{d  c"  -  d  a")  +  c  (a'  b"  —  b'  a') 

b    c    d 
b'    d   d1 


a 

a' 

a"  b"  c"  d" 

a"  b"  cm  d" 


b'   d  d' 

a' 

d   d 

=  a 

/,"  c"  d' 
b"  c"  d" 

—  b 

a"  c"  d" 
a"  c"  d" 

-f  c 

a    b'   c 

—  d 

o"  b"  c" 

a"  b* 

c* 

a'  b'  d' 
a"  b"  d" 
a"  bm  dm 


\Mf 


Il  n'y  a  plus  qu'à  développer  les  quatre  déterminants  du  3e  degré. 

197.  Règle  de  Sarrus  pour  déve- 

A  b  lopper  un  déterminant  du  3*  degré.  — 

On  écrit  au-dessous  du  déterminant  une 
seconde  fois  la  première  ligne,  puis  la 
deuxième;  on  peut  alors  mener  trois  lignes 
telles  que  a  b1  e\  a!  b"  c,  a"  b  c',  qui  sont  pa- 

"X  ,^\  /°"  rallèles  à  la  diagonale  principale,  ce  qui 
>f       Vv'  donne  les  trois  produits  ab'c',  a'ô"c,  a*ôc' 

«*•''      ;£x''     *SJ>  que  Ton   affecte  du    signe  +  î  Pu's  on  a 

/     \  trois  lignes  a"b'c,  ab*c\  a'bc"  parallèles  à 

a--''       b'      x\<^  la  seconde  diagonale;  on  affecte  les  pro- 

duits correspondants  du  signe  —  ;  on  a  ainsi  : 

A  =  ab'c"  +  a'b'c  +  a'bc'—  a" b1  c  -  ab*c'  —  d  bc\ 
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'&  Généralisation.  —  Considérons  dans  un  déterminant  tous  tes  termes 
qui  appartiennent  à  la  fois  aux  p  premières  lignes  et  aux  p  premières  colonnes;  la 
somme  S  de  tous  ces  termes  sera  : 

s =s(-D,+x  <•..«;<+.<+. < 

î>  »*»..... *  prenant  les  valeurs  i,  2, pt  et  o't  v* *  les  valeurs  p  -fi, ,  p  +  2  ...  n, 

'désigne  le  nombre  des  inversions  des  indices?,  r « et  I7  celui  des  indices 

j  \?/» «'î  il  est  évident  que  les  premiers  étant  tous  plus  petits  que  les  seconds, 

+  ï  est  le  nombre  total  des  inversions  que  présentent  tous  les  indices  supérieurs. 

0r.  on  peut  évidemment  écrire  : 

s=2  (-d^x «;•  s  (-«*<+,  <+, «'• 

011  voit,  en  raisonnant  comme  plus  haut,  que  : 

s=M',;!:z;)xA(>1::;;îî:r.:)  ou  s-ACiïzïJxAfc; 


P. 


Ainsi,  dang  je  développement  de  a,  le  coefficient  du  mineur  formé  avec  les 
J>  premières  lignes  et  les  p  premières  colonnes  est  le  mineur  complémentaire 
obtenu  en  supprimant  ces  mêmes  rangées. 

***  Posé,  considérons  p  lignes  quelconques  de  rangs  a,  0,  ...  x  et  p  colonnes  de 

i^T a'  ^'  '"  x'*  0n  amènera  la  u8ne  de  ran?  *  a  occuper  la  première  place  à 
raimde«-~t,  permutations  successives  avec  chacune  des  «  —  1  précédentes; 
puis  la  ligne  de  rang  0  à  occuper  le  deuxième  rang  à  l'aide  de  $  —  2  permutations, 

et  ainsi  de  gQile .  qUan(j  ^  lignes  de  rangs  a,  fi, x  auront  été  amenées  à 

occuper  Jeg  places  de  rangs  1, 2, ...  p;  et  quand,  ayant  procédé  de  la  même  manière 

a  Jtyard  des  colonnes,  celles  de  rangs  *',  g7, x'  occuperont  les  rangs  i,  2 p, 

Je  déterminant  aura  été  multiplié  par 

(-!)•  +  r  +  -■  +  ^  +  «'+r  +  -.+V- «  (1+1 +...+  ,) 

ou  pins  simplement  par 

(-l)«  +  p  +  -  +  ^  +  «,  +  r  +  ...  +  ^| 

on  en  conclut  que  dans  le  développement  de  a,  le  coefficient  du  mineur  A  V    f i  ) 

est  égal  à 

1     1}*  *«,  » i 

Si  l'on  suppose  que  les  lignes  a,  0,...X  restent  invariables,  on  aura,  comme  on  le 
voit  facilement, 

A=(-ir+'+"-+^(-^+^+"+vA(-:;j:::\)At:î;;:.:î 

en  donnant  dans  le  second  membre  à  *',  ($', V  toutes  les  valeurs  obtenues  en 

choisissant  p  nombres  distincts  parmi  les  nombres  1,  2,  3,  ...  n. 

On  aurait  une  formule  analogue  en  laissant  a',  (?,  ...  x'  fixes  et  faisant  varier 
«,  3, ...  X. 

La  règle  précédente  est  due  à  Laplace. 

Exemple  : 

*(«  6  c*  cT)=  (a  b')  {<?£")  -  (a  <r)  (6-  d?)  +  (a  tf)  (o*  cT) 
+  {b  O  (a*  O-  (*  <f  )  (a"  O  +  (*  <*)  KO. 
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Remarque.  —  On  vérifie  sans  peine  que  la  dérivée  du  déterminant  A  par  rapport 
à  aj  est  A*,  de  même  sa  dérivée  seconde  par  rapport  à  aj  puis  aj!  est  le  coefficient 
de  aj  <*J,  dans  le  développement  de  A,  et  ainsi  de  suite. 

199.  Théorème.  —  Pour  multiplier  un  déterminant  par  un 
nombre,  il  suffit  de  multiplier  par  ce  nombre  tous  les  éléments 
d'une  même  rangée. 

En  effet,  chaque  terme  du  déterminant  sera  multiplié  par  le 
nombre  donné. 

Ainsi  par  exemple  : 


ka  b  c 

abc 

ka  b'  c' 

=  k 

abc 

ka'  b'  c" 

a"  b'  c' 

Corollaire.   —  Un  déterminant  A  qui  a  deux  rangées  parallèles 
formées  d 'éléments  proportionnels,  est  nul. 
Ainsi  : 


a  ka  c 

a  a  c 

a'  ka!  c 

=  k 

a  a  c 

a"  ka"  c* 

a*  a*? 

=  0 


200.  Théorème.  —  Un  déterminant  dans  lequel  chaque  élément 
(tune  rangée  est  la  somme  d'un  même  nombre  de  termes,  est  la  somme 
(Fautant  de  déterminants  qu'on  obtient  en  remplaçant  chacun  de  ces 
éléments  par  les  termes  dont  il  est  la  somme. 

Supposons  en  effet  que  les  éléments  de  la  ligne  de  rang  p,  par 
exemple,  soient  les  sommes  suivantes  : 

«;  =  *;+<>;+ +  ç 

«;  =  *;+ «5  + +  ç 

«;  =  *;  +  ç+ +ç 

on  aura  : 

*  =  n  Ar  =  n  Ircsit  tra 

A  =    2  akpkk  =  2  bkp\kp+  2  <£AÎ+ +  2  Ç  Aj. 

*=i  *  =  l  *  =  i  k  =  i 

Même  raisonnement  s'il  s'agit  d'une  colonne. 
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Exemple  : 

«  +  P  +7  *  e 
«'  +  P'  +  7  *'  * 
*'  +  ?  +  ?*'* 


aie 
«'  *'  C' 
«'  6»  c» 


+ 


M  ( 
p'  6'  c 
p"  *'  c7 


+ 


y  b  c 
/  *'  C 
y"  b'  C" 


Plus  généralement  si  les  éléments  de  la  première  colonne  sont 
des  sommes  de  A,  termes,  ceux  de  la  seconde  des  sommes  de 
Ai  termes,  ...  ceux  de  la  n*  des  sommes  de  hn  termes,  on  pourra, 
en  appliquant  successivement  le  théorème,  décomposer  le  déter- 
minant donné  en  une  somme  de  ht  ht hn  déterminants  dont 

tous  les  éléments  seront  les  termes  de  ces  différentes  sommes. 

Si  les  sommes  relatives  à  une  colonne  n'ont  pas  le  même  nombre 
de  termes  on  complétera  par  des  zéros  les  termes  manquants. 

Application.  —  Résoudre  Véquation  : 

abc. 

abc 

a»  b¥  c"  +  x 

en  supposant  ab'  —  bd  ^  0. 
On  peut  écrire  l'équation  proposée  sous  cette  forme  : 


a  b  c  -f-  ° 
a1  b'  c  +  o 
a»  bw  c*  +x 


=  0 


ou 


a    b    e 

a   b    o 

d  V  c 

+ 

a    b'  o 

a"  b'  c* 

a"  b*  x 

=  0 


d'où 


x  =  — 


abc 
a'  b'  c' 
a"  b"  c» 


a  b 
a1  V 


201.  Corollaire.  —  On  peut  ajouter  aux  éléments  d'une  rangée,  ceux 
des  rangées  parallèles  multipliés  respectivement  par  des  nombres 
quelconques. 

En  effet,  cela  revient  à  ajouter  au  déterminant  donné  des  déter- 
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minants  qui   sont  nuls  comme   ayant  deux  rangées  parallèles 
proportionnelles.  Exemple  : 


abc 
à  b'  c 
a*  b"  c* 


a  +  \b  -{-  pc  b  c 
a  +  \b'  +  t*'  *'  c 
a"  +  W  +  pf  b*  c9 


202.  Les  théorèmes  précédents  permettent  souvent  de  simplifier  le  calcul   des 
déterminants.  En  voici  des  exemples  : 


!•  Soit: 


a  b 
b  c 
e     a 


on  a: 


A== 


a+ b  +  c  b  c 
b  4-  c  -f-  a  c  a 
c  +  a  +  à    a  b 


=  {a  +  A  +  c) 


b  c 
c  b 
a     b 


=  (a  +  b  +  c)  (ab  +  bc  +  ca  —  a1—  A»  —  c*). 

En  développant  directement  le  déterminant,  on  obtient  : 
A  =  —  a»  —  ô»  —  ç»  -{-  3abc, 

donc: 

at  +  6»  +  c»  -  3a6c  =  (a  +  b  +  c)  (a»  +  A»  +  c»  —  a£  —  6c  -  -  ca) 

=  5  {a  +  6  +  c)  [(a  -  A)»  +  (6  -  c)»  +  (c  -  <i)*J. 
2*  Soit  encore  le  déterminant 


On  a: 


D  = 


ad  bat  ca'  o 
o     a    b    c 

aat  ab'  ad  o 
o     a'   b'  d 


D  = 


aa' 


a  b  e  o 
o  a  b  c 
d  b'  e  o 
o  a  b'  d 


aa!  ba>  car  o 
o  a  b  e 
o  (Ob')  (ad)  o 
o     a?      y  d 


abc 

{ab')  [ad)  o 
ce      V  cf 


où  Ton  a  représenté  par  (ab')%  (ad)  les  déterminants  ab*  —  bd,  ati—  ca>. 
On  aura  de  même  : 


-à 


ad    fjd  cd  \        !    I  (ad)  (bd)   o 
(aV)  (ad)   o  I  =  —  I  (ab')  (ad)   o 


a'c    b'c  cd 


de    tfc   ce 


(a*)  (bc) 
(ab')(ad) 


par  suite: 


D  =  (ad  -  cd)*  -  (ab'  -  bd)  (bd  —  cb). 
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8*  Considérons  encore  le  déterminant  : 


169 


v  = 


111 

abc 
o»     6»     à» 


.  1 
.  / 


»*■ 


a,  b,  c, /  étant  n  nombres  donnés. 

Si  b  =  a,  le  déterminant,  a  deux  colonnes  identiques  et  par  suite  est  nul,  donc 

V  est  divisible  par  b  —  a;  on  voit  de  même  qu'il  est  divisible  par  c  —  a, /  —  a 

par  c—  6, /  —  b ,  etc.  Or,  c'est  évidemment  un  polynôme  entier  formé  avec 

les  lettres  at  6, /;  donc  (06) 

V  =  (b  -  a)  (c  -  a) (/  -«)(*-  b) (/  -  6) (/  -  k)  A. 

On  voit  aisément  que  le  terme  principal  bc% . ...  kn~~l  C1"1  ne  se  réduit  avec  aucun 
autre  ;  on  en  conclut  que  A  =  1,  et  par  suite  : 

V  =  (6  -  a)  (c  -  a) (/  -  a)  (c  -  b) (/  -  b) (/  -  k). 

Ce  déterminant  a  reçu  le  nom  de  déterminant  de  Vandermonde. 
4o  Considérons  enfin  le  déterminant 


D  = 


abc 
a?  t/  C 
a"    b"    & 


désignons  par  a,  g,  7,  9/f ...  7"  les  coefficients  des  éléments  de  D  de  sorte  que  : 

«  =  Ut'  -  &l/\  $=0*0"-  aV',...etc... 
Soit  enfin 


A  = 


«      i     7 

«'  p  r 
«*  P"  t ' 


le  déterminant  formé  avec  ces  coefficients.  A  se  nomme  le  déterminant  adjoint 
deD. 
Cela  posé,  on  a 

a    b       c 
D.  a  =        0    7"—  p" 

On  obtient  en  effet  le  déterminant  précédent  en  retranchant  des  éléments  de  la 
seconde  ligne  de  D,  multipliés  par  a,  ceux  de  la  première  ligne  multipliés  par  a\ 
En  opérant  d'une  manière  analogue  sur  lo  déterminant  obtenu,  on  trouve  : 


D.û«  = 


a     o     0 

0     y-p" 

0  -r  v 


on  a  par  conséquent  : 


pYf-1^/  =  a.  D 
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On  trouverait  de  la  même  manière 

7  9*  -  «  y  =  A".  D   etc. 

En  d'autres  termes,  un  mineur  de  A  est  égal  au  produit  de  D  par  l'élément  de 
D  qui  occupe  le  même  rang  que  l'élément  de  a  qui  a  pour  coefficient  le  mineur 
considéré. 

EXERCICES 
1.  Calculer  le  déterminant  suivant  : 


o  a 

—  a  o 

—  6      -c 

Rép.  :  o. 


2.  Tout  déterminant,  dans  lequel  les  éléments  de  la  diagonale  principale  sont  des 
zéros,  les  éléments  symétriques  par  rapport  à  cette  diagonale  étant  égaux  et  de 
signes  contraires,  se  nomme  déterminant  symétrique  gauche.  Prouver  que  tout 
déterminant  symétrique  gauche,  d'ordre  impair,  est  égal  à  zéro 

3.  Calculer  le  déterminant  : 


Rép.  :  %abc\ 

4»  Démontrer  qu'un  déterminant  est  nul,  quand  les  éléments  de  trois  rangées 
parallèles  appartiennent  à  une  même  progression  arithmétique,  ou  quand  les 
éléments  de  deux  rangées  parallèles  appartiennent  à  une  même  progression 
géométrique. 

5.  Développer  le  déterminant  : 


a*  b*  c» 

(a  +  *)»     (b  +  *)*    (c  +  *)« 
(2a -f*)1  (26  +  x)9  (2c  +  x)* 

Rép.  :  [a  +  b  +  c)  x*  +  3  («6  -f  bc  -f  ca)  x  +  6  abc. 


6.  Vérifier  les  identités  : 


1    1    1 
o   c*  b* 

c1  o  a* 
b*  a*  o 


1 


a*  ^«c1 


o     a       b       c 

a     o  abc*  ab*c 

b  abc1      o  a*bc 

c  ab%c  a*bc     o 


=  —  (a  +  b  +  c)  (b  +  c  —  a)  (c  +  a  —  6)  (a  +  *  —  c) 


7.  Si  Ton  pose 


f(x)  =>  a,  xm  +  «!  *w-*  -f  «2    xm~*  + aTO-I  x  -f  am 
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on  a: 


rw  = 


8.  Calculer  le  déterminant  : 


fl0    —  i    o    o  ... 
at        ar— 1    o  .. 

a%       o   x— 1  .., 


o    o    o  ...  x — 1 
o    o    o  ...  o     .r 


i  1  1 

cos -(a  —  b)-       cos-(6  — c)  cos-(c  —  a) 

z  *  * 

cos -(a +  6)         cos-(6  +  c)  cos-(c-fa) 

111 

sin  -(a  +  6)         sin  -  (ô  +  c)  sin  -  (c  +  a} 

1  1  1 

Rép.  :  —  2  sin  -  (a  -  b)  sin  -  (6  —  c)  sin  -  (c  —  a). 


9.  Calculer  le  déterminant  : 


sin  a 

cos  a 

sin  3a 

sin  b 

cos  6 

sin  2b 

&m  c 

cos  c 

sin  2c 

111 
Rép.  :  —  4  sin  -  (a  —  b).  sin  ~  (6  —  c)  sin  -  (c  —  a 

7b  /L  À 


x[, 


sin  (a  +  6)  +  sin  (b  +  c)  +  sin  (c  + 


«] 


CHAPITRE  XIV 

ÉQUATIONS  DU   PREMIER   DEGRÉ 

203.   Système  de   n  équations  du  premier  degré  à  n 

inconnues.  —  Considérons,  en  premier  lieu,  le  système  suivant, 
formé  d'autant  d'équations  qu'il  y  a  d'inconnues  xu  x„ xn  : 

al  *i  +  a\  x*  +  •  •  •  +  aî*n  —  ai  =  0  \ 
ai  Xf  +  a*  x,  +  .  .  .  +  aya?n  —  6,  =  0 


<  ^  +  a\  a?  +  .  .  .  +  a»x„  —  bn  =  0 


(1), 
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et  soit  A  le  déterminant  des  coefficients  des  inconnues 


A  = 


«i   «i 


a1    a" 


Nous  appellerons  A/e  déterminant  du  système  proposé. 

Nous  démontrerons  d'abord  la  proposition  suivante,  due  à  Cramer. 

Théorème.  —  Un  système  de  n  équations  du  premier  degré  à  n 
inconnues  dont  le  déterminant  est  différent  de  zéro  admet  une  solution 
et  n'en  admet  qu'une  seule. 

Représentons  par  Et,  E,,  .....  E»  les  premiers  membres  des  équa- 
tions proposées  et  posons  : 

F,=ÀiEt  +  AiE,+  ...+AiEn 
F,=ÀÎE1  +  AÏE1+  ...  +  AÎEn 


f,e3àçe,  +  à:e1  +  ...  +  àseii 


(2) 


Fn  =  ArE1  +  A?Es+...  +  A;E» 

AJ,  étant  le  coefficient  de  a}  dans  le  développement  de  A. 

Le  polynôme  F,  est  du  premier  degré  par  rapport  à  chacune  des 
lettres  Xj,  xt, xn.  Le  coefficient  de  xq  est  égal,  à 

Afaî  +  ASaî+ +  A'aî 

Si  q  =  p,  cette  expression  est  égale  à  A;  si  q  est  différent  de/),  elle 
est  nulle;  enfin  le  terme  indépendant  des  inconnues  est  égal  à  : 

-(Aïil+ASi,+ +  AS*B)t 
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on  a  donc  identiquement  : 

Ft  =  A.r4  —  Ai 
Fi  s  Axa  —  A, 


¥p  =  Axp  —  A,, 


(3) 


Fn=Aa?n  —  A, 

en  désignant  par  A*  le  déterminant  obtenu  en  remplaçant  dans  A 
les  éléments  de  la  colonne  de  rang  p  par  les  termes  tous  connus 

correspondants:  bu  62, bn. 

D'autre  part,    on    déduit  immédiatement  des  identités  (2)  les 
suivantes  : 

a\Vi  +  a\Ft+.  ..  +  a«Fn  =  AR 
ai¥i  +  alFi  +  ..  .  +  a?F„  =  AE, 


aiFi  +  a»F2+...  +  a;Fn  =  AEn 

En  effet  considérons  par  exemple  le  polynôme 

flJF.  +  a;F,+ +a;F„, 


(4) 


qui  est  homogène  et  du  premier  degré  par  rapport  à  En  E2, E^ 

le  coefficient  de  E?  est  égal  à  : 

apAp  +  a'pA*p  + +  anp  à; 

il  est  donc  égal  à  A,  tandis  que  le  coefficient  de  Ej,  q  étant  supposé 
différent  de  p,  est  égal  à  : 

apk\  +  4k\  + +  a»pk»q 

et  par  suite  est  égal  à  zéro. 

Cela  posé,  résoudre  le  système  donné,  c'est  trouver  les  nombres 
par  lesquels  on  doit  remplacer  simultanément  les  inconnues 
Xi,x8, xn  pour  que  les  polynômes  Ei,  E2,  ..  ..  E„  prennent  cha 

—  Aidions.  l3 
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cun  la  valeur  de  zéro.  En  vertu  des  identités  (2)  si  pour  des  valeurs 
particulières  attribuées  à  xu  x%, xny  soient  : 

#i  =  3?|    x%  =  x% xH  =  xn. 

Ei,  Ei, En  sont  nuls,  il  en  sera  de  même  des  polynômes 

Fi,  F», Fn;  et  réciproquement  si  pour  ces  valeurs  Ft,  F2> Fn 

sont  nuls,  il  en  sera  de  même  des  polynômes  Ei,  E„  E„,  en 

vertu  des  identités  (4),  puisque  Ton  suppose  que  A  est  différent  de 
zéro. 

Par  conséquent,  le  système  proposé  admet  les  mêmes  solutions 
que  le  système 

F4  =  0,  F,  =  0, Fn  =  0; 

donc,  en  ayant  égard  aux  identités  (3),  on  peut  affirmer  que  le 
système  proposé  est  équivalent  au  système 

Aa?j  —  Aj  =  0,  Aar,  —  A,  =  0, Axn  —  A»  =  0, 

que  Ton  peut  écrire  ainsi,  puisque  A  est  différent  de  zéro  ; 

_A,  A,  _A„ 

#1    —  T~  >   #i  —  T"  i &n  —  "T—  • 

A  A  A 

Le  système  proposé  est  donc  résolu  et  n'a  qu'une  seule  solution 
déterminée  par  les  formules  précédentes. 

Donc,  quand  le  déterminant  A  est  différent  de  zéro,  le  système 
proposé  a  une  solution,  mais  n'en  a  quune  seule  et  la  valeur  d'une 
inconnue  est  égale  à  une  fraction  ayant  pour  dénominateur  le  dé- 
terminant A  et  pour  numérateur,  le  déterminant  qu'on  obtient  en 
remplaçant  dans  A  les  coefficients  de  cette  inconnue  par  les  termes 
tout  connus  correspondants,  en  supposant  ces  termes  connus  écrits 
dans  les  seconds  membres  des  équations  données. 

204.  Cas  particulier.  —  Avant  de  traiter  le  cas  général,  nous 
considérerons  un  système  dep  équations  du  premier  degré  kp  -f-  g 
inconnues  : 


a\xl  +  a>xt  +  ...  +  aïxp  +  aï+ix}+i+...+aï*x^-bt=0 
«î  x\  +  al  x%  +  •  •  •  +  «S  xp  +  aP~l  x?+i  +  •  •  -  +  ap*  ^Vf*  —  *t = 0 


*;*«  +  *\*t  +  -  ■  •  +  «£**+  «ÇflJVH+  •  •  .+àp*Xpto  —  b9  =  0 


>(5) 
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et  nous  supposerons  que  l'un  au  moins  des  déterminants  de  degré/? 
que  Ton  peut  former  avec  les  coefficients  de  p  inconnues  soit  dif- 
férent de  zéro.  En  disposant  convenablement  les  notations  on  peut 
alors  évidemment  supposer  que  le  déterminant  des  coefficients  de 
x„  x„  ....  xp  sont  différents  de  zéro. 
Soit: 


*  = 


a\a) 


i  ur 
i 


«i  oS- 


al  a: 


ai 


*', 


Nous  supposerons,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  que  â  soit 
différent  de  zéro. 

Je  dis  que,  dans  cette  hypothèse,  le  système  proposé  a  une 
infinité  de  solutions  dans  lesquelles  les  inconnues 

Xp+lt  xp+*t XP+V 

peuvent  prendre  des  valeurs  arbitraires. 

En  effet,  si  nous  supposons  ces  inconnues  a:^,  Xy+%i  x^+q 

remplacées  par  des  nombres  donnés  arbitrairement,  le  système  (5) 
devient  un  système  dep  équations  du  premier  degré  à  p  inconnues  : 


•P«»    &•! 


dont  le  déterminant  fi  est  différent  de  zéro.  Les  termes  tout  connus 
sont  alors  : 

b\  —  dp*  Xp+t  —  af*"2  Xp+i  —  ...  —  af*  Xp^ 
K  —  aî+!  Xp+i  —  a?-*  Xy+i  —  .  .  .  —  a?+*  Xj+i 


à9  —  ap- i  x^  —  a?-*  Xj+2  ~i .  .  .  —  aj+*  x^. 
Le  nouveau  système  admet  une  solution  et  une  seule,  donnée  par 
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les  formules  : 

3.  xt  =  &i  -— 8i,H4  Xp+i  —  5ltH.s  Xp+i  —  ...  —  \rH  xp+i] 
3.  xt  =  8,  —  &»,,>+i  ar^+i  —  32iP+2  a?^  —  ...  —  8J|H_,  arp+^  ^ 

,   (6) 

3.  #,=  8,  —  l9tH.t Xp+{  —  8P,  ^4  x^.%  —  .  .  ■  —  5/(tP+g  x^j 

âh  étant  le  déterminant  obtenu  en  remplaçant  dans  â  les  éléments 
de  la  colonne  de  rang  h  par  les  termes  tout  connus  correspondants 

bit  bv bp;  et  en  outre,  *a,m-*  étant  le  déterminant  obtenu  en 

remplaçant  dans  <?  les  éléments  de  la  colonne  de  rang  A,  par  les 
coefficients  correspondants  de  Xp+k. 

Remarquons  en  outre  que  si  Ton  connaît  une  solution  quelconque 
du  système  (6)  : 

xi  z=  xv  x% z=  xv  •••••  ^j»  —  «*>»  ^H-i  —  xp+v  xp+*  —  Xp+i 

en  remplaçant  dans  les  formules  (6)  : 

xP+h  xp+*i xf¥v 

respectivement  par 

xp+»  XJ>+v X*-H> 

on  en  tirera  nécessairement  : 

•Ti  ——  «^î»    3?i  — -  xn XP  ~==  Xp 

puisque  le  système  (5)  dans  lequel  les  inconnues  asy+i,  a^+j,  ...  ay^, 

sont  remplacées  par  des  nombres  déterminés,  n'a  qu'une  seule 

solution. 

Les    formules  (6)   dans   lesquelles   aîp+i,  a?^,   x^   sont 

arbitraires,  donnent  donc  toutes  les  solutions  du  système  proposé. 

Dans  ce  cas,  le  système  a  une  infinité  de  solutions,  q  des  inconnues 

pouvant  recevoir  des  valeurs  entièrement  arbitraires,  les  p  autres 

inconnues    étant    des    fonctions  linéaires    et    déterminées    des 

q  arbitraires. 

205.  Cas  général.  —  Soit  : 

1 

a\  xt  +  a]  xt  +  .  .  .  +  a\n  xm  —  bx  =  0 
a*  x{  +  a\  xt  +  .  .  .  +  a™  xm  —  b%  =  0 


<  a?,  +  a»  xt  +  .  .  .  +  a™  xm  —  bn  =  0 


(7) 
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un   système  quelconque  de  n   équations    du  premier  degré   à 
m  inconnues. 
Du  tableau  rectangulaire  : 


oJ      «Î      cÇ 


(T) 


formé  avec  les  coefficients  des  inconnues  on  peut  déduire  divers 
déterminants  en  prenant  les  éléments  communs  à  un  certain  nombre 
de  lignes  et  à  un  nombre  égal  de  colonnes. 

Nous  supposerons  d'abord  que  l'un  au  moins  des  éléments  du 
tableau  (T)  soit  différent  de  zéro.  Dans  cette  hypothèse,  il  existera 
toujours,  parmi  les  déterminants  déduits  du  tableau  (T),  au  moins 
un  déterminant  qui  soit  différent  de  zéro,  et  tel  que  si  Ton  désigne 
son  degré  par  p,  tout  déterminant  déduit  du  tableau  (T)  et  de  degré 
p  -f-  4  soit  nul.  S'il  existe  plusieurs  déterminants  jouissant  de  cette 
double  propriété,  on  choisira  l'un  d'eux  à  volonté. 

Nous  donnerons,  avec  M.  E.  Rouché  ',  au  déterminant  â  ainsi 
choisi,  le  nom  de  déterminant  principal  du  système  (1).  Il  convient 
de  remarquer  que  le  degré  p  de  ce  déterminant  est  au  plus  égal  au 
plus  petit  des  deux  nombres  m  et  n.  On  peut  d'ailleurs  disposer  les 
notations,  c'est-à-dire  ranger  les  inconnuesetles  équations  dans  un 
ordre  tel  que  â  soit  le  déterminant  : 


8  = 


aï 


«* 


<*, 


formé  avec  les  éléments  communs  aux  p  premières  lignes  et  aux 
p  premières  colonnes  du  tableau  (T). 

En  ajoutant  au  déterminant  principal* une  {p  + 1)9  ligne  formée 
par  les  éléments 


p+*     V+« 


•&+. 


i.  Voir  Journal  de  l Et  oie  polytechnique,  xlviii*  cahier  (1880).  Note  sur  les  équation*  linéaires, 
par  M.  B.  Rouché. 
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d'une  ligne  non  employée  du  tableau  (T),  et  une  (p  +  l)e  colonne 
formée  par  les  termes  tout  connus  correspondants 

*i»  *t» */>*?+• 

ou  comme  on  dit,  en  bordant  â  avec  ces  éléments,  nous  obtiendrons 
un  déterminant: 


&>+•  = 


«r 


a'' 
i» 


fti 


bp 


Vh»  up+* 


;>  +  « 


*i 


que  nous  nommerons  déterminant  caractéristique  du  système  (7). 

En  donnant  à  «  les  valeurs  1,2, n  —  p  on  obtiendra  donc 

n  —  p  déterminants  caractéristiques  du  système  proposé. 

Il  convient  de  remarquer  que  cette  définition  est  en  défaut  lors- 
que p  =nym  étant  alors  supérieur  ou  égal  à  n;  nous  conviendrons 
de  dire  dans  ce  cas  que  le  système  a  un  déterminant  caractéristique 
nul. 

206.  Théorème  de  M.  E.  Rouché.  —  Pour  que  n  équations 
linéaires  à  m  inconnues  soient  compatibles,  il  faut  et  il  suffit  que  les 
déterminants  caractéristiques  du  système  soient  tous  nuls. 

Dans  cette  hypothèse,  le  système  a  une  solution  unique  ou  est  indé- 
terminé suivant  que  le  nombre  des  inconnues  est  égal  au  degré  du 
déterminant  principal  ou  lui  est  supérieur. 

Désignons  par  En  Es, E«  les  premiers  membres  des  équations 

proposées,  et  en  supposant  p  <  h,  considérons  le  déterminant 


«4 


.  .  a? 


ac  +  «  ai>+«  • 


a»1 


E4 
E» 


E, 


Ce  déterminant  est  la  somme  de  m  -)-  1  déterminants  obtenus  en 
remplaçant  chacun  des  polynômes  de  la  {p  +  l)f  colonne  par  les 
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termes  qui  le  composent;  en  désignant  par  xr  une  quelconque 
des  inconnues,  on  obtiendra  ainsi  m  déterminants  tels  que  : 


«i       «î  •  • 

•  •  af 
•  «S 

a\xT 
al  xr 

1       1   "  * 
aj+.  a£+„.  • 

arpxr 
anp+mxr 

Si  Ton  suppose  r  <  p,  ce  déterminant  est  nul  comme  ayant  deux 
colonnes  proportionnelles,  et  si  Ton  ar>p,  ce  déterminant  est 
égal  à  xr  multiplié  par  un  déterminant  de  degré  p  +  1,  déduit  du 
tableau  (T),  déterminant  nul  par  hypothèse  ;  les  m  déterminants 
ainsi  formés  sont  donc  tous  nuls,  et  il  ne  reste  que  le  déterminant 
obtenu  en  remplaçant  Et,  E„   E^,  E^h  par 

—  ^i»  ~  *2i  —  V  —  ^J»+« 

ce  qui  conduit  à  l'identité  : 


oÇ       E, 


•  a? 


«p  +  «  n,+ 


ED 


=  -*, 


p  +  * 


(8) 


Cela  posé  considérons  une  solution   quelconque  du  système 
formé  par  les  p  premières  équations  du  système  (1),  soit  : 


Xm  =  #« 


et  remplaçons  les  inconnues  par  ces  valeurs  dans  l'identité  précé- 
dente. Les  polynômes  En  E2, Ep  s'annuleront;  quant  à  E p+«,  il 

prendra  une  valeur  déterminée  E'j,+flt;  l'identité  ayant  lieu  pour 
toutes  les  valeurs  des  inconnues,  elle  subsistera  pour  ces  valeurs 
particulières:  on  obtient  ainsi  : 


*-  E^..  =  —  àp 


+« 


comme  â  est  différent  de  zéro,  la  condition  nécessaire  et  suffisants 
pour  que  l'on  ait  :  E'^,  ^a  =  0  est  que  Jp+«  soit  nul. 
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Donc,  si  J,+.  est  différent  de  zéro,  l'équation 

est  incompatible  avec  les  p  premières.  Si  au  contraire  ^?+a  est  nul, 
l'équation  Ep+«  =  0  est  une  conséquence  des/>  premières. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  si  l'un  au  moins  des  déterminants 
caractéristiques  est  différent  de  zéro,  le  système  proposé  est  impos- 
sible ;  si  tous  les  déterminants  caractéristiques  sont  nuls,  le  sys- 
tème peut  être  réduit  aux  p  premières  équations  que  Ton  peut 
nommer  les  équations  principales  du  système. 

Dès  lors,  si  m  =  /?,  on  est  ramené  au  premier  cas,  le  système  n'a 
qu'une  seule  solution,  donnée  parles  formules  de  Cramer; 

Si  m  >  p,  on  peut  donner  aux  inconnues 


fy-M»  xp  +  * 


des  valeurs  arbitraires,  la  solution  la  plus  générale  est  représentée 
par  les  formules  (6)  dans  lesquelles  on  supposera  p  +  q  =  *». 

Il  nous  reste  à  considérer  le  cas  tout  particulier  où  les  coeffi- 
cients des  inconnues  sont  tous  nuls.  Le  système  est  alors  évidem- 
ment impossible  si  l'un  des  termes  tout  connus  est  différent  de 
zéro,  et  entièrement  indéterminé  si  ces  termes  connus  sont  tous 
nuls.  Si  Ton  convient  de  dire  que  les  déterminants  caractéristiques 

sont,  dans  ce  cas,  les  termes  tout  connus  ôt,  b„ 6n,  il  est  évident 

que  ce  cas  particulier  rentre  dans  le  cas  général  ;  il  en  est  de  même 
d'ailleurs  des  deux  premiers  cas  que  nous  avons  considérés  ;  donc 
le  théorème  est  démontré. 

Corollaire.  —  Un  système  d'équations  linéaires  peut  être 
impossible,  avoir  une  solution  unique  ou  une  infinité  de  solutions. 

207.  Remarques.  —  1°  Il  résulte  évidemment  de  ce  qui  précède  que 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  système  de  n  équa- 
tions linéaires  à  n  inconnues  ait  une  solution  et  une  seule,  est  que 
le  déterminant  À  de  ce  système  soit  différent  de  zéro. 

2°  II  convient  de  remarquer  que  le  déterminant  J  étant  supposé 
différent  de  zéro,  pour  que  ce  déterminant  soit  un  déterminant 
principal,  il  suffit  de  supposer  que  les  déterminants  d'ordre  p  -f- 1 
déduits  du  tableau  (T)  et  obtenus  en  bordant  £  avec  des  éléments 
communs  à  Tune  quelconque  des  lignes  suivantes  et  à  la  colonne 
de  même  rang  soient  nuls,  pour  que  la  démonstration  soit  valable; 
et  Ton  conclut  de  là  que  si  ces  déterminants  sont  tous  nuls,  tous  les 
déterminants  de  degré  p  +  1  seront  aussi  nuls  ;  ce  que  l'on  peut 
d'ailleurs  vérifier  directement. 
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3*  Remarquons  encore  que  si  une  équation  Ep+«  =  0  par  exem- 
ple est  incompatible  avec  les  équations  principales,  il  y  a  entre 
les  premiers  membres  de  ces  équations  et  E^..,  une  relation 
linéraire  non  homogène,  comme  cela  résulte  de  l'identité  (8). 

206.  Application». 

1°  Système  de  deux  équations  à  deux  inconnues.  —  Soit  à  résoudre  le  système  : 

ax  +  b  y  =c 
a'  x+  b'y=zd. 


Premier  cas.  a  b'  —  b  a'  ^  0.  Le  système  a  une  solution  et  une  seule,  donnée  par 
les  formules  bien  connues  : 


cb'  —  bd 
ab'—ba" 


y 


a  d '—•  cd 
'ab'—ba' 


Deuxième  cas.  a  b'  —  b  a'  =  0,  un  des  coefficients  des  inconnues  étant  différent  de 
zéro,  soit  par  exemple  a^O. 

Les  formules  précédentes  n'ont  plus  de  sens.  Le  déterminant  caractéristique  est 
dans  ce  cas,  égal  ka  d  —  c  d.  Par  suite  : 

Si  a  d  —  c  d  ^  0,  le  système  est  impossible. 

Si  a  d  —  c  a*  =  0,  le  système  se  réduit  k  la  première  équation  ; ,  on  peut  donner 
à  y  une  valeur  arbitraire,  x  est  déterminée  par  la  première  équation. 

Enfin  si  a  =  a*  =  b  =  b*  =  0,  le  système  est  impossible  si  c  et  d  ne  sont  pas  nuls 
tous  les  deux  ;  il  est  complètement  indéterminé  si  Von  a  :  c  =  0  c'  =?0. 

2*  Système  de  trois  équations  à  trois  inconnues. 

Les  équations  sont  les  suivantes  : 

ax-\-  by  +  ci  =  d 
ce x  +  b' y  -\-  d  z  —d 
a*  x  +  b"y  +  c"z  =  d'. 


Désignons  le  déterminant  du  système  par  b 


abc 
œ  b'  d 
a"    b"    d* 


et  représentons  par  A,  B,  C,  A', ...  C  les  coefficients  de  a,  6,  c,  a*,...  c»  dans  le  déve- 
loppement de  A. 

Premier  cas.  a  ^  0.  Le  système  a  une  solution  unique,  déterminée  par  les  for- 
mules : 


.  d  A  +  d  A'  +  d"  k" 


_dB  -f  tfB'+  d  B»        __dC+  rfC'  +  rf"  C" 


Deuxième  cas.  a  =  0,  l'un  au  moins  des  mineurs  du  premier  degré  de  a  différent 
de  zéro,  par  exemple  C  ^  0.  Le  déterminant  caractéristique  correspondant  est 
égal  a 

a  b  d 
d  b'  d 
a"    b"    d 


=  dC  +  d'C+  dCT. 
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1°  d  C  -f  d  G  -f  d'  C  ^  o.  Le  système  est  impossible. 

2°  rf  C  +  d'  C  -f  d"  C  =  0.  Le  système  se  réduit  aux  deux  premières  équations, 
la  troisième  est  alors  une  conséquence  des  deux  premières.  II  y  a  une  infinité  de 
solutions  déterminées  par  les  équations  : 

ax  +  by  =d  —  c  x 
a'  x-\-  b'y  =  d  —  d  z 

et  par  suite,  données  par  les  formules 

db'  —  6  d      cb'  —bc 


ab'  -  ba! 

ad'  —  d  a* 

y~~ab'-ba'~ 

z==  z' 


ab'  -  bd 
ca'  —  ad 
ab'  —  ba' 


f  étant  complètement  arbitraire. 

Troisième  cas.  Tous  les  mineurs  du  premier  degré  de  A  sont  nuls' et  par  suite 
A=  0;  l'un  au  moins  des  coefficients  des  inconnues  étant  différent  de  zéro,  soit  par 
exemple  a  =£  0. 

11  y  a  dans  ce  cas  deux  déterminants  caractéristiques  correspondants:  ad*  —  d  a 
et  ad'  —  d  a". 

Ie  Si  Tune  des  quantités  a  d  —  dd,  ad*  —  dam,  est  différente  de  zéro, le  système 
est  impossible. 

2°  Si  a  d'  —  d  d  =  0  et  a  d"  —  d  a"  =  0,  le  système  se  réduit  à  la  première 
équation  et  toutes  les  solutions  sont  fournies  par  les  formules  : 

d      b   ,      c   , 
a      a9       a 

z  =  z* 

y>  et  z'  étant  arbitraires. 

Quatrième  cas.  Les  coefficients  des  inconnues  sont  tous  nuls.  Si  l'un  quelconque 
des  termes  tout  connus  est  différent  de  zéro,  le  système  est  impossible  ;  s'ils  sont 
tous  nuls,  il  est  complètement  indéterminé. 

8°  Trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes,  pour  que  le  système 

a  x  -f  by  -f-  c  ==o 
d  x  -f  b'y  -f  c*  =  o 
a"x  +  bmy  +  c"  =  o 

ait  une  solution  unique. 

Le  nombre  des  inconnues  étant  égal  à  2,  pour  que  le  système  soit  déterminé,  il 
est  nécessaire  que  le  degré  du  déterminant  principal  soit  égal  à  2.  Par  suite,  l'un 
au  moins  des  trois  déterminants 

ab'  -  bd,     db"  —  b*am,     ab"  —  bd 

doit  être  différent  de  zéro. 
Supposons,  pour  fixer  les  idées  : 

ab'  —  bd  *fi  o. 
Le  déterminant  caractéristique  correspondant  doit  être  nul  ;  donc 


a 

b 

c 

a' 

/y 

c' 

a" 

b" 

c" 
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est  la  condition  nécessaire  pour  que  le  système  proposé  admette  une  solution 
unique.  Cette  condition  est  suffisante  pourvu  que  l'un  des  déterminants  du  second 
degré  formé  avec  les  coefficients  des  inconnues  soit  différent  de  zéro.  Dans  ce  cas, 
le  système  proposé  se  réduit  à  deux  équations. 

Si  tous  ces  déterminants  sont  nuls,  et  si  Ton  suppose,  par  exemple,  a  ^  o,  le 
système  proposé  ne  sera  possible  que  si  Ton  a  en  même  temps 

ad  —  cet  z=o     et     oc0  —  cet =  o, 

et  alors  le  système  se  réduit  à  une  seule  équation. 

On  traitera  de  la  même  façon  un  système  de  n  -f  1  équations  du  premier  degré 
à  n  inconnues.  Pour  que  le  système  ait  une  solution  unique,  il  faut  et  il  suffit  que 
le  déterminant  A,  formé  avec  les  coefficients  des  inconnues  et  les  termes  tout  connus, 
soit  nul,  pourvu  que  Cun  au  moins  des  déterminants  de  degré  n  formés  avec  les 
roefficients  des  inconnues  soit  différent  de  zéro. 

Le  déterminant  A  se  nomme  souvent  le  déterminant  complet  du  système. 


ÉQUATIONS  HOMOGÈNES 

209.  Lorsqu'on  suppose  :  *,  =  bt  = =  bn  =  0  les  équations 

proposées  sont  homogènes;  dans  ce  cas  tqus  les  déterminants 
caractéristiques  sont  toujours  nuls,  de  sorte  que  le  système  n'est 
jamais  impossible.  Il  admet,  en  effet,  toujours  la  solution: 

xt  =  0  #,  =  0 #m=  0 

que  nous  nommerons  la  solution  zéro. 

Il  n'y  a  donc  que  deux  cas  à  distinguer  : 

1°  Un  système  linéaire  homogène  dans  lequel  Tordre  du  déter- 
minant principal  est  égal  au  nombre  des  inconnues  est  déterminé, 
c'est-à-dire  n'a  pas  d'autre  solution  que  zéro  ;  2° un  système  linéaire 
homogène  dans  lequel  l'ordre  p  du  déterminant  principal  est  infé- 
rieur au  nombre  m  des  inconnues  est  indéterminé  ;  m —  p  inconnues 
peuvent  recevoir  des  valeurs  arbitraires  et,  par  suite,  différentes  de 
zéro. 

Donc,  nous  pouvons  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Pour  qu'un  système  linéaire  et  homogène  admette  des  solutions  dans 
lesquelles  les  inconnues  ne  soient  pas  toutes  nulles,  il  faut  et  il  suffit 
que  l'ordre  du  déterminant  principal  du  système  soit  inférieur  au  nombre 
des  inconnues. 

Corollaire.  —  Un  système  de  n  équations  linéaires  et  homogènes 
cn-f?  inconnues  a  toujours  des  solutions  différentes  de  zéro,  car 
Tordre  du  déterminant  principal  est  au  plus  égal  à  n,  et,  par  suite, 
inférieur  à  n  +  J. 
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210.  Applications.  — 

équations  à  n  inconnues  : 
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-  Considérons  un  système  homogène  de  n 


a\  xt  +  a\  xt  + 
oi  *,  +  «î  *t  + 


<  *i  +  °« 


+  a?  xn  =  0 
+  aj  xn  =  0 


*i   +    •  •  •    +    an   X*   =    0 


(9) 


et  supposons  le  déterminant  des  coefficients  égal  à  zéro,  mais 
supposons  qu'un  des  déterminants  mineurs  du  premier  ordre  soit 
différent  de  zéro.  Supposons  par  exemple  A»  ^  Û;  dans  ce  cas, 
on  aura  la  solution  la  plus  générale  en  donnant  à  xH  une  valeur 
arbitraire,  les  autres  inconnues  seront  déterminées,  et  en 
appliquant  les  formules  (6),  on  aura  : 

An   •&!  ==  An  Xn  ,   An  «£j  ==  An  Xn An   %n—i  ^^  A»       *h« 


ou,  si  Ton  pose  xn  =  X  A"  ; 


•Fj  —  À  Ai  ,    3/j  —  À  Au   ...  Xn  —  A  Aw, 


(10) 


on  a  ainsi  la  solution  la  plus  générale. 

De  là  résulte  le  théorème  suivant. 

211.  Théorème.  —  Dans  un  déterminant  égal  à  zéro,  tes  coeffi- 
cients des  éléments  de  deux  rangées  parallèles  sont  proportionnels. 
-  Il  suffit  évidemment  d'établir  le  théorème  pour  deux  lignes, 

Soit: 


A  = 


a   a 


al  al 


=  0 


un  déterminant  nul. 

Le  système  homogène  (9)  admet  des  solutions  différentes  de  zéro. 
Supposons  que  les  coefficients  des  éléments  de  la  pihn*  ligne  ne 
soient  pas  tous  nuls,  et  qu'il  en  soit  de  même  des  coefficients  des 
éléments  de  la  aihne  ligne.  D'après  ce  qui  précède  la  solution 
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générale  du  système  est  donnée  par  les  formules  : 

•Tf  — —  A  Ap    «Tj  ^^  À  Ap  •  » , . .  Xfi  —  À  Ap 

l  étant  arbitraire  ;  mais  elle  est  aussi  donnée  par  les  formules 

a?1=f*Aifi  a?2  =  p A? xn  =  pkï. 

Donc,  \  étant  donné,  il  existe  un  nombre  f*  tel  que  : 

>Aj  =  f*A;  >àî=pà; >A;  =  f*A;, 

ce  qui  démontre  la  proportionnalité  des  coefficients  des  deux 
lignes. 
212.  Considérons  maintenant  le  système  : 

a\  xt  +  a\  x*  +  •  •  •  +  «il  *n  =  0 
°i  x\  +  °î  *»  +  •  •  •  +  aï  a?»  =  0 


<_,  a?t  +  <£_!*,+  .  .  .  +  <C, *«  =  0 


(11) 


qui  ne  renferme  que  n  —  4  inconnues,  et  supposons  que  l'un  des 
déterminants  obtenus  en  supprimant  une  colonne  du  tableau  des 
coefficients  des  inconnues  soit  différent  de  zéro  et  que  ce  soit, 
par  exemple,  le  déterminant 


3n-i 


*Li  a*-,.... a;:* 


Nous   pouvons   alors   considérer  ce   système  comme  un  cas 
particulier  du  précédent,  dans  lequel  on  supposerait 

<  =  <  = =a;=o, 

on  aura  donc  encore  la  solution  la  plus  générale  du  système  par 
les  formules  (10).  Il  est  d'ailleurs  facile  d'en  faire  la  vérification 
directe. 


Digitized  by 


Google 


20(j  COURS  D'ALGÈBRE 

Exemple.  —  Si  l'un  des  trois  déterminants 

ab'  —  ba\    b<f~cb\    cd  —  ac 

est  différent  de  zéro,  la  solution  la  plus  générale  du  système 

ax  +  by  -f  cz  =  0 
dx  +  by  -f  cz  =  0 

est  la  suivante  : 

x  =  \  {bd  —  cV)    y  =  >  [cd  —  ac)    z  =  \{ab'  —  bd) 

l  étant  arbitraire. 

Si  l'on  suppose  ait  —  bœ  *£  0,  on  peut  prendre  z  —  1,  ce  qui  conduit  à  écrire  lea 
formules  de  résolution  du  système 

ax  +  by  -f  c  =0, 
ctx  -f  b*y  +  C  =  0, 

sous  cette  forme  commode  : 

x  y  i 


&*  —  c6>      cd  —  acf     ab'  —  bcC 


en  faisant  cette  convention  que  l'hypothèse  6c'  —  cV  =  0,  par  exemple,  donne 
*  =  0. 

213.  Théorème.  —  -Pour  çu'im  déterminant  soit  nul,  il  faut  et  il 
suffit  quil  y  ait  entre  les  éléments  des  lignes  ou  des  colonnes  une 
même  relation  linéaire  et  homogène. 

Pour  fixer  les  idées,  considérons  le  déterminant 


A  = 


abc 
d  b'  c' 
a"  b»  c" 


D'après  la  théorie  des  équations  homogènes,  si  A  =  0,  on  peut 
trouver  trois  nombres  x,  y,  z  non  tous  nuls,  vérifiant  les  équations  : 

ax  +  by  -f-  cz  =  0 

dx  4-  *'y  +  cz  =  0 
a*a;+  b»y+  c"z=  0. 

Réciproquement,  s'il  y  a  des  nombres  x,  y,  s  non  tous  nuls, 
vérifiant  ces  équations,  on  a  :  A  =-  0.   La   proposition   est  donc 
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démontrée  pour  les  lignes;  elle  se  démontre  de  la  même  manière 
pour  les  colonnes,  puisqu'on  a  aussi  : 


A  = 


a   a    a 
b   V   b» 
c   c    c" 


On  peut  remarquer  que  s'il  y  a  une  même  relation  linéaire  et 
homogène  entre  les  éléments  des  lignes,  il  en  sera  de  même  pour 
les  colonnes  et  vice  versa. 

Plus  généralement,  pour  que  le  déterminant  principal  déduit  des 
éléments  d'un  déterminant  A  d'ordre  »,  soit  d'ordre  p,  il  faut  et  il 
suffit  qu'il  y  ait  entre  les  rangées  parallèles  de  A  une  même  relation 
linéaire  et  homogène 

\«lP+\*l  + +>na—0    (/>  =  !,  2 n), 

dans  laquelle  on  puisse  prendre  arbitrairement  n  —  p  des  nombres 
\i  *j *»• 


EXERCICES 


1.  Discuter  le  système 


bz  —  cy  =  a. 
ex  —  az  =  p 
ay  — -  bx  =  7 

2.  Trouver  la  condition  pour  que  les  deux  systèmes. 

bz  —  cy  =  a  b'Z  —  c'y  =-  a' 

cx  —  az  =  $  et  dx  —  a'z  =  p' 

ay  —  bx  =  7  d'y  —  b'x=  7' 

aient  une  solution  commune. 

Rép.  :  a»*  -f  6?  +  C7  +  av  +  6p  +  cf  =  0. 

3.  On  suppose  que  le  degré  du  déterminant  principal  d'un  système  d'équations 
linéaires  soit  égal  àp,  le  nombre  des  inconnues  étant  je?  -f-  q  et  que  tous  les  détermi- 
nants caractéristiques  soient  nuls.  D'après  le  théorème  de  M.  Rouché,  g  inconnues 
sont  arbitraires;  montrer  qu'il  peut  arriver  que  quelques-unes  des  p  inconnues, 
fonctions  des  q  arbitraires,  soient  déterminées  ;  trouver  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  que  xk  soit  déterminée. 

Rép.  Il  faut  et  il  suffit  que  tous  les  déterminants  principaux  du  système  contien- 
nent une  colonne  dont  les  éléments  soient  des  coefficients  de  xk. 

4.  Prouver  que  si,  dans  un  système  d'équations  linéaires  homogènes  à  m  inconnues, 
le  déterminant  principal  est  d'ordre  p,  on  peut  donner  à  m  —  p  —  1  inconnues,  choi- 
sies arbitrairement,  la  valeur  de  zéro,  sans  que  les  p  -f  1,  autres  inconnues,  soient 
toutes  nulles. 
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5.  Résoudre  le  système 
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«1  =  <h  +  #t 

at  =  a©  +  2«i  +  *• 

û,  =  a,  +  3a:,  +  3a?»  -f  jts 


aB=a.+  **,  +  S^Lzl»  *  +  .  .  .  +  *. 


6.  Résoudre  le  système 


xt     +  x%     +  a-,    +  . 
ox,    +  bxt  +  ex,  +  . 


+  *  n  =  1 

,  -f   lxn  =  0 


a*"1  **  +  6W-4  x,  +  cw-!  *,  -f 


4-  /"-1  *„  =  < 


7.  Résoudre  le  système 


*i  -f  *»  + 


^-1=0. 


*n+*i  + 


Vi  =  fl« 


Montrer  que  le  déterminant  du  système  est  égal  à  p  si  n  et  p  sont  premiers  entre 
eux  et  à  zéro  dans  les  autres  cas. 
8.  Trouver  un  polynôme  de  degré  m  qui  prenne  m + i  valeurs  données  quelconques  : 

'V  b»  6«» 6m 

pour  m  -f-  1  valeurs  distinctes  de  a?  : 

*„»  xu  *t» *m* 

En  désignant  le  polynôme  cherché  par  f  (a.-),  on  trouve 


/"M 

K 

ai 


x 
xx 


X 

xm 


=  0. 


En  développant  ce  déterminant  on  obtient  : 
/  (*)  =  b0  f0  (x)  +  bi  fi  (x)  + +  *,/,(*)  + àm  fm  (*) 


M*! 


(*,-*•)  (*•-*!)•     ••■(*?- Vl)  (*F-  */+!)••  '''('F -*«•)' 
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En  conclure  qu'un  polynôme  ne  peut  être  nul  pour  toutes  les  valeurs  de  x  sans 
que  tous  ses  coefficients  ne  soient  nuls. 
9.  En  posant 

D*sn  =  n(n  — 1) (n  —  p  -f  i) *n~* 

D'à*  =  n  (n  -  i) (n  -p  -f  i)  an'p 


montrer  que  le  déterminant  suivant  : 


1 

a 

Dl 

Da 

D»i 

D*a 

a» 
Da» 


a 

Dam 

D»aw 


D*-'l     D*-'a     D*-^1     .  .  . 
i             b              6» 

.  .       D«-°am 
bm 

D'-!i     D'^ô      DP-1 6»    .  .  . 

.       d*-1  6m 

D\-i4    D^-i/      D*"1/1      D1""1/"1 


«  +  P- 


+  X  =  m  +  i 


se  réduit  à  un  monôme  entier  par  rapport  aux  différences  a  —  b,  a  —  c, 

*  —x, dont  on  demande  les  coefficients  et  les  exposants. 

(Ch.  Méray.) 
10.  En  conclure  qu'il  existe  un  seul  polynôme  entier  de  degré  m  prenant  pour 

*  =  a,  lui  et  ses  a  —  1  premières  dérivées  ;  pour  x  =  6,  lui  et  ses  p  —  i  premières 

dérivées pour  *=  /,  lui  et  ses  X  —  i  premières  dérivées,  en  tout  m  -f  i  valeurs 

données,  pourvu  que  a,  6,  c, /  aient  des  valeurs  distinctes. 

(Ch.  Méray.) 


CHAPITRE   XV 
FORMES    LINÉAIRES 


214.  Définition.  —  On  nomme  forme  linéaire  tout  polynôme 
homogène  du  premier  degré  à  un  nombre  quelconque  de  variables, 
tel  que 

CllXl  -|-<Z«#*+ +On#rt- 

Pour  qu'une  forme  linéaire  soit  nulle  quelles  que  soient  les 
valeurs  attribuées  aux  variables  dont  elle  dépend,  il  faut  et  il  suffit 
que  tous  ses  coefficients  soient  nuls. 

14 
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En  effet,  soit 

f=alXi  +  aiXi+ +OnXn- 

Si  f=  0  quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  à  xn  xà a*,,, 

il  en  sera  ainsi  pour  xt  =  \,  x2  =  xz  = =xn  =  0,  ce  qui  donne 

a{  =  0,  on  aura  de  même  :  as  =  0, an  =  0.  Les  conditions 

at=0,  a2  =  0, a„  =  0, 

sont  nécessaires  ;  elles  sont  évidemment  suffisantes. 

215.  Formes  linéaires  distinctes.  —  Soit  un  système  de 
formes  linéaires  dépendant  des  mêmes  variables  : 

ft  =  a\  Xi  +  a]x%  + +  a^Xn, 

f%  =  a\xx  -f  a\  xt  + -f-  <qxn, 


fP=aip  xx  -f  a\x%  + +  a$xm 

on  dit  que  ces  formes  sont  linéairement  indépendantes,  si  la  forme 
linéaire 

\fi+\ft  + +  hfv 

ne  peut  être  nulle  identiquement  que  si 

\  =  \= =  ^  =  0. 

Si  au  contraire,  il  existe  des  nombres  \,  \ \p  non  tous  nuls  et 

tels  que  Ton  ait  identiquement 

\fi  +  hf*  + +  >fA  =  0, 

quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  à  xv  a?8, xR,  on  dit 

que  /i,  /iï fP  sont  liées  linéairement. 

Pour  abréger  le  langage,  nous  dirons  dans  le  premier  cas  que  les 
formes  sont  distinctes. 

216.  Conditions  pour  que  des  formes  linéaires  données 
soient  distinctes  ou  non.  —  Soient 


fi  =  a\xl  +  a\xi+ +a?xM 

ft  =  a\xl  +  a\xi+ +a?xw 


A  =  «!,*,  +  "« -''H  - +  <*ÏXm 


m 
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n  formes  linéaires  à  m  variables;  posons  : 

Pour  que  cette  identité  soit  vérifiée,  son  premier  membre  étant 
une  forme  linéaire,  il  faut  et  il  suffit  que  les  coefficients  de  toutes 

lesvariablesa^Xj xm  soient  nuls,  c'est-à-dire  que  les  m  équations 

suivantes,  à  n  inconnues,  soient  vérifiées  : 

*\\  +  <\+ +  ai*n  =  0  \ 


a?\  +  a?\+ +  a?^  =  0 


(*) 


pour  que  ce  système  n'admette  pas  d'autre  solution  que  la  solution 

\  =  o9  x2  =  o, v.  =  o, 

il  faut  et  il  suffit  que  le  déterminant  principal  du  système  (2)  soit 
d'ardre  n,  ce  qui  exige  d'abord  que  l'on  ait  n  =  m,  c'est-à-dire  que 
le  nombre  des  formes  soit  au  plus  égal  au  nombre  des  variables. 
Donc  : 

1°  Avec  un  nombre  donné  de  variables^  on  ne  peut  pas  composer  plus 
de  formes  linéaires  distinctes  qu'il  n'y  a  de  variables. 

2°  Pour  que  n  formes  linéaires  à  n  variables  soient  distinctes,  il  faut 
et  il  suffit  que  le  déterminant  des  coefficients  des  variables  soit  diffé- 
rent de  zéro. 

3°  Pour  que  n  formes  linéaires  à  n  -f-  q  variables  soient  distinctes,  il 
faut  et  il  suffit  que  Von  puisse  déduire  du  tableau  des  coefficients  des 
variables  un  détewninant  d'ordre  n  différent  de  zéro. 

Supposons  que  le  déterminant  principal  du  système  (2),  c'est- 
à-dire  le  déterminant  principal  du  tableau  des  coefficients  des 
variables  dans  les  formes  données  soit  égal  kp,p  étant  au  plus  égal 
au  plus  petit  des  deux  nombres  m  et  n;  p  des  formes  données  seront 
distinctes,  et  chacune  des  n — p  autres  sera  une  fonction  linéaire  et 
homogène  des/)  formes  distinctes  considérées.  Cela  résulte  immé- 
diatement du  théorème  de  M.  Rouché. 

Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  le  déterminant  principal  soit 
le  déterminant 

i\     a]  .  .  .  a% 


a}} 
p 
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On  peut  toujours  faire  cette  hypothèse  en  disposant  convenable- 
ment  des  notations,  comme  nous  l'avons  déjà  dit.  Alors  on  pourra 

donner  aux  inconnues  Vh,  Vh, ln  des  valeurs  arbitraires,  et 

les  autres  inconnues  seront  déterminées;  prenons  par  exemple 
Vf»=  —  *  'es  autres  variables  arbitraires  recevant  la  valeur  zéro; 
on  aura,  >lt  ^ \  étant  des  nombres  déterminés: 

\ft+\f*  + +>#/i-£+.=o. 

ce  qui  prouve  que  fp+t  s'exprime  en  fonction  linéaire  et  homo- 
gène des  p  formes  distinctes  ft,  /*„ fp. 

Si  les  valeurs  \,  >„ \p  sont  toutes  nulles,  /^  sera  nulle  iden- 
tiquement; nous  pouvons  écarter  cette  hypothèse. 

Ainsi  en  résumé,  étant  donné  un  nombre  quelconque  de  formes 
linéaires,  nous  saurons  toujours  reconnaître  combien  il  y  en  a  de 
distinctes.  S'il  y  en  a  p,  toutes  les  autres  seront  des  fonctions 
linéaires  et  homogènes  de  celles-là. 

2l7.  Remarque.  —  Les  conditions  qui  expriment  que  le  polynôme 

%Xn  +atXn-1  -f +  <*n-i  X  +  On 

est  identiquement  nul  sont  les  mêmes  que  celles  qui  expriment 
que  la  forme  : 

&oXn  +  fli*n-i  + +  fln-i  X{  +  «n  »0 

à  n  +  1  variables  indépendantes, 

est  identiquement  nulle. 

Il  résulte  immédiatement  de  là,  que  si  Ton  considère  »  +  1 
polynômes  du  degré  n  en  x, 

f  =  a0xn  +  at  a?"-1  + +  an_,  x+  an 

fl  =  b0x»  +  blxn-*  + +  bn„tx+bn 


A  =  /.  *n  +  ^  *"-'  + +  '«-I  *  +   In 

la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  ces  polynômes  soient  liés 
linéairement,  c'est-à-dire  pour  qu'il  existe  des  nombres 

*>  A4,  /j  .....  À„ 
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non  tous  nuls,  vérifiant  l'identité  : 

est  la  suivante  : 


213 


a0  af .....  û„-!fl„ 
b0  bx £n-i  K 


'.  <, 


4-1  1% 


=0 


C'est  d'ailleurs  ce  que  Ton  vérifie  directement. 

Il  convient  de  remarquer  que  la  même  proposition  s'applique  à 
n  +  1  polynômes  du  degré  n,  homogènes  par  rapport  à  deux 
variables  xt  y. 

218.  Théorème. —  Pour  que  des  formes  linéaires  données  puissent 
nrendre  des  valeurs  arbitraires  données,  il  faut  et  il  suffit  qu'elles 
soient  distinctes. 

En  effet,  il  s'agit  de  résoudre  le  système  : 


a\  xt  +  a\  x%  + 
ai  x4  +  a\  x%  + 


+  *?  xm 

+  a?  xm 


bt 
bs 


+   ûSn   *i+ +  «?*.   = 


<   *l 


H. 


Si  le  déterminant  principal  est  d'ordre  inférieur  à  n,  le  système 
précédent  ne  sera  possible  que  si  tous  les  déterminants  caracté- 
ristiques sont  nuls,  ce  qui  exige  qu'il  y  ait  entre  les  nombres 

bt,  6„ bn  des  relations  linéaires;  si  le  déterminant  principal  £ 

est  d'ordre  p,  en  supposant  que  ce  soit  le  déterminant  formé  par  les 
éléments  commxins  aux  p  premières  lignes  et  aux  p  premières 
colonnes,  on  aura  des  relations  de  la  forme  : 

«i  bi  +  «i  h  + +  «p  *p  +  *  *i4*  =  0, 

par  suite,  bp+«  serait  déterminé  quand  on  donne  biy  b% .....  bp,  tandis 
que  nous  avons  supposé  les  nombres  bi%  b% bn  entièrement  arbi- 
traires. Donc,  le  déterminant  principal  doit  êtte  d'ordre  net,  par 
suite,  les  formes  considérées  doivent  être  linéairement  indépen- 
dantes. La  réciproque  est  évidente. 
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219.  Corollaire.  —  Quand  des  formes  linéaires  fif  f% fH  sont 

Linéairement  indépendantes,  elles  sont  absolument  indépendantes, 
c'est-à-dire  qu'il  ne  peut  exister  aucune  relation  entre  ces  formes. 
En  effet,  si  Ton  avait  : 

f  (/;,/;, A)-of 

on  ne  pourrait  pas  faire  prendre  à  ces  formes  des  valeurs  arbi- 
traires données  d'avance  é„  bj bn  puisque  ces  nombres  devraient 

vérifier  l'équation  : 

*(*!.*•• *»)  =  0. 

220.  Théorème.  —  Si  des  formes  linéaires 

f»  h u 

sont  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  d'un  moindre  nombre  de  formes 
linéaires 

?i-  ?s */ 

elles  ne  sont  pas  distinctes. 
Supposons,  en  effet,  que  Ton  ait  : 

fi  =  a\  <Pi  +  a\  ?i+  +  a\  ?, 

fi  =  a\  ?i  +  «î  ?i  +  +  «ï  f> 


fn  =  aln  fl  +  a\  fl  +  +  aPn  fr 

/>  étant  plus  petit  que  n. 
L'identité 

*l  fi  +\f*+ +>nA=0 

sera  vérifiée  si 

>„  V  *. 

vérifient  les  équations  : 

aj  Xt  +  aj  X,  +  +  an  X.  =  0 

«î  X4  +  a»  X,  +  +  a*  X.  =  0 


«î  Xt  +  a\  X,  +  +  «J  X.  =  0 
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or,  ces  équations  admettent  toujours  des  solutions  différentes  de 
zéro,  puisque  le  nombre  des  inconnues  surpasse  celui  des  équations; 

donc  les  formes  /i,  f%, fn  ne  sont  pas  distinctes. 

221.  Lorsque  deux  systèmes  de  formes  linéaires,  dépendant  des 
mêmes  variables,  sont  tels  que  chaque  forme  de  l'un  des  systèmes 
soit  une  fonction  linéaire  homogène  des  formes  du  second  système 
et  vice  versa,  on  dit  que  les  deux  systèmes  sont  équivalents.  Il  est 
évident  que  l'on  peut  se  borner  à  considérer  dans  chacun  des  deux 
systèmes  les  formes  qui  sont  indépendantes;  il  y  en  aura  nécessai- 
rement le  même  nombre  des  deux  parts,  comme  cela  résulte  du 
théorème  précédent.  Si  les  formes  du  premier  système  sont  : 

fit  f%9 /Pt 

et  celles  du  second 

les  deux  systèmes  d'équations  : 

A  =  o/;  =  o /p  =  o 


et 


sont  équivalents. 
222.  Soient: 


<m  =  o  ?s  =  o <pj»=o 


?i  ?«> 9p 


p  formes  linéaires  distinctes,  fonctions  de  n  variables  x,,  ar8 x„, 

p  étant  inférieur  à  n;  et  soient  fi%f% fv  un  nombre  quelconque  de 

formes  linéaires  distinctes  ou  non.  Si  toutes  les  solutions  du  système 

^  =  0^  =  0 ?,  =  0  (1) 

vérifient  les  équations  : 

ft  =  0ft  =  0 ft  =  0,  (2) 

les  formes  fitft fq  sont  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  dn 

formes  f„  y, .....  «p^. 
En  effet,  supposons  : 

?l  =  a\  ar,  +  a\  xt  + +  «?*,  +  af+l  x^  + +  a»  xn  \ 

ç,  =  a\  xt  +  a\  xt  + +  of  *,  +  of+'  Xp+i  + +  «Ï  xn   1 

(3) 
?„  =  a\  *i  +  al  *»  + +«?*»  +  «P'  ***  + +  a'p  *• 
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et  supposons  le  déterminant  : 


«S 


*? 


^0. 


Si  nous  prenons  *„  j, i,  pour  variables  indépendantes,  nous 

pourrons   tirer    des  équations  (3),  x„  a?8,  xp  en  fonctions 

linéaires  et  homogènes  de  q>n  «ps, fy,  arp+i, a?»,  et  en  substi- 
tuant à  xv  x% xp  ces  fonctions  dans  /i,  fv fq  on  obtiendra  : 

A  =  «!  ri  +  «î  *  + +■?*,  +  «^  «H*  + +  <  *-i 

/i  =  «i  ?i   +  «5  f|  +    +  «S  ?p  +  «T1"1  *P+1  +   +  *î  **, 


/i  =  «;  ?i  +  «;  fi  + +  «;?*  +  «p1  *n-t  + + 


«;  ** 


Or,  on  peut  résoudre  le  système  (1)  en  donnant  à  a^i,  ....  xn  des 

valeurs  arbitraires;  par  hypothèse,  /i,  f% fq  seront  nulles.  Il  en 

résulte  que  les  coefficients  des  variables  x^it  xn  dans  les 

expressions  précédentes  sont  nuls;  donc  les  fonctions  fv  /, fc 

sont  exprimées  linéairement  en  fonction  de  ?f,  ç, fp. 

Remarque.  —  Nous  avons  supposé p  <  n;  il  n  y  a  pas  lieu  d'éta- 
blir la  proposition  quand  p  =  n,  car  alors  une  forme  quelconque  / 
est  exprimable  en  fonction  linéaire  et  homogène  de  n  formes 
linéaires  indépendantes  données  arbitrairement. 

223.  Théorème.  —  Si  l'on  donne  un  nombre  quelconque  q  de 
formes  linéaires 

/n  m» h 

distinctes,  et  un  nombre  moindre  p,  de  formes  linéaires 

9v  ?»» ?j> 

distinctes  ou  non,  on  peut  trouver  des  valeurs  des  variables  a?lt  xt ...  xn , 
non  toutes  nulles,  pour  lesquelles  toutes  les  fonctions  ?  soient  nulles 
sans  que  toutes  les  fonctions  f  soient  également  nulles. 

En  effet,  supposons  d'abord  les  fonctions  ?  distinctes.  Si  tous  les 
systèmes  de  valeurs  des  variables  xv  a?„ a?„,  annulaient  les 
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formes  données,  celles-ci  s'exprimeraient  linéairement  au  moyen 
d'un  moindre  nombre  de  formes  linéaires,  et,  par  suite,  ne  seraient 
pas  distinctes,  ce  qui  est  contraire  à  notre  hypothèse. 

Si  les/>  formes  ?  ne  sont  pas  distinctes,  elles  se  ramènent  à  un 
nombre  plus  petit  p'  de  formes  distinctes  $  auxquelles  il  suffit  d'ap- 
pliquer le  raisonnement  précédent. 

224.  Remarque.  —  La  proposition  précédente,  due  à  Jacobi,  peut  encore  être 
établie  de  cette  façon  : 
Soient  : 

a=«î  *,+*!*»+ +*r*„ 

/i=fli*i+flï*i+ +  «;*» 

fq=aq*i+alX*  + +aqXn 

les  q  formes  distinctes  données,  et  supposons  que  le  déterminant  formé  avec  les 
éléments  des  q  premières  colonnes  soit  différent  de  zéro.  On  peut  alors  expri- 
mer xti  ar, x    en  fonctions  de  /,,  fv fqy  x  +v xn;  de  Porte  que 

ç lf  9tj 9   deviendront  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  des  n  varfables 

nouvelles.  Pour  résoudre  le  système 

Çi=^?,=  o, fy  =  0i 

on  pourra  choisir  au  moins  n  —  p  variables  arbitrairement.  Mais  l'hypothèse  p<g 
entraîne  l'inégalité 

n-~p>n-~q; 

donc  H  y  aura  au  moins  une  des  variables  fu  ft fq  parmi  les  n  —  p  variables 

arbitraires. Or,  quand  on  donne  des  valeurs  déterminées  à  fif  fv fv  xfl+ , xH 

on  en  déduit  xv  a?2, x  ;  il  y  a  donc  un  système  de  valeurs  de  xv  xv xn  qui 

annulent  les  fonctions  ?  sans  annuler  toutes  fonctions  f. 
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225.  Soient . 


xv  xf 


n  variables  indépendantes;  on  peut  déterminer  des  variables  nou- 
velles : 
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telles  que  Ton  ait  : 

Xi  =  6|  X,  +  Al  X2  +  +  A,\  X» 

*,  =  A?  X,  +  b\  X2  +  +  b\  x„ 


(i) 


xn  =  bï  X1  +  «  Xs  +  +  «  X. 

si  l'on  suppose  le  déterminant  : 

à\    b\     Af 


B 


Aï    « 


A? 


Ai    Ai 


différent  de  zéro.  Les  nouvelles  variables  pourront  à  leur  tour  être 
regardées  comme  indépendantes,  c'est-à-dire  pourront  prendre 

des  valeurs  arbitraires  données  d'avance;  car  si  X^  Xs Xn  sont 

données,  les  équations  (1)  déterminent  les  valeurs  correspondantes 
de  xl9  a?,  ...xn  et, par  suite, si  Ton  donne  ces  valeurs  à  xvxÈ...  xn,  les 
équations  (1)  qui  n'ont  qu'une  solution,  étant  résolues  par  rapport 

à  X(,  X, Xn  attribueront  à  ces  dernières  précisément  les  valeurs 

qu'elles  doivent  prendre. 

Le  changement  de  variables  défini  par  les  équations  (1)  se  nomme 
une  substitution  linéaire;  le  déterminant  B,  qu'on  suppose  différent 
de  zéro  est  appelé  le  module  de  la  substitution. 

226.  Considérons  un  système  de  n  formes  linéaires  distinctes  : 

A  =  *{  *t  +  «î  *i  +  +  <*?  *n 

f%  =  «i  *i  +  <%  *i  +  +  «?  *« 


=  «4  «I   +   <4  *i   +    +   «S  *n 


» 


Le  déterminant  de  ces  formes 


A  = 


«î 


ai    ai 


a? 
4 


est  différent  de  zéro. 


<*: 
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Effectuons  sur  ces  formes  la  substitution  linéaire  (l),  de  module 
B  ;  les  formes  données  deviendront  de  nouvelles  formes  linéaires, 

Flf  F„ F„,  exprimées  au  moyen  de  nouvelles  variables  par  des 

équations  telles  que  : 

F1  =  eîXl  +  cJXi+ +  c?X„ 

Fa=ciXl  +  cîXa+ +  c?X„ 


•       Fn  =  c;x1+CiX,  + +  CJX, 

Nous  désignerons  par  G  le  nouveau  déterminant 

Cê  Ca  .....  Cm 


c  = 


'I 


Pour  obtenir  Fp  par  exemple,  il  suffit  d'ajouter  membre  à  mem- 
bre les  équations  (1)  après  avoir  multiplié  les  deux  membres  de  la 
première  par  alpy  les  deux  membres  de  la  seconde  par  a*  etc..  les 
deux  membres  de  la  dernière  par  aj;  on  obtient  ainsi  : 

F,  =  (a1,  b\  +  a\  b\  + +  a;  4f)  X,  +  ..... 

•  - +k*;+#î+ + <w.+ +(«x+ +«;*:)x» 

de  sorte  que  le  coefficient  de  Xf  qui  est  précisément  cqp,  est  donné 
par  l'équation  : 

cl=*,b\  +  a\b\+ +a;*;=  S  aU\.  (3) 

ksi 

Il  s'agit  de  prouver  maintenant  que  Ton  a  : 

C=A.B. 

Les  éléments  du  déterminant  G  sont  des  sommes  composées 
chacune  de  n  termes  que  nous  supposerons  écrits  dans  Tordre 
croissant  des  indices  supérieurs.  On  peut  remplacer  ce  déterminant 
par  la  somme  de  n"  déterminants  qu'on  obtiendra  en  n'écrivant 
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dans  chacune  des  colonnes  qu'un  seul  terme  et  en  supposant  que 
les  termes  conservés  dans  une  même  colonne  aient  tous  les  même  ; 
indices  supérieurs;  d'ailleurs  ces  indices  devront  différer  d'une 
colonne  à  une  autre,  car  autrement  le  déterminant  obtenu  aurait 
deux  colonnes  composées  d'éléments  proportionnels  et  par  suite 
serait  nul  ;  il  n'y  a  donc  à  considérer  que  des  déterminants  tels 
que  : 


«?*?  «w  «w 

<K    *\b\     «4*. 


«s*r  m  «X 


a;*j. 


a\    a\ 


p,  q, t  étant,  dans  un  ordre  quelconque,  chacun  des  nombres 

i,2, n. 

Si  l'on  nomme  I  le  nombre  d'inversions  des  indices  p,  q, 

le  déterminant  qui  figure  dans  le  second  membre  est  égal  à 
(—  i)1.  A  (192)  de  sorte  quo  : 

c=aS(-i)'*î6ï *:. 

Le  signe  S  s'étendant  à  toutes  les  permutations  des  nombres 
1,  2, nmis  à  la  place  des  indices  p,  q, t;  donc: 

G  =  A.  B. 


Remarque.  —  On  peut  encore  dire  que  le  déterminant 


a[a\. 


apa*  , 


étant  égal  à  A  au  signe  près,  G  est  égal  à  A  multiplié  par  une  expression  qui  ne 
dépend  que  des  éléments  du  déterminant  B,  de  sorte  que 

G  =  A.H. 

Or,  si  Ton  suppose  aj=  1  et  «J=0  quand  p  =  1,  2, n  et  lorsque  9,  supposé 

différent  de/?,  prend  aussi  les  valeurs  1,  2, n,  on  voit  aisément  que  C  se  réduit 

à  B  et  A  à  1  ;  donc 


oe  qui  donne 


B  =  1.H 


H=B. 
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Nous  avons  donc  obtenu  le  théorème  suivant: 

Étant  donné  n  formes  linéaires  distinctes,  le  déterminant  des  formes 
déduites  des  premières  par  une  substitution  linéaire  de  module  différent 
de  zéro  est  égal  au  déterminant  des  formes  primitives  multiplié  par 
le  module  de  la  substitution. 

227.  Produit  de  deux  déterminants.  —  Les  déterminants 
À' et  B  que  nous  avons  considérés  ne  sont  assujettis  qu'à  la  condi- 
tion d'être  différents  de  zéro,  par  conséquent  il  résulte  de  ce  qui 
précède  que  le  produit  de  deux  déterminants  de  même  ordre  peut  se 
mettre  sous  la  forme  d'un  détei*minant  du  même  ordre  que  les  premiers 
et  dont  les  éléments  sont  déterminés  par  les  équations  (3). 

Ainsi  Ton  a  par  exemple  : 


abc 

«07 

et  b'  c 

X 

a  ?  y 

= 

a''b"c" 

«r/ 

O  K-\-b  0-j-C  y 

a  ct-^b'p+c'y 
a"a+i"p+c"y 


a  a'-\-b  p-\-c  y 
aV-f-6'/S'-f-c  y 
a**+bvp'+cuy 


a  «»+b  /3*+c  y» 
am'+b'F+c'y* 


En  changeant  entre  elles  les  lignes  et  les  colonnes  de  l'un  des 
deux  déterminants  on  peut  obtenir  leur  produit  sous  une  autre 
forme;  ainsi  par  exemple  on  peut  représenter  encore  le  produit 
des  deux  déterminants  précédents  sous  la  forme  : 


a'aL-{-  bot  +  c'** 


afi  +  bp  +  c?' 
a'p+b'p  +  c'pr 
a"p  +  b"p'  +  cy 


a  y  -f"  b  y  -j-  C  y" 
ay  +  b'y'  +  cy» 
«*7  +  *V  +  cY 


Si  les  déterminants  donnés  n'étaient  pas  du  même  ordre  on 
pourrait  facilement  remplacer  celui  qui  est  d'ordre  le  moins  élevé 
par  un  déterminant  égal  et  de  même  ordre  que  l'autre  ;  ainsi  par 
exemple  on  peut  écrire  : 


|  a  b 
a  b' 


1  0  0 
On  b 
Oa'  *' 


100  0 

010  0 

00a  b 

00a  b* 


Si  l'un  des  facteurs  du  produit  devient  nul,  il  est  évident  que  le 
produit  obtenu  deviendra  nul  et  par  suite  il  ne  subsiste  aucune 
restriction  à  la  démonstration  que  nous  avons  donnée. 

Ayant  obtenu  le  produit  de  deux  déterminants  sous  forme  de 
déterminant,  on  obtiendra  de  la  même  manière,  de  proche  en 
proche,  le  produit  d'un  nombre  quelconque  de  déterminants. 

On  aura  de  même  le  carré  d'un  déterminant,  sous  la  forme  d'un 
déterminant,  en  multipliant  le  déterminant  proposé  par  lui  même  ; 
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ainsi  : 


abc 

i 

a   b'  c 

= 

a   b"  c" 

+  1/     +C» 


ad  +  bb'  +  ce  aa  -f-  bb"  +  ce  ' 
aa- _j_ ^  +  Cc  a'2  -f  *'2  +  c'%  àa+b'b"  +  ce 
aa"  _|_  ^'  +  cc"    c'a7  +  bb"  +  cV'    a"J  +b"à  +  c  > 

On  a  obtenu  un  déterminant  symétrique;  on  voit  aisément  qu'il 
en  est  de  même  dans  le  cas  général. 

Remarque.— Considérons  deux  déterminants  d'ordre  n;  ce  sont  des  polynômes 

contenant  chacun  1.2.3    n   termes;   leur  produit  est  donc  la  somme   de 

(1.2.3 n)1  termes;  la  notation  des  déterminants  permet  néanmoins  de  le  repré- 
senter par  un  déterminant  du  même  ordre  que  les  deux  déterminants  donnés.  Si 
n  =  4,  1.2.3.4  =24,  le  produit  est  un  polynôme  de  24  X  24  =  576  termes;  on 
peut  le  représenter  par  un  déterminant  du  quatrième  ordre.  Cet  exemple  suffit 
pour  faire  comprendre  tout  l'avantage  que  le  calcul  algébrique  peut  retirer  de 
remploi  des  déterminants. 

228.  Généralisation  de  la  multiplication  des  détermi- 
nants.—Considérons  au  lieu  de  deux  déterminants,  deux  tableaux 
rectangulaires  de  mêmes  dimensions. 

à\b\ *r 


a\  a: a' 


a4  a, 


et 


à[b\ «r 


*:*: 


et  considérons  le  déterminant  : 


C  = 


c\c\ 


ciel 


dans  lequel  : 

<t  =  albl  +  al*l  + +  aj*; 

En  raisonnant  comme  plus  haut,  nous  décomposerons  G  en  une 
somme  de  déterminants  tels  que  : 

«W  «!*! <K 

a$«ï     a\b\ a[b'n 


W     <bl a'X 


Digitized  by 


Google 


SUBSTITUTIONS  LINÉAIRES 


223 


p,  q t  devant  être,  pour  que  ce  déterminant  soit  différent  de  zéro, 

n  nombres  différents  pris  parmi  les  nombres  1,  2, m.  Or  si  m  est 

plus  petit  que  n  plusieurs  des  nombres  p>  q, t  seront  nécessai- 
rement égaux  entre  eux,  et  par  suite  tous  les  déterminants  ainsi 
obtenus  seront  nuls,  donc  dans  ce  cas  G  =  0.  Soit  maintenant 

m>n;  nous  pourrons  choisir  parmi  les  nombres  1,2, m; 

n  nombres  inégaux  «,  p,  7, \  que  nous  supposerons  rangés  par 

ordre  de  grandeur  croissante.  Considérons  toutes  les  permutations 
qu'on  peut  former  avec  ces  nombres  et  prenons  pour  indices  supé- 
rieurs successivement  les  nombres  appartenant  à  chacune  de  ces 

permutations  dans  Tordre  où  ils  s'y  trouvent;  soitp,  qt t  Tune 

de  ces  permutations;  il  lui  correspond  le  déterminant 


*?*! 


Or,  si  nous  considérons  le  déterminant 


a;    a\ 


a* 


pour  évaluer  le  signe  d'un  terme  il  faudrait  remplacer  l'indice  su- 
périeur «  par  1,  p  par  2,  et  ainsi  de  suite  ;  or  les  nombres  «,  /3 * 

allant  en  croissant,  si  Ton  conserve  ces  nombres,  le  nombre  d'in- 
versions ne  sera  pas  changé,  car  si  l'on  compare  les  deux  suites 

1<2<3< <n, 

«<j9<7  < <\ 

la  différence  de  deux  termes  de  la  première  aura  évidemment 
même  signe  que  la  différence  des  termes  correspondants  de  la 
seconde.  11  résulte  de  là  que 


«ïaî 


«1 


=  (-1)i 


al  «S 
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I  désignant  le  nombre  d'inversions  formées  par  les  indices  p,  q t. 

On  a  donc  pour  la  somme  des  déterminants  correspondante  aux 
nombres  «,,  p, h 


2(_l)i6?*l à'n 


«ï«î 


c'est-à-dire 


«M 


X 


b) 


*:*î 


si 


et  par  conséquent 

c=S[(«ï«î *»(*?*. *M- 

Le  signe  2  s'étendant  à  toutes  les  combinaisons  que  l'on  peut 

faire  en  prenant  n  nombres  «,  p,  *  parmi  les  m  nombres 

1,2 n. 

229.  Exemples.  —  1*  Les  deux  tableaux  : 


a  b 
a  S 
a"  b' 


et 


VF 


donnent,  par  la  multiplication,  le  déterminant 

a  «  +  *  p  a  a  +b  ?  a  a'  +  b  f 
a  «  +  b?  a  «  +  b'  p'  à  a»  +  V  p* 
>a"«  +  b"p    a"«+b'p'    a»*»  +  b"f 

qui  est  nul,  d'après  ce  qui  précède. 

Vérification.  —  On  obtiendrait  ce  dernier  déterminant  si  Ton 
faisait  le  produit 

a    b    0 

X 


a    b'  0 
a"  b"  0 


a  p  0 
a'  F  0 
«v^  0 
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2°  Soient  au  contraire  les  deux  tableaux 


295 


abc 
ci  b'  c 


On  a 


a*+bp-\-cy  aa-\-bp+cy 
a *+b'p+c'y  a*+Vp+c'y 


et 


a  b 
a  b' 


« p   y 
a  P  y 


*i:î 

+  1  *'  c 

X 

+i;j 

x|V. 

I«  7 

Py  '■ 
9i 


On  peut  remarquer  que  le  premier  membre  de  cette  identité  est 
un  mineur  du  produit  des  deux  déterminants  (a,  b',  c")  et  («,  Q>,  y"), 
et  le  second  membre,  la  somme  de  produits  de  mineurs  corres- 
pondants des  deux  mêmes  déterminants. 

3*  De  même,  si  les  deux  tableaux  sont  identiques  : 

a*  -\-  b*  -f-  c*   aa'  -\-  bb'  -\-  ce 
ad  +  bb'  +  ce  à*  +  *"»  +  c* 


ab 
ab' 


+ 


bc 


+ 


ca 
c'a 


ce  qui  donne  l'identité 


(aa  +  **  +  c8)(a'*+*'»+c'*) 
(oa'+  bb '+  ccy+  (ab'-  ba')*+  [bc  —  <#)f  +  (*a- 


ac')». 


230.  Application.— Si  l'on  désigne  par  «J  le  coefficient  de  aj 
dans  le  développement  du  déterminant 


D  = 


a\    a\     ...     al 
al    a\     ...     aj} 

«i    a%„    .  .  .     ann 

le  déterminant 


A  = 


«,    «,    ...    «J 

«i  «;  .  .  .  «; 

<<...< 

15 
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se  nomme,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  le  déterminant  adjoint 
de  D. 

En  appliquant  la  règle  de  la  multiplication  des  déterminants,  on 
trouve  immédiatement 


D.A 


DO  0 

0  DO 
0  0  D 


0 

0  0  0  0  ....0D 


=  D\ 


Donc  : 


a  =  D"-1. 
Ainsi,  par  exemple,  si  Ton  pose 


D 


abc 
a  b'  c 
a"  b"  c" 


on  a 


b'c"—cbv  c'a' — a  c'  a  b'  — -  b' a" 
b" c  —  c"  b  c"  a  —  a"  c  ar b  —  b'a 
bc  — cb'    c'a  —  ca    ab'    — bà 


a    b    c    \* 
a    b'    c    I 
a"  b"  c"  I 


Donc  :  le  déterminant  adjoint  d'un  déte?tninant  de  degré  n  est  égal 
à  la  puissance  n  —  1  de  ce  déterminant. 


EXERCICES 


1.  Résoudre  le  système. 


(b'c*  —  c'b')  x  +  {car  -  a'c)  y  -f  (a>b*  —  baf)  z  =  X 
(Wc  —  c"A)  x  +  {d'à  -  a"c)  y  +  (a"6  -  b"a)  z  =  Y 
(6</  —  c^)  x  +  (ca!  —  ad)  y  +  {ai/  —  baf)  z  =  Z. 


2.  Faire  le  produit  des  deux  déterminants. 


ç(S)  = 


A-S    B"  B' 

B"         A'- S    B 

B'  B  A"— S 


et 


<p(-S)  = 


A  +  S    fr/ 


B> 


B" 
B' 


A'+S    B 

B  A"+  S 


et  montrer  que  le  produit  est  de  la  forme  : 

-S» -f  LS*-MS«+  P 
L,  M,  P  étant  positifs. 
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En  conclure  que  l'équation  ç(Sy  =  ona  que  des  racines  réelles. 
On  fait  voir  d'abord  qu  elle  ne  peut  avoir  aucune  racine  de  la  forme  pi,  puis  on 
n  conclura  qu'elle  ne  peut  pas  avoir  de  racines  de  la  forme  a+  pi  en  remplaçant 
A,  À',  A    par  A  —  «,  A'  -  «,  A"  -  a. 
3.  Faire  le  carré  du  déterminant. 


1    a    a1 
1    b    b* 


1     /     l*    .  . 


On  trouve  : 


*•      *i      *i 


„_,  *m    *„+i 


*m-l 


=  (a-6)*(«-c)» (a-0«(6-c)«.  .  .  (c-<>* 


8p   =  <r"  +  *>+.    ...    +P- 


4.  Faire  le  carré  du  tableau 


on  en  déduit  : 


5.  Faire  le  carré  du  tableau 


1  i     1 

a  b     /| 

*•         *i  I  as  2  (a  -  b?. 

1  1      i 

a  b     l\ 

a»  6* /M 


En  déduire  : 


s\      *       s]     =  I  (a  -  6j»  (6  -  c)«  (c  —  «)«. 
«t        h        *4  I 


8.  Fa?re  le  carré  du  tableau  : 


1        1 

a         b 
a*       6» 


<r— 16>- 


1 


r- 


Le  nombre  des  lettres  «,6, /étant  égal  à  m. 

Sî  p  =  m,  on  retrouve  le  résultat  du  n°  J.  Si  p  surpasse  m,  le  déterminant  obtenu 
est  nul. 
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7.  Montrer  que  les  deux  systèmes  de  relations  : 

at  +b%  _|_c«  =i  aaf  -\-bV  -f  ce*  =o 

a^+i'H  e'»  =  1  <r*a"  +  VU'  +  </c"=o  (i) 

0"»  + 6"i  +  c"*=l  «*«  +  6"*  +  c"c  =  o 


et  : 


4,1  4.  fi  +b"%=i  bc  +  b'd  +  6V=o  (3) 

ci  4-  c^-f  c"*  =  l  «i  +  c'a'  -j-aY=o 


sont  équivalents. 
On  considérera  le  déterminant  : 

Ia  b  c 
ce  b*  v 
a>      à"     <f 

en  tenant  compte  des  relations  (1)  on  trouve 

D«  =  i 
et  par  suite 


Cela  étant,  les  équations 


donnent 


D  =  i .  (•  =  ±  1). 


aa1  +  bà'  +  ce  =  o 
aar  +  bb'  +  ccr=o 


a  =  \{b,cm—<fbm) 

Portant  ces  valeurs  dans  ia  relation 

D  =  a  {b'c*  —  Cb")  +  6  (c'a*  —  cr<f)  +  c  [d(f  —  ôw) 

on  en  tire 

\  =  • ,  etc. 

Alors 

a%  +a'«  +  o*»  =  i[fl(6'c«-cp6T  +  et  {b"c  —  c6")  +  a"  (6c/ —  c6')]  =  i.  D.t  =-.  1  ; 

puis 

fl6  +  a'b'  +  û"6*  =  i  [6  (b'c"  —  ett")  + ]  =  o. 

La  démonstration  est  applicable  à  n*  quantités  a{>  Oj»  a"- 

8.  Un  mineur  formé  avec  p  lignes  et  p  colonnes  du  déterminant  adjoint  A  d'an 
déterminant  D,  est  égal  àD'"1  multiplié  par  le  coefficient  du  mineur  correspon- 
dant dans  le  déterminant  primitif. 
Si  Ton  suppose  qu'il  s'agisse  des  p  premières  lignes  et  desp  premières  colonnes, 
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par  le  déterminant  proposé,  a*  désignant  le  coefficient  de  aj. 

La  démonstration  est  la  même,  quelles  que  soient  les  lignes  et  les  colonnes  qui 
serrent  à  former  le  mineur  de  A. 

En  supposant  p  =  2,  ce  théorème  peut  être  représenté  par  l'identité  suivante  : 


rf«R  rffl  rfR       rfRrfK 

da^da'-da^da'       da^da^ 


R  désignant  le  déterminant  considéré, représentant  la  dérivée  seconde  de  R 

dardai 

Jn 

par  rapport  aux  éléments  <£,  a*  et sa  dérivée  par  rapport  à  a!!,  etc. 

9.  Si  Ton  considère  tous  les  mineurs  d'ordre  k  d'un  déterminant  £,  on  peut 
former  avec  ces  mineurs  un  déterminant  A  en  écrivant  dans  une  même  ligne  tous 
les  mineurs  composés  d'éléments  appartenant  aux  mêmes  lignes  de  £.  Prouver  que 
A  ne  change  pas  quand  on  affecte  tous  ses  éléments  du  signe  que  leur  donne  la 
règle  de  Laplace  lorsqu'on  les  regarde  comme  mineurs  de  9. 

10.  Si  a  est  le  déterminant  aux  mineurs  d'ordre  k  de  £,  et  A'  le  déterminant  aux 
mineurs  d'ordre  n  —  k,  on  a  : 


11.  On  a  : 


AA'  =  J- 


k  *  —  l 

ArsJ^-l     et     A'=*C«-« 


12.  Si  Ton  forme  le  déterminant  Ai,  aux  mineurs  d'ordre  n—  *—  1  de  J,  on  a  : 

A|=  A. 

Par  exemple  :  Le  déterminant  adjoint  de  <J  est  égal  au  déterminant  formé  avec 
tous  les  mineurs  à  quatre  éléments  de  J. 

Les  numéros  9,  10,  11,  12  sont  empruntés  à  un  mémoire  de  M.  Picquet  : 
Mémoire  sur  V application  du  calcul  des  combinaisons  à  la  théorie  des  déterminants. 
{Journal  de  r  École  polytechnique,  XLV  cahier.) 
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13.  Résoudre  le  système  : 

x*  +  y»  +  t*  =  « 
a*  +  by  +cz=$ 
flte  +  6,y  +  c/x  =  7. 
—  (On  considère  le  déterminant 

Ix  y  9  I 
a  6  c 
a'à'C  I 

son  carré  étant  constant,  en  vertu  des  équations  précédentes,  on  a  : 

x  (bc  —  cb')  +  y  (ca*  —  a^  +  s  (al/  —  6oQ  =  * 
9  étant  une  constante.) 
Montrer  que  la  solution  du  système  est  de  la  forme  : 

x  =  ha  -f  h'af  -f  A"  (6c'  —  cl/) 
y  z=  hb  +  hW  +  À"  (ca  —  ad) 

z  =  Ac  +  hfe  +  A"  («^  —  fa7) 

A,  A',  A"  étant  des  constantes. 

14.  On  pose  : 

bc  —  p*  =  A    ac  —  g1  =  B    a6  —  r%  =  C 
or  —  ap  =  P    pr  —  bq  =  Q    pa  —  cr  =  R 

prouver  que  : 

(abc  +  2par  -  ap»  -  6g»  -  c;-»)»  =  ABC  +  2PQR  —  AP*  —  BQ1—  CR1 

(Appliquer  le  théorème  relatif  au  déterminant  adjoint  d'un  déterminant.) 

15.  On  pose  : 

A=  bc'  -f  ctf  -f  û«* 

B  =  a</  +  ac'+  66' 

C  =  abf  -f  6a'  f  ce'. 

Prouver  que 

(,|i+6»+c»-ôc— ca—ab)  (o*+&'»+c'»-&'c'--c'a--a'6')  =A»+B»+C»— BC-CA-AB. 

16.  Les  données  étant  les  mêmes,  prouver  que  : 

(a«+6»+c»— Zabc)  (a'»+6'*+c''—3a'6V)=A»+B»+C»— 3ABC. 

17.  On  considère  un  déterminant  formé  de  la  manière  suivante  : 

On  écrit  d'abord  un  tableau  composé  de  p  lignes  et  de  n  colonnes,  suivi  d'un 
carré  composé  avec  p*  zéros.  Au-dessous  du  tableau  (T)  on  écrit  un  déterminant  de 
degré  n  dont  les  éléments  sont  des  zéros,  excepté  ceux  de  la  diagonale  principale, 
formée  avec  des  éléments  égaux  à  —  1  et,  à  la  suite  de  ce  déterminant,  on  écrit  un 
tableau  formé  aveep  colonnes  et  n  lignes.  On  obtient  ainsi  : 


*iai ai 

a\a\  !  "   '.  '.  '.  «» 
p   p                    p 

0    0  .   .  0 
....  0 

0    0  .  .  0 

—1     0  ....  0 
0—1  0  ...  0 

!  .*  !  .*  !  -i  6 

0     0.. 0—1 
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Montrer  que  ce  déterminant  est  égal  au  suivant  : 


931 


y»1    „* 

.    .    .    .   an 

c\c]..c> 

Il i 

a1  a* an 

cV.  .  c* 

p   p up 

P    P       •  Cp 

-1     0 

0-1 

...  0 
...  0 

— i  '  ô 

.  0-1 

0    0  . 
0    0  . 

0 
0 

0    0  . 

0 

oa 


4 =«»**+«&+ +«;*:• 

En  conclure  la  règle  de  multiplication  des  déterminants  et  celle  des  tableaux  rec- 
tangulaires. 
48.  Étant  donnés  n  quantités  inégales,  on  forme  le  tableau  rectangulaire  suivant  : 


a'*  a' 
b*  6n-J 


a  1 

b  1 


rin 


k  1 
/  1 


qui  contient  n  lignes  et  n  +  1  colonnes.  Le  déterminant  V  obtenu  en  supprimant  la 
première  colonne  est  le  déterminant  de  Vandermonde. 

Calculer  le  déterminant  V    t  obtenu  en  supprimant  la  colonne  de  rang  p  et 
prouver  que 

Vi  =  2  a"(6-c)  (5-c) (*-*). 
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CHAPITRE    XVI 

IMAGINAIRES 

231.  Nous  avons  donné  la  règle  pour  calculer  le  reste  de  la  divi- 
sion d'un  polynôme  entier  f{x)  par  a?1  + 1.  En  écrivant /(x)  sous 
la  forme  : 

/»  =  f(*î)  +  *  +  (*1) 

ce  reste  est  égal  à  f  (—  1)  +  x  f  ( —  1).  On  l'obtient  en  remplaçant 
x*  par  —  1  dans  f  (ar1)  et  dans  +  (x8),  ou  ce  qui  revient  au  même,  en 
remplaçant  dans  f(x) 

&*  par  1 
x*+*  par  —  1 
#*H-«  par  x 
a^^4  par  —  x 

On  a  été  conduit  à. introduire  dans  le  calcul  algébrique  un  sym- 
bole i  que  Ton  soumet  aux  conventions  suivantes  : 

Tout  polynôme  entier  de  degré  supérieur  à  1,  formé  avec  la 
lettre  i  est  réduit  au  reste  de  la  division  de  ce  polynôme  par  il  + 1; 
de  sorte  que  si 

on  convient  de  poser 

ce  qui  revient  à  dire  que  Ton  calcule  f(i)  en  remplaçant  ?  par  —  1 
ou  encore  : 

%h  par      1 

i*M-î  par— 1 

t*H-i  par       % 

i*h->  par  —  i 

De  cette  façon,  tout  polynôme  entier  par  rapport  à  i  est  ramené 
à  un  binôme  du  premier  degré>  de  la  forme 

a  +  bi, 
a  et  b  étant  des  nombres  positifs  ou  négatifs. 
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232.  Définitions.  —  Nous  nommerons  toute  expression  de  la 
forme  a  +  b  i\  expression  imaginaire,  ou  simplement  imaginaire,  ou 
encore  nombre  imaginaire.  Par  opposition,  les  nombres  positifs  ou 
négatifs  ont  été  appelés  des  nombres  réels. 

Dans  r expression  a  +  b  i,  a  se  nomme  la  partie  réelle  et  b  le 
coefficient  de  i;  bi  est  la  partie  imaginaire.  Lorsque  b  =  0,  a  -f-  b  i 
se  réduit  à  sa  partie  réelle.  Si  a  =  0  l'imaginaire  se  réduit  à  b  i;  on 
dit  alors  qu'on  a  une  imaginaire  pure.  Enfin,  si  a  =  0  et  b  =  0  en 
même  temps,  on  dit  que  l'imaginaire  est  nulle  et  Ton  écrit  : 

a+bi  —  0. 

On  dit  que  deux  imaginaires  a  +  b  i  et  a'  +  b'  i  sont  égales  et 
Ton  écrit  : 

a  -f  b  i  =  d  +  *'  t, 

si  Ton  a  en  même  temps  : 

a  =  d  et  b  =  b'. 

On  appelle  imaginaires  conjuguées,  deux  imaginaires  qui  ont  même 
partie  réelle  et  dont  les  coefficients  de  t  sont  égaux  et  de  signes 
contraires;  ainsi 

a  +  bi    et    a  —  bi 

sont  deux  imaginaires  conjuguées. 

Si  deux  imaginaires  sont  égales,  il  en  est  de  même  de  leurs 
conjuguées. 

On  nomme  module  de  l'imaginaire  a-\-bx,  le  nombre  positif 

•«?  +  *■. 

On  écrit  : 


mod.  (a  +  bi)  =  y/a*  +  b*. 

On  voit,  d'après  cela,  que  les  imaginaires 

a  +  **»    a-rbi,     — a  +  it,    — a  —  bi 

ont  même  module. 
Par  exemple,  2  +  3 1  a  pour  module  yjk  -f-  9  =  \/l3, 


3  —  4  i  a  pour  module  V9  +  16  ou  5. 


Le  nombre  y/a*  -f-  6*  ne  peut  être  nul  que  si  a  et  b  sont  nuls  et 
réciproquement;  d'après  cela,  on  voit  que  si  le  module  d'une  ima- 
ginaire est  nul,  cette  imaginaire  est  nulle  et  réciproquement.  En 
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d'autres  termes,  pour  quune  imaginaire  soit  nulle,  il  faut  et  il  suffit 
que  son  module  soit  nul. 

Si  b  =  0,  le  module  se  réduit  à  v^êF,  c'est-à-dire  à  la  valeur  absolue 
de  a;  ainsi  dans  tout  ce  qui  suit,  si  a  désigne  un  nombre  positif  ou 
négatif,  |  a  |  et  mod.  a  désigneront  le  même  nombre,  égal  à  la 
valeur  absolue  de  a. 


OPERATIONS   SUR  LES  IMAGINAIRES 

233.  Addition.  —  Par  définition,  la  somme  de  plusieurs  imaginaires 
est  une  imaginaire  ayant  pour  partie  réelle  la  somme  des  parties 
réelles  et  pour  coefficient  de  i  la  somme  des  coefficients  de  i  dans  les 
imaginaires  données. 

L'addition  est  donc  définie  par  l'équation 

Si  *i  +  *a  + +  *n  =  0,  la  somme  obtenue  est  réelle. 

Lorsque  la  somme  de  deux  imaginaires  est  nulle,  on  dit  que  ces 
imaginaires  sont  égales  et  de  signes  contraires. 

234.  Théorème. —  Le  module  de  la  somme  de  deux  imaginaires  est 
plus  petit  que  la  somme  de  leurs  modules  et  plus  grand  que  la  diffé- 
rence de  leurs  modules. 

Soient  a-\-bietc-\-di  deux  imaginaires  données.  Il  s'agit  de 
prouver  que  l'on  a  : 


y/(a+cY  +  (b  +  df  <  v/ô5  +  b*  +  J*  +  d*. 
Les  deux  membres  étant  positifs,  il  suffit  de  prouver  que  l'on  a 


(a  +  c)*  +  {b  +  d)2  <  a1  +  **  +  c*  +  eP  +  2  Ja2  +  b2.  Je*  +  d2 
ou  en  simplifiant 


ac  +  b  d  <  >Ja*+  b2.  Je2  +  d*. 

Si  le  premier  membre  est  négatif  ou  nul,  l'inégalité  est  vérifiée; 
s'il  est  positif,  on  peut  élever  les  deux  membres  au  carré  et  il  suffit 
de  prouver  alors  que  : 

{ac  +  bd)2  <  (a*  +  b2)  [<?  +  d2), 

ou  en  simplifiant 

0<(ad  —  bcy. 


Digitized  by 


Google 


IMAGINAIRES  935 

Donc,  1°  si  ad—  bc  est  différent  de  zéro,  la  première  inégalité 
est  vérifiée. 
2°  Si  ad  —  bc  =  0,  on  a  : 

(ac +itf)8  =  (a* +  6*)  (<?+#), 
et,  par  suite, 

\ac  +  bd\  ==  >]a%  +  b*.  Jc'  +  d*; 
donc,  si 

ac  +  bd>  0, 
l'inégalité  proposée  est  changée  en  égalité  ;  ainsi  lorsque  : 
ad—  bc  =  0    et    ac+*d>0, 

le  module  de  la  somme  est  égal  à  la  somme  des  modules.  Si,  au 
contraire, 

ac  +  éd<0, 

on  a  : 


ac+bd<Ja*  +  b*.  Je*  +  d*, 

et,  par  conséquent,  le  module  de  la  somme  est  plus  petit  que  la 
somme  des  modules;  nous  verrons  plus  loin  qu'il  est  alors  égal  à 
leur  différence. 
Je  dis  maintenant  qu'on  a,  en  général, 


^(a  +c)*  +  {b  +  df<\  \/a>  +  A1  —  v^»  +  dJ  | 
ou 


(a  +  cy  +  p+dï^tf+P  +  ct  +  d*  —  2  Ja*  +  bK  */c*  +  d* 
et  en  simplifiant 


ac  +  *  d  >  —  v^1  +  bK  v/c*  +  d*. 

Si  ac  +  bd  est  positif,  l'inégalité  est  vérifiée.  Soit  ac  +  bd<0, 
alors  on  peut  écrire  : 


>la*  +  *«.  y^c»  +  d»  >  —  (ac  +  6d) 
et  en  élevant  au  carré  les  deux  membres  qui  sont  tous  deux  positifs, 
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on  obtient  comme  plus  haut  : 

{ad  —  bcf>0. 

Donc,  si  ad  —  b  c ^ 0  le  module  de  la  somme  est  plus  grand  que 
la  différence  des  modules. 

Si  a  d  —  b  c  =  0  et  en  même  temps  a  c  +  b  d  >  0,  l'inégalité  est 
encore  vérifiée  ;  enfin,  si  a  c-f-  6  d  <  0  elle  se  transforme  en  égalité. 

En  résumé ,  si  ad  —  bc  ^  Ole  module  de  la  somme  est  compris 
entre  la  somme  des  modules  et  leur  différence. 

Si  a  d  —  bc  =  Oetac-\-bd>0\e  module  de  la  somme  est  égal 
à  la  somme  des  modules  ; 

Si  a  d  —  6c  =  0  et  ac  -\-b  d<  0  le  module  de  la  somme  est  égal 
à  la  différence  des  modules. 

Corollaire.  —  Le  module  de  la  somme  d'un  nombre  quelconque 
d'imaginaires  est  au  plus  égal  à  la  somme  de  leurs  modules. 

235.  Soustraction.—  Par  définition,  soustraire  c  -\-di  dea-\-bi, 
cest  trouver  une  imaginaire  x  -f-  y  i,  qui  ajoutée  à  c  +  d  i  reproduise 
a  -\-bi. 

Pour  calculer  les  nombres  réels  x  et  y  on  doit  donc  résoudre 
l'équation  : 

c  +  rfi-f-#  +  yi  =  fl+6i 

qui  se  décompose  en  deux  : 

c  -f-  x  =  a 
d+y  =  b 

on  a  donc  : 

x  =  a  —  c    y  =  i  —  i, 

et,  par  suite, 

a  -f  bi  —  (c  +  di)  =  a  —  c  +  (6  —  d)  i. 

Il  résulte  de  là,  que  retrancher  c  +  di  est  la  même  chose  qu'a- 
jouter (—  c)  +  (—  d)  t. 

236.  Théorème.  —  Le  module  de  la  différence  de  deux  imagi- 
naires est  compris  entre  la  somme  et  la  différence  des  modules  de  ces 
imaginaires. 

En  effet,  on  a  : 

mod.  [(—  c)  +  (—  d)ï]  =  mod.  [c  +  di\. 
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et  nous  venons  de  voir  que  la  différence  a  -\-bi —  (c  +  di)  n'est 
pas  autre  chose  que  la  somme 

«  +  **  +  [(-c)  +  (-d)i]. 

La  proposition  est  donc  établie. 

237.  Multiplication.  —  Le  produit  dea-{-b  i  par  à  +  d  i  s'obtient, 
par  définition,  en  remplaçant  dans  le  produit  des  deux  binômes  du  pre- 
mier degré  en  i  effectué  d  après  la  règle  de  la  multiplication  algébrique, 
i*  par  —  i . 

On  trouve  d'abord  : 

(a  +  bi){c  +  di)  =  ac  +  {ad  +  b  c)i  +  b  di\ 
par  suite  on  a,  par  définition 

(a  +  bï)  (c  +  di)  =  a  c  —  bd  +  (ad  +  bc)i. 

Donc,  le  produit  d'une  imaginaire  par  une  autre,  est  une  imagi- 
naire qui  peut  d'ailleurs  se  réduire  à  sa  partie  réelle. 

238.  Les  produits  de  deux  imaginaires  égales  par  une  troisième  ima- 
ginaire sont  égaux. 

En  effet, 

(a  +  bi)  [h  +  ki)  =  a  h  —  bk  +  (a  k  +  bh)x 
(C  +  di)  (h  +  ki)  =  ch  —  dk  +  {ck+dh)i, 

on  a  par  hypothèse  : 

a  =  c      b=zd; 
donc, 

aA  —  bk=  cA  —  dk  et  ak  +  bh  =  ck  -f  dh. 

On  voit  de  même  que  l'on  peut  multiplier  membre  à  membre  des 
égalités  dont  les  membres  sont  imaginaires. 

239.  Définition.  —  On  appelle  produit  de  plusieurs  facteurs  ima- 
ginaires le  nombre  réel  ou  imaginaire  qu'on  obtient  en  multipliant  le 
premier  facteur  par  le  second,  le  produit  obtenu  par  le  troisième,  et 
ainsi  de  suite,  jusquau  dernier  facteur. 

Il  s'agit  de  prouver  que  les  produits  de  facteurs  imaginaires 
jouissent  des  mêmes  propriétés  que  les  produits  de  facteurs  réels. 

240.  Nous  allons  démontrer  d'abord  que  le  produit  de  plusieurs 
imaginaires  est  indépendant  de  tordre  dans  lequel  on  effectue  les  mul- 
tiplications successives.  Pour  le  prouver,  considérons  deux  polynômes 
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entiers  f{x)  etft  (a?)  et  soient  u  -f  vx  et  ut  -\-  vt  x  les  restes  <!<> 
leurs  divisions  par  x*  +  1.  De  sorte  que  : 

f(x)  =  u  +  vx  +  (*  +  l)f(x) 
ft(x)  =  ut+  v{x  +(«■  +  !)  f  ,(*) 

y  (x)  et  f ,  (x)  étant  des  polynômes  entiers. 
On  en  conclut  : 

/».  /;  (a:)  =  un,  —  « t>t  +  (u  vt  +  vut)  *  +  («■+«)♦  M 

f  (x)  désignant  un  polynôme  entier. 
Or,  on  a  : 

et 

f(i).  /;  (î)  =  iiiij  —  ©^  +  (u^  +  t>ti,)i. 

Donc,  si  l'on  désigne  par  F  (or)  le  produit  des  deux  polynômes 
entiers  f(x)  et  /i  (a?),  on  a  : 

/•(i)./;w=F«. 

puisque  nous  représentons  par  F  (i)  le  résultat  obtenu  en  rempla- 
çant x  par  i  dans  le  reste  de  la  division  de  F  (x)  par  Xe  + 1. 
Cela  posé,  soit  : 

(at  +  bx  x)  {a%  +  b%  x) (an  +  bn  x)  =  Fn  (a?), 

F„  (x)  désignant  un  polynôme  entier.  Je  dis  que  : 

(«i  +  *i  0  («i  +  *iO («»  +  M  =  F»  (»). 

En  effet,  la  proposition  est  vérifiée  pour  n  =  2.  Supposons-la 
vraie  pour  n  =  j),  je  dis  qu'elle  sera  vraie  encore  pour  n  =  /)  -J~ 1. 
En  effet,  soit  : 

(<*i  +  *i  *)  K  +  *s  *) (a,  +  bpx)  =  ¥p  (a?), 

d'où  : 

(«i  +  *i  ^  (<**  +  M  (a,  +  V)  =  F,  (0, 

par  suite  : 

(«t  +  *i 0  {<h  +  *#«) {*p+bpi)(aP+i+bp+ti)  =  ¥p{i){ap+ï  +  bp+lï); 
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mais 

F,  (*)  (a^  +  by+i  x)  =  Fh-,  (*), 
donc, 

F,W(«H4  +  *^*)  =  Ff+if.i), 
et,  par  conséquent  : 

(a,  +  bx  i)  (a,  +  6,  i) (a^  +  6^,  i)  =  F^  (i). 

Cela  posé,  quel  que  soit  Tordre  dans  lequel  on  fait  les  multipli- 
cations, le  polynôme F„  (x)  ne  change  pas;  il  en  sera  donc  de  même 
de  Fn  (i). 

Il  résulte  encore  de  ce  qui  précède  que  Ton  peut  multiplier  le  pre- 
mier facteur  par  le  second, réduire  le  résultatà  la  forme p-\-qi,  mul- 
tiplier ensuite  cette  imaginaire  par  a3  -f-  ô3i,  puis  réduire  à  la  forme 
Pi  +  9i  *i  etc--«  •  On  peut  aussi  faire  le  produit  comme  si  i  désignait 
une  variable  réelle,  ce  qui  donnera  le  polynôme  F  (i)  que  Ton 
ramène  à  la  forme  a  -f  pi.  On  peut  encore  grouper  les  facteurs 
comme  on  veut,  effectuer  les  produits  indiqués  dans  chaque  groupe 
et  faire  ensuite  le  produit  des  imaginaires  obtenues.  Quel  que  soit 
Tordre  adopté,  le  résultat  sera  toujours  le  môme. 

241.  Théorème.  —  Le  produit  de  deux  imaginaires  conjuguées  est 
égal  au  carré  de  leur  module. 

En  effet,  soient  a  +  bi  et  a — bi  deux  imaginaires  conjuguées  :  la 
règle  de  la  multiplication  donne  immédiatement  : 

(a  +  bi){a  —  bi)  =  a*+l>', 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

242.  Théorème.  —  Deux  produits  de  facteurs  imaginaires  respec- 
tivement conjugués  sont  imaginaires  conjugués. 

En  effet,  soit  : 

K  +  M  («1+  *1») («■  +  bn%)  =  p  +  Ç|. 

On  a  : 

(«I  +  *!*)  («■  +  *!*) (*»+  *•*)  =  P  +  ?*+(*a+  1)/», 

f  {x)  désignant  un  polyncyne  entier  en  x;  donc  : 

(at  —  btx)  (a,  —  b2x) (a;l—  bH  x)  =  p  —  q  x  +  («•  +  4)  /(—  x) 

et,  par  suite  : 

(«i  *~  *i  *)(«i—  M (««  —  *«*)  =  />  —  ?*• 
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On  peut  encore  établir  cette  proposition  en  remarquant  d'abord 
qu'elle  est  vraie  pour  deux  facteurs,  car,  si  dans  l'égalité  : 

(«i  +  M  («■  +  *i»)  =  <*i  <h  —  àt  à%  +  (at  bt  +  ^ajt, 

on  change  êt  en  —  bt  et  bt  en  —  b„  on  obtient  : 

K  —  àti)  (at  —  *tt)=a1a1  —  «,*.—  («!*,+  *,a»)*, 

et  Ton  fait  voir  ensuite  que  si  le  théorème  est  vrai  pour  n  facteurs 
il  est  vrai  pour  n  4-  i  facteurs. 

243.  Problème.  —  Trouver  la  condition  pour  que  le  produit  de 
deux  imaginaires  soit  réel. 

Soient  a-{-bi  et  x  +  y  i  deux  imaginaires;  le  coefficient  de  idans 
leur  produit  est  égal  à  : 

bx  +  ay, 

la  condition  demandée  est  donc 

bx  +ay  =  0. 

La  solution  la  plus  générale  est  donnée  par  les  formules 
x  =  \a      y  =  —  \b, 
par  suite  : 

x  +  yi  =  la  —  \bi  =  \(a  —  bi). 

\  étant  un  nombre  réel  arbitraire. 

244.  Théorème.  —  Le  module  d'un  produit  de  facteurs  imagi- 
naires est  égal  au  produit  des  modules  des  facteurs. 

Soit  : 

(«!+*!*)  («**  +  *|0 {On  +  Kl)  =P  +  ?  *, 

on  a  : 

(a,  — *tt)  (a,  —  6Èi) (a„—  bni)  =p  —  yi, 

d'où  en  multipliant  membre  à  membre»  et  groupant  les  facteurs 
respectivement  conjugués, 

(aï  +  b\)  (a»  +  b\) (a«n  +  *•)  =  f  +  q>. 

Ce  qui  démontre  la  proposition,  car  en  appelant  rn  rt rn  les 
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modules  des  facteurs  et  p  le  module  du  produit,  on  a  : 

rîi *=f\ 

c'est-à-dire,  puisqu'il  s'agit  de  nombres  positifs 

?i  r* rn  —  p. 

Autre  démonstration.  —  En  appliquant  ce  théorème  au  cas  de 
deux  facteurs  (at  +  bt  i)  et  (aa  -f  b%  t),  on  obtient  l'identité  : 

(«t  «.  -  *t *.)*  +  («i  **  +  *b  «iY  =  W  +  «)  W  +  «)• 

En  démontrant  directement  cette  identité,  le  théorème  est 
démontré  pour  le  cas  de  deux  facteurs;  on  rétend  à  un  nombre 
quelconque  de  facteurs  par  un  procédé  bien  connu. 

245.  Corollaire.  —  Pour  qu'un  produit  de  facteurs  imaginaires  soit 
nul.  il  faut  et  il  suffit  que  Vun  des  facteurs  soit  nul. 

En  effet,  le  module  du  produit  devant  être  nul,  le  module  de  l'un 
au  moins  des  facteurs  doit  être  nul.  La  condition  est  donc  néces- 
saire; elle  est  évidemment  suffisante. 

246.  Puissances.  —  On  appelle  puissance  m*  d'une  imaginaire, 
m  étant  un  entier,  le  produit  de  m  facteurs  égaux  à  cette  imaginaire. 

D'après  cela,  (a  -f-  bi)m  est  le  produit  de  m  facteurs  égaux  à  a  -f-  bi . 
Pour  obtenir  cette  puissance,  nous  pouvons  appliquer  la  formule 
du  binôme  et  remplacer  les  puissances  de  i  comme  il  est  convenu  ; 
on  aura  ainsi  : 

(a  +  «)»  =  tf"-  m{mÂ  ~  i)a— *y  + 

1.2 

+(mam-lb — t-—^ '-amr-4b*+ i. 

\  1.2.3.  / 

On  obtiendra  (a  —  bi)m  en  changeant  *  en  —  *;  donc 

(a  -  «)»  =  a"—  m(?~"1)Q,n"a^+ 

(      «.  i  l      m(m  —  \)(m  —  2)    m  .  . 8   ,         \  . 
—  lmam-xb ^ Lam-*P  + J  i. 

On  obtient  donc,  comme  on  devait  s'y  attendre,  des  imaginaires 
conjuguées. 

Remarque.  —  Jusqu'ici  nous  nous  sommes  bornés  à  dire  qu'on 
remplace  dans  les  polynômes  formés  avec  i,  P  par— 1,  t8  par — i,  etc. 

i6 
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Nous  dirons  dans  la  suite  que  t*= — 1,   i*  =  —  i, ;  i^=  1, 

i*H-i  = ,;  iW=—  1,  i4H-«  —  —  i. 

247.  Nous  appellerons  polynôme  entier  en  a?,  l'expression 

A.S-  +  A,*— •  +  A,*— ■  + +  A^+x  +  AK. 

A0ï  Àn Am  étant  des  nombres  réels  ou  imaginaires. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  si  l'on  substitue  à  x  un  nombre 
réel  ou  imaginaire  a  +  bi,  on  obtiendra,  toutes  réductions  faites, 
une  expression  de  forme 

P  +  Qi. 

En  effet,  un  terme  quelconque  kp  a*1-*,  en  supposant  kp  =  u  +  »*, 
devient  quand  on  remplace  x  par  a  -f-  bi  : 

(u  +  m)  (a  +  M)"1-', 

c'est-à-dire  le  produit  de  deux  imaginaires  ;  en  ajoutant  les  résul- 
tats fournis  par  tous  les  termes,  on  obtiendra  finalement  un  nombre 
imaginaire.  Si  le  coefficient  de  i  est  nul,  le  résultat  sera  réel.  Si 
Ton  a  à  la  fois  P  =  0  et  Q  =  0,  on  dit  que  a  +  bi  est  racine  de  l'équa- 
tion f(x)  =  0,  f(x)  désignant  le  polynôme  considéré. 
Ainsi  nous  écrirons 

Aa  +  «)  =  P  +  Q*. 

Nous  pouvons  d'ailleurs  donner  l'expression  de  P  et  celle  de  Q. 

Pour  cela,  remarquons  d'abord  que  l'on  peut  développer  f{a-\-h) 
suivant  les  puissances  croissantes  de  A;  les  coefficients  des  diffé- 
rentes puissances  de  h  auront  la  même  forme  que  si  A0,  Àt1 AM 

étaient  réels,  donc  si  l'on  convient  d'appeler  dérivée  de  /*(#),  ou 
f  (x),  le  polynôme 

m  A**01-1  +  m(m  —  1)  A^-^-f +  Aw_i, 

puis  f"  (x)  la  dérivée  de  f  (ar),  et  ainsi  de  suite,  on  aura  encore  : 

na+h)=m+\r{a)  +  !Lr{*)+ +  S/,(m,(a)' 

fw  (a)  désignant  ce  que  devient  fw  (x)  quand  on  remplace  x  para; 
en  remplaçant  h  par  bi,  on  aura  donc 

P  =  Ai)-^rW  +  n^W- 


2!'    w   '   4! 


Q  =  b  [  f  («)  -  ^  T  (a)  +  ~  f»  (a)  - ] 
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&n  posant  h  =  x  —  a,  on  aura 

«**m+ x-^  r  m + {^re» + + (-^f>- ,-«. 

^tte  formule  subsiste  encore  si  a  désigne  un  nombre  imaginaire, 
pourvu  que  f  (a)  désigne  ce  que  devient  f[x)  quand  on  y  remplace 
x  P*r  a;  et  de  même  pour  les  autres  dérivées. 

"  résulte  de  ce  qui  précède  que  si  f[x)  désigne  un  polynôme 
entier  à  coefficients  réels,  les  imaginaires 


SODl  MvniiinnÂAe 


/"(a  +  M)    et    f{a—bi) 

*48.  Division.  —  Diviser  a  -f-  et  par  c  +  *>  c'eaf  trouver  une 
imaginaire  :  x  +  yi,  le/b  ?ue 

(c  + rft)(af  +  yt)=a  +  *f. 

H  s'agit  de  trouver  deux  nombres  réels  x,  y  vérifiant  les  deux 
équations  : 

ex  —  dy  =  a, 
rfa?  +  cy  =  6. 

Le  déterminant  de  ce  système  est  égal  à  c*-\-(P;  il  est  différent  de 
zéro,  si  Ton  suppose  que  l'imaginaire  c  +  di  ne  soit  pas  nulle  ;  donc, 
dans  cette  hypothèse,  le  système  précédent  a  une  solution  unique  : 

__  ac  +  bd 
bc  —  ad 

Nous  dirons  d'après  cela  que  l'expression 

ac  +  M      bc  —  ad  . 
<*  +  <?  +  *■+<*■  l% 

est  le  quotient  de  a  -J-  M  par  c  +  A\  et  nous  représenterons  ce 
quotient  parla  notation  employée  dans  le  cas  des  nombres  réels, 
en  écrivant  : 

a  +  bi  __ac  -f-  àd      bc  —  ad  . 

7+5  ~~  «*  +  *  ■    £?■  +  *  l' 

En  particulier  on  trouve 

1  __  . 

t  "~ 
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249.  Théorème.  —  On  peut  multiplier  ou  diviser  les  deux  termes 
d'un  quotient  par  un  même  nombre  réel  ou  imaginaire  sans  changer  sa 
valeur. 

En  effet,  soit  p  +  qi  le  quotient  de  a  -f-  bi  divisé  par  c  +  di  de 
sorte  que  : 

a  -+-  bi  =  (c  +  di)  (p  +  qi) 
multiplions  les  deux  membres  par  u  -\-vi;  nous  obtenons  ainsi  : 

(a  +  bi)  (u  +  vi)  =  [(c  +  di)  (u  +  vi)]  (p  +  qi) 
ce  qui  prouve  que  le  quotient  de 

(a  +  bi)  {u  -f  vi)  par  (c  +  di)  (u  -f  vi) 

est  encore  égal  kp  ~\-  qi. 
On  ferait  une  démonstration  analogue  pour  la  division. 
Application.  —  Le  théorème  précédent  permet  de  réduire  une 
fraction  à  termes  imaginaires  à  la  forme  normale. 
Soit  en  effet  : 

a  -\-bi 
7+Ii 

la  fraction  proposée;  en  multipliant  les  deux  termes  par  l'imagi- 
naire c  —  di  qui  est  la  conjuguée  du  dénominateur;  nous  aurons  : 

a  -f  In  _  (a  +  bi)  [c  —  di)  _  ac  +  bd  +  (be  —  ad)i 
c  +  di~~         c*  +  (/*         ~~      ~     c*  +  rf* 


c'est-à-dire  : 


Par  exemple  : 


a  -f-  bi ac  +  bd      bc  —  ad  . 

c  +  </i'"~-  c'  +  d2  +  c*  +  d*  % 

4      — i 


1  ~  «* 

250.  Racine  carrée.  —  On  nomme  racine  m9  de  a  +  bi,  m 
étant  entier,  une  imaginaire  x  +  yi  telle  que  : 

[x  +  yi)m  =  a  +  bi. 

Dans  le  cas  où  m  est  un  entier  quelconque,  on  ne  peut  pas  tou- 
jours déterminer  a?  et  y  par  le  secours  seul  de  l'algèbre.  Nous  nous 
bornerons  au  cas  de  m  =  2. 
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On  nomme  racine  carrée  de  a  +  bi  toute  imaginaire  x  -\-yi 
dont  le  carré  reproduit  a  -+-  bi,  de  sorte  que  : 

(x  +  yi)%  =  a  +  bi. 

Nous  avons  donc  à  trouver  deux  nombres  réels  x  et  y  vérifiant 
les  deux  équations  : 

&  —  y%  =  a 
2xy=b. 

On  tire  de  la  deuxième  équation 


y=-27 


d'où,  en  substituant  dans  la  première 

on: 

b* 

*♦  _  OX»  —  -;  =  0. 

at*  doit  être  positif,  donc  une  seule  racine  de  cette  équation 
convient  à  la  question,  c'est  celle  qui  est  donnée  par  la  formule  : 


* 2 


et  par  suite  : 


-  .  Ja  +  N/g  +  y 


2 
«  étant  égal  &  ±  1  ;  on  a  ensuite  : 


V  = 


o.iA  +  ^'+*a 


donc  : 

V  2  sy/a+vV  +  H 
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Il  résulte  de  là  qu'une  imaginaire  a  -f  Lx  a  deux  racines  carrées 
qui  sont  deux  imaginaires  égales  et  de  signes  contraires. 

Remarque,  —  On  peut  déterminer  autrement  x  et  y.  En  effet  on 
déduit  des  deux  équations 

x*  —  y*=:a 
*2xy  =  b 

la  suivante 

(X»  _|-  y«)l   =;   aî   +    0» 

d'où  : 

qu'on  aurait  pu  écrire  immédiatement,  car  le  carré  du  module  de 
x+  yi  doit  être  égal  au  module  de  a  +  bi. 
On  a  ensuite  : 


^-g  +  ^  +  g     tl»-V*  +  *-« 

d'où  : 


2  y 


le  produit  2  xy  devant  être  égal  à  b,  on  prendra  •'  =  t  si  A  est 
positif,  •'  =  —  t  si  b  est  négatif. 

251.  Application.  —L'équation  du  second  degré  à  coefficients 
réels  peut  être  ramenée  à  Tune  des  deux  formes  suivantes  : 

(x  —  ay—  A«  =  0 
on: 

(*  — «)»+y  =  0 
dans  le  premier  cas  on  trouve  pour  solutions  : 

x  =  à  4-  *b 

s  étant  égal  à  ±  1. 

La  seconde  équation  n'a  aucune  solution  réelle.  Proposons-nous 
de  déterminer  deux  nombres  réels  y  et  *,  tels  que  : 

(y  +  zi-a)'  +  **=0 

ou  en  développant  :  ' 

(y  _  ay  +  V  —  2*  +  22  (y  -  a)  x  =  0  I 

i 
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y  et  z  doivent  être  réels,  donc  on  doit  avoir  : 

(3l  —  ay  +  P  —  *  =  0 
et 

z{y  —  a)  =  0. 

On  ne  peut  prendre  «  =  0,  car  on  devrait  avoir 

(y -<■)■  + *■  =  (). 

ce  qui  est  impossible  y  étant  supposé  réel  ;  donc  il  faut  prendre 

y  =  a*  . 
et  par  suite 

&  —  x*  =  0,  •    . 

c'est-  à-dire  : 

*=€  b; 

on  a  ainsi  deux  solutions 

x  =  a  +  bi 

x  =  a  —  fà. 

On  dit  alors  que  l'équation  proposée  a  deux  racines  imaginaires. 
Si  l'on  cherchait  des  solutions  de  la  forme  y  -\-z%  dans  le  cas  de 
l'équation 

(x  —  a)8  —  b*  =  0 

on  retrouverait  les  solutions  réelles  déjà  connues  ;  en  effet  : 

(y  +  Zi  _  a)2  _  &  =  0 

ou  : 
donne  : 

Z  (y  —  fl)  =  0 

on  ne  peut  prendre  z  différent  de  zéro,  car  on  aurait  alors 

y  =  a,    ô»  +  z»  =  0; 

donc  il  faut  prendre  z  =  0,  et  par  suite  : 

{y-a)*=» 
d'où: 

y  =  a  +  tb. 


Digitized  by 


Google 


248  COURS  D'ALGEBRE 

Remarque.  —  Si  Ton  cherche  la  racine  carrée  de  —  b*,  on 
aura  à  résoudre  le  système  d'équations  : 

a?  —  y1  =  —  A» 
2xy  =  0 

Ce  qui  donne  i6  y  =  0  et  s1  =  —  b*  solution  inadmissible. 

2-  x  =  0,  y*  =  P  et  par  suite  y  =  ±  6  ; 

Donc  —  i1  a  deux  racines  carrées  qui  sont  +  bi  et  —  M. 

Si  l'on  convient  de  représenter  par  y' a  +  ai  Tune  quelconque 
des  racines  carrées  de  a  -f  W,  on  voit  que  l'on  peut  donner  pour 
résoudre  l'équation  du  second  degré 

(X  _  à)*  +  A1  =  0 
la  formule 


x  =  a  db  v' —  A* 
et  par  suite,  la  formule  de  résolution  de  l'équation 

aa?  -f-  bx  -f-  c  =  0 
sera  dans  tous  les  cas,  a,  6,  c  étant  supposés  réels. 


__  —  b  zt  y/à*  —  Aac 

x  — ^  ■ 

2a 

Plus  exactement,  dans  le  cas  où  èï  —  4ac  est  un  négatif,  on  doit 
écrire  : 


arfci  v4flc —  6* 

a?= ^ 

sa 

252.  Résolution  de  C équation 

a8?-{-bx-\-c  =  0, 

les  coefficients  a,  6,  c  étant  supposés  imaginaires. 
Nous  pouvons  ramener  l'équation  proposée  à  la  forme 

^+{p+p'i)x+q  +  q'i  =  0. 

Nous  cherchons  une  solution  de  la  forme  :  y  +  zi,  y  et  z  étant 
réels.  On  doit  donc  avoir  : 

y.  _  2«  +  2yzi  +  (p  +  p't)  (y  +  *i)  +  ?  +  ?'*  =  0, 
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équation  qui  se  décompose  en  deux  équations  qu'on  obtient  en 
égalant  à  zéro  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  t  : 

y*  —  **  +  py  —  p*  +  q  =  o 
îy*+p'y  +  p*  +  ?'  =  o. 

Pour  résoudre  ce  système  d'équations,  remarquons  qu'on  peut 
le  mettre  sous  la  forme  : 

(»+Ô'-(-+ï),=ti£-« 
*K)  (■+*)=*-' 

on   tire  aisément  de  ces  équations  les  valeurs  de  y  +  ?  et  de 

2  +  o  *  On  peut  remarquer  que  ces  équations  sont  celles  qui  don- 
nentla  racine  carrée  de 

de  sorte  que  Ton  peut  résoudre  l'équation  en  posant  : 


car  l'imaginaire  placée  sous  le  radical  n'est  autre  chose  que 
fi  —  p'a  //>//         \  . 


253.  Extension  des  règles  du  calcul  algébrique  aux 
polynômes    entiers  à    coefficients    imaginaires.  —  Les 

théorèmes  relatifs  aux  polynômes  entiers,  que  nous  avons  démon- 
trés (nM  41  et  suivants)  s'étendent  aux  polynômes  à  coefficients 
quelconques,  la  variable  x  prenant  d'ailleurs  des  valeurs  réelles  ou 
imaginaires;  il  suffit  de  remplacer  partout  le  mot  valeur  absolue  par 
le  mot  module. 

Ainsi,  par  exemple,  étant  donné  un  polynôme  sans  terme  indé- 
pendant : 

f(x)  =  aix  +  aix*  + +0*3? 
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à  coefficients  réels  ou  imaginaires  :  A  tout  nombre  positif  a  comes- 
pond  un  nombre  positif  P  tel  que  pour  toutes  les  valeurs  de  x  satisfai- 
sant à  la  condition  : 

mod.  x  <p 
on  ait  : 

mod.  f{x)  <  «. 

On  conclut  de  ce  théorème  que  :  si  un  polynôme  est  nul  pour 
toutes  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  x,  tous  ses  coefficients  sont 
nuls,  et,  par  suite,  que  deux  polynômes  égaux  pour  toutes  les  valeurs 
réelles  ou  imaginaires  de  x  sont  de  même  degré  et  que  les  coefficients 
des  mêmes  puissances  de  x  sont  les  mêmes. 

On  s'assure  aisément  que  les  règles  de  la  multiplication  ou  de  la 
division  des  polynômes  ordonnés  subsistent  entièrement.  En  parti- 
culier, le  reste  de  la  division  d'un  polynôme  entier  f  (x)  par 
j;  —  (a  +  ai)  s'obtiendra  en  substituant  a  +  b  i 'à  x  dans  ce  poly- 
nôme; la  démonstration  se  fait  de  la  même  manière  que  pour  les 
polynômes  à  coefficients  réels,  quand  le  diviseur  est  :  x  —  a. 

On  verra  encore,  comme  dans  le  cas  des  polynômes  réels  que 
les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  f  {x)  soit  divisible 
par  (x  —  af  sont  : 

f  (a)  =  0    f  (a)  =  0 /t*-1*  (a)  =  0     fw  (a)  ^  0. 

Il  n'y  a  rien  à  changer  à  la  théorie  du  plus  grand  commun  divi- 
seur, ni  à  celle  du  plus  petit  commun  multiple  de  plusieurs 
polynômes,  quand  les  coefficients  deviennent  imaginaires.  En  par- 
ticulier les  théorèmes  de  Bezout  et  d'EuIer  subsistent  entièrement. 


REPRÉSENTATION   GÉOMÉTRIQUE    DES   IMAGINAIRES 

254.  Considérons  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  : 

x'x,y'y  {fig.  4). 
A  toute  imaginaire 

a  +  bi 

correspond  un  point  M  ayant  pour  coordonnées 

x  =  a,  y  =  b. 

La  longueur  OM  =  y/a2  -f-  P  est  égale  au  module. 
Réciproquement,  au  point  M,  ayant  pour  abscisse  a,  et  pour 
ordonnée  ï,  correspond  l'imaginaire  a-\-bù 


Digitized  by 


Google 


IMAGINAIRES 


951 


M~ 

V 

ji 

,.r\ 

tr^l- 

l^: 

\i 

y' 

On  appelle  le  point  M,  Vaffixe  de  l'imaginaire  a  +  Aï. 

Il  ne  suffit  pas  de  connaître  le  module  OM  pour  déterminer  le 
point  H,  ou  ce  qui  revient  au  même,  pour  déterminer  l'imaginaire 
correspondant  au  point  M;  mais  cette  détermination  sera  complète 
si  Ton  connaît,  en  outre,  l'angle  que  OM  fait  avec  Ox*  En  désignant 
la  longueur  absolue  de  OM,  c'est- 
à-dire  le  module  par  p  et  l'angle 
de  OM  avec  OX  par  «;  si  a  et  b  sont 
les  coordonnées  de  M,  on  a  : 

a  =  p  cos  *»     b  =  p  sin  », 

et  par  suite  : 

a  -f-  bi  =  p  cos  w  -|-  p  sin  w  i 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose  : 

a-f  bi  =p  (cosM-j-t  sin  »). 

L'angle  »  qui  est  déterminé  à  un  multiple  de  2ir  près,  se  nomme 
l'argument  de  a  +  4  t. 

On  peut  d'ailleurs  montrer  directement  que  l'on  peut  déterminer 
un  nombre  positif  p  et  un  angle  »  tels  que  l'on  ait  : 

p  (cos  *»  + 1  sin  *)  =  a  -\-  bi. 
En  effet,  cette  équation  se  décompose  en  deux  autres  : 

p  cos  «  =  a 
P  sin  o»  =  b, 


Kg.  i. 


d'où  l'on  tire  : 


p  =  Ja*  +  P 


cos»  = 


Ja*  +  61 


sin»  = 


yfc?  +  b* 


d'où  il  résulte  qu'on  peut  toujours  trouver  un  arc  compris  entre  0 
et  2  fr,  qui  réponde  à  la  question.  On  peut  d'ailleurs  ajouter  à  cet 
arc,  ou  en  retrancher,  un  nombre  quelconque  de  circonférences. 

Si  a  -f  bi  est  représentée  par  M  (fig.  1),  a  —  bi  sera  représentée 
par  le  point  M' symétrique  de  M  par  rapport  à  x'x;  —  a  —  bi  par  M* 
symétrique  de  M  par  rapport  à  0  et  enfin  —  a  +  bi,  par  le  point  M* 
symétrique  de  M  par  rapport  à  y  y. 

Les  affixes  des  imaginaires  pures  sont  les  points  de  y*y  ;  les 
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nombres  positifs  ont  pour  af fixes  les  points  de  Ox,  et  enfin  les 
nombres  négatifs  ont  pour  affixes  les  points  de  Oaf. 

D'après  cela,  on  dit  que  le  champ  de  l'imaginaire  est  le  plan  tout 
entier,  moins  l'axe  xx  qui  correspond  aux  nombres  réels. 

On  reconnaît  aisément  que  :  si  deux  imaginaires  sont  égales,  elles 
ont  même  module  et  leurs  arguments  diffèrent  d'un  multiple  de  2  w;  et 
réciproquement. 


INTERPRÉTATION  GÉOMÉTRIQUE  DES  OPÉRATIONS 
SUR  LES  IMAGINAIRES 

2S5.  Addition.  —  Soient  : 

P  (cos  »  +  i  sin  »)  et  p '  (cos  »'  -f  i sin  *) 

deux  imaginaires  données. 
Leur  somme  : 

p  cos»  +  p  cos  «•'  +  '(?  sin  »  +  p  «in  »') 
a  pour  module  un  nombre  dont  le  carré  est  égal  à 

{p  cos»  +  p  cos  «')*  +  (p  sîn  »  +  p'  sin  »')', 

ou  : 

,«  +  ,-»+ 2,,' cos  («-«'), 

ce  dernier  nombre  est  compris  entre  (p+p)8  et(p  — p  )*•  On  retrouve 
ainsi  le  théorème  relatif  au  module  de  la  somme.  On  voit  que  le 
module  de  la  somme  est  égal  à  la  somme  des  modules  des  deux 
parties  lorsque  cos  {»  —  »')  =  1,  c  est-à-dire  lorsque  •»'  —  «=2  **, 
et  par  suite,  quand  les  droites  OM,  OM'  joignant  l'origine  aux  affixes 
des  deux  imaginaires  ont  la  même  direction;  il  est  au  contraire 
égal  à  la  différence  des  modules  quand  »'  —  o>  =  2ftir-f-w,  c'est- 
à-dire  quand  les  droites  OM  et  OM'  ont  des  directions  opposées. 

258.  Soustraction.  —  On  a  de  même  : 
p(cos«+i  sin  w)— /)'(cos  »'+ «  sin  «^=/)  cos  » — p' cos  «+i[/B  sin  «—p'cos  »*] 
on  voit  que  retrancher 

p  (cos«  +  t'sin  •/) 
revient  à  ajouter 

p  (cos  (•'  +  w)  + 1  sin  (••'  +  *))• 
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257.  Représentation  géométrique  de  la  somme  de  plu- 
sieurs imaginaires.  —  Soient,  par  exemple, 

a  +  bi,    d  +  b'i,    a'+à'i, 

trois  imaginaires  ayant   respectivement  pour  affixes  les  points 

A,  B,  C  (fig.  2).  Menons  la  droite  AD  égale  et  parallèle  à  OB  et  de 

même   sens  que  OB,  puis  DE 

égale  et  parallèle  à   0  G  et  de 

même  sens  que  0  G,  et  joignons 

OE;  je  dis  que  OE  est  le  module, 

et  que  l'angle  de  OE  avec  Ox  est 

l'argument   de    la   somme   des 

imaginaires  données. 

En  effet,  la  projection  de  OE 
sur  l'un  quelconque  de6  axes  est 
égale,  comme  on  sait,  à  la  somme 
des  projections  sur  le  même  axe 
des  côtés  OA,  AD,  DE  de  la  brisée  Fig.  2. 

OA  DE  fermée  par  OE,  ou  ce  qui 

revient  au  même,  égale  à  la  somme  des  projections  de  OA,  OB,  OC. 
Donc,  en  appelant  a?  et  y  les  coordonnées  du  point  E,  on  a  : 

«  =  fl  +  a'|cff      y  =  b  +  ù'  +  ù* 
et,  par  suite,  E  est  bien  l'affixe  de  l'imaginaire 
a  +  a'  +  ar  +  Q  +  b'  +  V)*' 

D'après  cela,  à  l'addition  des  imaginaires  correspond  la  construc- 
tion connue  sous  le  nom  de  composition  des  vitesses  ou  des  forces 
concourantes. 

Les  lignes  OA,  OB,  OG  dont  on  connaît  la  longueur  et  la  direction 
sont  appelées  des  grandeurs  géométriques ,\&  résultante  OE  se  nomme 
la  somme  géométrique  des  composantes  OA,  OB,  OG.  On  peut  donc 
dire  encore  que  l'addition  des  imaginaires  correspond  à  l'addition 
des  grandeurs  géométriques.  On  convient  d'écrire  : 

OE  ==  ÔÂ  +  ÔB  +  ÔC. 

Dans  le  cas  particulier  où  il  n'y  a  que  deux  imaginaires  à  ajouter, 
la  somme  est  représentée  par  la  diagonale  du  parallélogramme 
construit  sur  OA  et  OB  ;  ainsi  OC  représente  la  somme  des  imagi- 
naires représentées  par  OA  etOB(fig.  3). 
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Au  moyen  de  ces  constructions  on  retrouve  facilement  le 
théorème  relatif  aux  modules,  que  nous  avons  déjà  démontré.  Ainsi 
dans  la  fig.  2  on  a  : 

OE<0A  +  0B+0C, 

donc  le  module  de  la  somme  est  plus  petit  que  la  somme  des  mo- 
dules des  différentes  parties  de  la  somme.  Si  les  points  A,  B,  C 
sont  en  ligne  droite,  le  module  de  la  somme  sera  égal  à  la  somme 
algébrique  des  modules  des  parties. 
S'il  arrive  que  la  brisée  0  A  DE  se  ferme,  c'est-à-dire  que  le 


f 


Fig.  3. 

point  E  soit  confondu  avec  0,  la  somme  des  imaginaires  est  nulle, 
c'est  ce  qui  arrive  par  exemple  pour  deux  imaginaires  représentées 
par  des  points  symétriques  par  rapport  à  l'origine. 

258.  Représentation  géométrique  de  la  différence  de 
deux  imaginaires.  —  Soient  deux  imaginaires  a-\-bi,  c-\-di 
ayant  pour  affixes  les  points  A  et  B  (fig.  4).  Pour  trouver  l'affixe 
correspondant  à  la  différence 

a+ài  —  {c+diï 

il  suffit  de  mener  AC  égale  et  parallèle  à  OB,  mais  de  sens 
contraire;  le  point  C  est  l'affixe  de  la  différence.  Gela  revient  à 
dire  que 

ÔG  =  ÔÂ  —  01 : 

En  résumé,  on  a  ajouté  à  OÂ,  la  grandeur  OB'  qui  est  égale 
à— ÔB. 

259.  Multiplication.  —  Soit  à  multiplier  : 

p  (cos w  +  i  sin •»)  par  £  (cos  «'  -f- 1  sin  «  ) 


Digitized  by 


Google 


IMAGINAIRES  **> 

on  trouve  immédiatement  pour  produit 

PP  [costt  cos w  —  sin  w  sin  o>'  +  *  (sin  w  cosw  -J-  cosw  sin »')], 

c'est-à-dire 

pp'  [cos  («  -j-  »')  +  »  sin  (»  +  w')] 

Donc,  fe  module  du  produit  de  deux  imaginaires  est  égal  au  produit 
de  leurs  modules,  et  l'argument  du  même  produit  est  égal  à  la  somme 
des  arguments  des  deux  facteurs. 

Il  s'agit  de  prouver  que  le  théorème  est  vrai  pour  un  nombre 
quelconque  de  facteurs.  Supposons-le  vrai  pour  m  —  1  facteurs, 
ayant  pour  modules  pv  pv  ...  pm-\  et  pour  arguments  o»19  «* .. .  ^m_i  si 
Ton  introduit  un  facteur  de  plus,  ayant  pm  pour  module  et  wm  pour 
argument,  le  produit  de  ces  m  facteurs  sera  égal  à 

Pi  h  —  Pm-i  t008  (wi  +  wi  +  —  +  »»i-i)  +  *  sin  (•»,-{-  »,  -f .,,  -f  »„_,)] 

X/^COSô^  +  lsin»,*), 

et,  par  suite,  aura  pour  module  le  produit 

Pi  Pi P« 

et  pour  argument  la  somme 

*>i  +  »i  + +»«• 

Le  théorème  est  donc  général. 

Il  convient  de  remarquer  que  Ton  peut  ajouter  ou  retrancher  à 
chacun  des  arguments  un  nombre  quelconque  de  fois  2»  ;  par  suite, 
il  est  plus  exact  de  dire  que  l'argument  d'un  produit  est  égal  à  la 
somme  des  arguments  de  ses  facteurs  à  un  multiple  près  de  2  *. 

11  résulte  de  la  démonstration  précédente  que  les  propriétés  des 
produits  de  facteurs  réels  s'étendent  aux  facteurs  imaginaires, 
comme  nous  l'avions  déjà  vu. 

Remarque.  —  Les  nombres  positifs  peuvent  être  «considérés 
comme  des  imaginaires  dont  l'argument  serait  égal  à  0,  et  les 
nombres  négatifs  comme  des  imaginaires  dont  l'argument  serait 
égal  à  n. 

D'après  cela  : 

2  x(— 3)=2(cos0+isin0)x3(cos7r+isinff)=6(cos «  -ftsin  *)=-6, 
(— 2}x(— 3)=2  (cosiH-isin  w)x3  (cosw+i  sin  »r) = 6  (cos  2jr+i'sin  2ir)=+ 6, 
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On  retrouve  ainsi  les  règles  du  calcuLdes  nombres  négatifs. 

280.  Représentation  géométrique  do  produit  de  deux 
imaginaires.  —  Soient  (fig.  5)  A  et  B  les  affixes  des  deux  imagi- 
naires 

p  (cos«  -f  i  sin»)    et    p'(cos  w  +  *  sin»')  ; 

pour  avoir  l'affixe  du  produit,  menons  une  ligne  OG  faisant  avec  OB 
un  angle  égal  à  »,  et,  par  suite,  faisant  avec  Qx  un  angle  égal  à  «-+V, 

et  prenons  une  longueur  OG 
dont  la  mesure  soit  égale  au 
produit  des  mesures  de  OA  et 
OB.  Le  point  G  ainsi  obtenu 
est  l'affixe  du  produit.  Or, 
si  OD  est  la  ligne  prise  pour 
unité  de  longueur,  on  a  : 


/OC\»  _  /OA\        /OB\ 

Vod]  -  vod]  x  \odJ 


Fig.  5. 


d'où  Ton  tire 
OC 
OB~ 


OA 
OD 


par  suite,  les  deux  triangles  ODA  et  OBC  sont  directement  sem- 
blables; ainsi,  le  point  C  est  le  troisième  sommet  du  triangle  direc- 
tement semblable  au  triangle  ODA,  construit  sur  OB.  On  peut 
remarquer  d'ailleurs  que  les  triangles  ODB  et  OAG  sont  aussi 
directement  semblables. 

Ainsi,  la  multiplication  des  imaginaires  correspond  à  la  similitude 
des  figures  planes. 

261.  Division.  —  Soit  à  diviser 

f>(cos«  +  ' isin»)    par    /b'(cosw  -j-tsin*'), 

en  désignant  le  quotient  cherché  par 

r(cosa  +  j'sina); 
on  doit  avoir 

rp=p    et    w' -f- a  =.  w -(- 2  i», 


donc 


rm—        orz=w  —  &>'  -J-  2  A  ft, 


k  étant  un  entier  arbitraire,  positif  ou  négatif. 
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Par  suite  : 

Le  module  du  quotient  de  deux  imaginaires  est  égal  au  quotient 
du  module  du  dividende  par  le  module  du  diviseur  et  l  argument  de  ce 
quotient  est  égal  à  f  argument  du  dividende  diminué  de  l'argument  du 
diviseur  (à  un  multiple  entier  près  de  In). 

Remarque.  —  On  a 


cos  a  —  t  sin  a 


*  =  cos  a  +  ?  sin  a. 


A                C 

y 

.."A 

/i . 

0 

0 

y' 

262.  Représentation 
géométrique  d'un  quo- 
tient. —  Soient  (fig.  6)  A 
l'affixe  du  dividende,  B  l'af- 
fixe du  diviseur  et  soit  OD 
la  longueur  prise  pour  unité; 
on  construit  sur  OA  un  trian- 
gle OAG  directement  sem- 
blable au  triangle  OBD,  G  est 
l'affixe  du  quotient.  La  dé- 
monstration n'offre  aucune 
difficulté. 

263.  Puissances  entières.  Formule  de  Moivrc.  —  Si  m 
désigne  un  entier  quelconque,  on  a,  en  appliquant  le  théorème 
relatif  à  la  multiplication  au  cas  de  m  facteurs  égaux  entre  eux 

\p  (cos  w  +  i  sin  «)]m  =  pm.  (cos  m*  + 1  sin  tm»), 
En  particulier,  si  p  =  1  : . 

(cosw  -f-  i  sin»)m  =  cosm»  +  *  sinm». 


Fig.  6. 


Cette  formule  est  due  à  Mo  ivre. 

264.  Représentation  géométrique  de  la  puissance  m*me 

d'une  imaginaire.  —  Si  Ton  mène  une  droite  OA,  de  longueur 

égale  à  l'unité  et  faisant  avec  Ox  un  angle  «,  on  obtiendra  toutes 

les  puissances  entières  de  l'imaginaire  ayant  le  point  A,  pour 

affixe  (fig.  7),  en  prenant  sur  la  circonférence  décrite  du  point  O 

comme  centre  avec  OA,  pour  rayon,  des  arcs  A,  A„  A,  A*, 

Am .  i  Am  égaux  à  l'arc  A„  A,  qui  mesure  l'argument  ». 

2kn 
Si  »  = ,  on  voit  qu'après  avoir  fait  k  fois  le  tour  de  la  cir- 


m 


17 
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conférence,  on  reviendra  au  point  de  départ,  si  *  est  premier  avec  m, 
ce  que  Ton  peut  toujours  supposer;  donc  en  élevant  l'imaginaire 


2*ir    ,    .    .     2  Air 

cos h  i  sm 

m  m 


aux  puissances  1,  2,  3, m  —  1  on  obtiendra  m  imaginaires  diffé- 
rentes ;  les  autres  puissances  reproduiront  ces  m  imaginaires  pério- 
diquement. 


Si  w  n'est  pas  une  partie  aliquote  de  2*,  deux  puissances  entières 
de  l'imaginaire  cos  »  +  i  sin«  seront  toujours  distinctes. 

En  particulier,  les  puissances  successives  de  î  correspondent  aux 
quatre  sommets  du  carré  Aj  À2  A8Ào,  obtenu  en  supposant  OAo  =  l 

(fig-  8). 
265.  Racine  roe  d'une  imaginaire.  —  Soit  j>(cos«+isin») 

une  imaginaire  donnée,  on  appelle,  comme  nous  l'avons  déjà  dit, 

racine  me  de  cette  expression,  une  imaginaire  dont  la  puissance  m* 

reproduise  la  proposée.  Désignons  par 

r(cos«  +  esin«) 
l'imaginaire  cherchée,  de  sorte  que 

rm(cosm«  +  t  sinma)  =  />(cos»  -+-  Î8in&>). 

Par  suite,  on  doit  avoir 

rm  =  p     et    ma  =  » -J-2**, 

et  comme  r  est  un  nombre  positif  : 

r  =  wv//». 


Digitized  by 


Google 


1MAGINAIRKS  350 

Ou  a  ensuite  : 

&>    ,   2A» 

«  =  — 

m        m 

k  désignant  un  nombre  entier  positif  ou  négatif.  Si  Ton  donne  à  k 
Ws  m  valeurs  consécutives 

0,  1,  2,  ro-1, 

on  obtiendra  pour  a  m  valeurs  correspondantes,  en  progression 
arithmétique 

•      «       2ir      «  2it  •*  2w 

m     m   *    m      m  l       m  m   '   v  yro 

/Un  nombre  entier  k  étant  compris  entre  deux  multiples  consécutifs 
de  w,  on  a  : 

k  =  h  +  *».*, 

A  désignant  l'un  des  nombres  0,  1,  2, m  —  1,  et  a  étant  un 

nombre  entier  positif  ou  négatif;  donc  on  peut  écrire  : 

«  =  — 1"  2  a»; 

mm 

par  suite,  il  n'y  a  à  considérer  que  les  m  valeurs  obtenues  plus  haut, 
auxquelles  correspondent  m  solutions  distinctes,  puisque  la  diffé- 

I  rence  de  deux  quelconques  de  ces  arguments  est  moindre  que  2ir. 

•  L'imaginaire 

p(cosw+tsin«) 

a  donc  m  racines  imaginaires  qu'on  peut  représenter  par 

A- désignant  l'un  quelconque  des  nombres  0, 1,  2, m  —  1.  On 

pont  écrire  l'expression  précédente  sous  la  forme 


1/         »        .    .     <» \  /2/cît    .    .    . 

pm    cos  — k  t  sm  -   .  cos \- 1  sin 

r     \        m  m  \  m      ' 


2Air\ 
m  / 


Le  dernier  facteur,  susceptible  de  m  déterminations,  représente 
lune  quelconque  des  racines mes de  l'unité. 
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Nous  avons  ainsi  trouvé  toutes  les  solutions  réelles  ou  imaginaires 
de  l'équation 

zm  —  A  =  0, 

A  désignant  un  nombre  réel  ou  imaginaire  quelconque.  Si  Ton 
désigne  par  a  Tune  quelconque  des  racines  m"  de  A,  on  peut  poser 

z  =  ax, 

et  Ton  est  ramené  à  résoudre  l'équation 

am  x™  —  A  =  0 

c'est-à-dire  : 

xm  —  1  =  0. 

On  voit  ainsi,  a  priori,  que  la  solution  est  de  la  forme 

ax, 

x  désignant  l'une  quelconque  des  racines  m*s  de  l'unité.  Cherchons 
si  l'équation  peut  avoir  des  solutions  réelles,  c'est-à-dire  si  un 
nombre  A  peut  avoir  une  racine  me  réelle.  En  supposant 

A  =  /b(cos»  -j-sinu), 

on  aura  une  racine  réelle  si  Ton  peut  donner  à  k  une  valeur  pour 
laquelle 

=  ÀÎT, 

m       m 

X  étant  un  nombre  entier.  Cette  équation  n'est  possible  que  si 

a)  =  (m  \  —  2*)  *, 

c'est-à-dire  si  A  est  réel,  ce  qui  est  évident  puisque  la  puissance  m* 
d'un  nombre  réel  est  réelle. 

Soit  d'abord  «  =  0  c'est-à-dire  A  >  0  et  par  suite  A  =  /»,  on 
devra  prendre  : 

2** 
m 

et  comme  k  est  inférieur  à  m,   on  peut  prendre  a  =  0  ou  X  =  i 

2 
c'est-à-dire  k  =  0  ou  k  =  -  ;  cette  dernière  solution  n  étant  accep- 

m 

table  que  si  m  est  pair. 


Digitized  by 


Google 


IMAGINAIRES  961 

Si  m  =  2p,  on  a  donc  deux  solutions  réelles  égales  à  ™  f  et  à 
— 7f>  ;  si  m  =  2f*  +  \ ,  une  seule  solution  réelle  :  */>. 
Si  •»  =  ir,  c'est-à-dire  À  =  —  p,  on  doit  avoir  : 

(2Jfe+l)tt 


m 


=  1* 


ou 


2A  +  1  =  >m 


ce  qui  exige  que  m  soit  impair  ;  si  m  =  2p  +  *  »  on  doit  prendre 
k=p,  ce  qui  donne: — *v^.  On  retrouve  aussi  des  résultats 
obtenus  par  une  autre  voie  (18). 

L'étude  complète  des  racines  de  l'équation  binôme  xm  —  1  =  0 
appartient  au  cours  de  trigonométrie. 

266.  Représentation  géométrique  de  la  racine  m*  d'une 
imaginaire.  —  Supposons  que  l'imaginaire  donnée  ait  pour  affixo 
le  point  À  (fig.  9)  ;  ses  m  racines 

m"  seront  représentées  de  la 
manière  suivante.  Menons  une 
droite  OB9  faisant  avec  Ox  un 

angle  égal  à  —  et  prenons  sur 
m 

cette  droite  une  longueur  OB0 

dont  la  mesure  soit  égale  à 

la  racine  m«  arithmétique  du 

nombre  qui   mesure  oA;  du 

point  0  comme   centre    avec 

OB0  comme  rayon  décrivons 

une  circonférence  et  inscrivons 

dans   cette  circonférence   un 

polygone  régulier  convexe  de 

m  cotés,  ayant  un  sommet  en  B0  ; 

les  sommets  B01  Bt,  Bi Bm_,  seront  les  affixes  des  racines  m» 

de  l'imaginaire  donnée. 

267.  Généralisation  de   la   formule  de  Moivre.   —   Si 

p 

nous  désignons  par  «il' une  quelconque  des  racines  q'*  de  a*,  on 
aura  : 


£  1 

(cos«  +  isinw)*  =  (cos/*>  +  tcos/>»)ï 

=  fcos-»+  isin-  wj  L 


cos  ■ 


2** 


t  sin  —  ) 
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k  désignant  l'un  quelconque  des  nombres  entiers  0, 1,  2, ç  —  1 

de  sorte  que  l'expression  considérée  est  susceptible  de  q  déterrai- 
nations  différentes. 
268.  Remarque  I.  —  Si  z  désigne  un  nombre  réel  ou  imaginaire 

i       £  P     »'  i 

on  n'a  pas  nécessairement  **  =  z*' quand  -  =  £; ;  ;  et  en  effet  z*  est 

susceptible  de  q  déterminations,  tandis  que   i*  en   admet  un 

nombre  différent  q  

Remarque  II.  —  Il  est  aisé  de  généraliser  la  théorie  de  la 
racine  me  d'un  polynôme  quelconque;  la  racine  m"  entière  est 
susceptible  de  m  déterminations  différentes;  quand  on  en  aura 
obtenu  une,  on  aura  toutes  les  autres  en  multipliant  tous  les 
coefficients  du  polynôme  trouvé  à  la  racine,  par  l'une  quelconque 
des  racines  me§  de  l'unité. 


EXERCICES. 

1.  Dans  l'identité. 

la       b    I  I    c       d    \  I    ce  +  bd        a*+bd,\ 

I  <*      y  |    x    I    c'      <t  \    ~    \    a'c  +  b'd        tic  +  bd  \ 

on  pose  a  =  a-h|îi      b=f  +  1ti     c  =  *'  +  fl'i     rf  =  f-f^ 

En  déduire  que  le  produit  d'une  somme  de  quatre  carrée  par  une  somme  de 
quatre  carrée  est  encore  une  somme  de  quatre  carrés. 

2.  Démontrer  la  même  proposition  en  partant  de  l'identité  : 


_* •_  =  /_* *_wj M 

a  —  b      a  — d       \a  — 6       a~c/     \a  —  c     a—d/ 
Celle-ci  donne  immédiatement  : 

(b  -d)  (a  -  c)  =  (6  —  r}  (a  —  d)  -f  (<?-  d)  («—  6) 

On  pose  ensuite  : 

P  +  Ç*     .       ?>'+?'»'  .-r+ri  -^-fH 

a  =  ■■  6  =  -t— ■ — —      c  =  —      a  =   '  ,  ' .  ' 

r  +  *t  r7  +  *'i  p  —  ot  p"  —  a*  t 

Pbsbovbs.) 

3.  Soient  s  =  *  +  yi.  **  =  *'  +  yï  et  soient  M  et  M' les  affixes  de  ces  deux 
imaginaires.  Si  Ton  suppose  que 

«**  =  *, 

k  étant  une  constante,  quand  le  point  M  décrit  une  courbe  (G)  le  point  Bf  décrit 
une  courbe  correspondante  {C).  Quelle  relation  y  a-t-il  entre  ces  deux  courbes  ?  Si 
le  point  M  décrit  une  droite,  quelle  courbe  décrit  le  point  M'  ? 

4.  En  supposant  que  X  prenne  toutes  les  valeurs  réelles,  a,  A,  c,d,  <r,  &S  c,<f, 
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('tant  des  nombres  réels  déterminés,  prouver  que  l'afûxe  de  l'imaginaire  z  définie 
par  l'équation 


z  = 


c-Mx-HK+tfA) 


décrit  une  circonférence  (E.  Laguerre). 

5.  En  supposant  z  définie  par  la  môme  équation,  quelle  courbe  décrit  l'affixe  de  ; 
quand  X  étant  imaginaire,  son  afflxe  décrit  une  circonférence. 

6.  Soient  Ai,  at, am,  m  nombres  imaginaires  donnés   et  z  un   nombre 

imaginaire  variable.  Étudier  comment  varie  l'argument  du  produit 

(s  -  aùiz—ot) {z  —  am) 

quand  l'affixe  de  s  parcourt  une  courbe  fermée,  par  exemple  une  circonférence 
entourant  les  afflxes  des  nombres  a,,  a,, .  am  Même  question  quand  la  circon- 
férence n'entoure  pas  les  affixes  de  tous  les  nombres  donnés. 

7.  Étudier  la  variation  de  l'argument  de  l'expression 

fy(«  —  aO(s— «i) (*—  «„) 

quand  z  décrit  une  courbe  fermée. 

8.  Même  question  pour  l'expression. 

(g-«l),l(«  -aj* (*-alw),m 

2i .  ^ —  étant  des  fractions  irréductibles. 

9.  Montrer  qu'on  peut  exprimer  toutes  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de 
jr,  y,  z,  vérifiant  l'équation. 

a*  +  y*  +  *,  =  i 

en  posant  : 

1  —  uv  .  1  -f  uv  u  +  v 

x=  i/=j z= . 

«  —  v  w  —  v  u—  v 

Remarquer  que  quand  s,  y,  x,  sont  réelles,  u  et sont  imaginaires  conjuguées. 

11.  Trouver  les  racines  cubiques  de  i,  de  —  i  et  de  ±  1  =fc  i. 

10.  Trouver  les  racines  cinquièmes  de  t,  de  —  t  et  de  zfc  1  =fc  i. 

12.  Trouver  la  racine  quatrième  de  a+  bi.  Montrer  qu'on  peut  trouver,  pai 
l'algèbre,  les  racines  d'ordre  2m  de  a  +  bi. 

13.  Dans  l'expression 

x  -f-  y(cosô  +  t  sinft), 
on  pose 

j'sinfO  —  a)  -f  y'sin  (6  —  «)  _  r'sin»  -f  y/sin» 

*~  sine  '      V    '  sinô 
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Prouver  que  Von  obtient  pour  résultat  : 

\pcf  +  y'(cos6'  +  i  sinft')]  (cos«  +  isina), 

6'  désignant  la  différence  «'  —  *. 
44.  En  désignant  par  mlt  m, m,,  les  coefficients  du  développement 

de  (1  +ar)mt  on  pose 

S,=  1  +m4+  ... 
S,=m,-f  WH+ ...       . 
S1  =  m,  +  mt+  ... 
Sj  =  m,  -f-  mr  +  . . . 

Calculer  S*  8»  S»  S,. 

On  remplacera,  dans  la  formule  du  binôme,  *  successivement  par  i,  —  i,  u  —  i. 
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CHAPITRE  I" 

SÉRIES 

269.  Définitions.  —  On  nomme  série  une  suite  indéfinie  de 
nombres  se  succédant  d'après  une  loi  déterminée,  de  sorte  que 
chaque  terme  de  la  suite  soit  connu  dès  que  l'on  donne  son  rang. 
Nous  représentons  les  termes  successifs  par 


«0»  Wl»  u»  «n 


Un  se  nomme  le  terme  général.  Nous  ne  considérerons  d'abord  que 
des  séries  à  termes  réels. 
Nous  désignerons  par  S„  la  somme 

S„  =  U0  -f  UA  +  U2  -L-  -f  ttM. 

On  dit  que  la  série  considérée  est  convergente  lorsque  la  somme 
S*  tend  vers  une  limite  finie  et  bien  déterminée  quand  n  augmente 
indéfiniment.  Dans  le  cas  contraire,  on  dît  que  la  série  est  diver- 
gente. Il  convient  toutefois  de  remarquer  qu'il  peut  arriver  que  la 
valeur  absolue  de  S„  augmente  indéfiniment  avec  n,  ou  bien  que 
S/(  ne  tende  vers  aucune  limite  déterminée  quand  n  augmente 
indéfiniment.  Dans  ce  dernier  cas  on  peut  dire  que  la  série  est 
indéterminée. 

Exemples.  —  Soit  d'abord  u*  =  n;  la  somme  : 

•Sw=i+2  +  3  + +n 

augmente  indéfiniment  avec  n;  donc  la  série  formée  par  la  suiie 
*  naturelle  des  nombres  entiers  est  divei%gente. 
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2"S0ltu„  =  (—  i)\ 

Sn  =  i  -  1    +  1  -   l  + +  (-  1)\ 

Par  suite  : 

Si,,  =  1 ,     S^  +  t  =  U 

S„  ne  tend  vers  aucune  limite,  la  série  est  divergente;  ou  mieux 
indéterminée, 
3°  Soit  un  =  aqn. 
La  série  est  alors  une  progression  géométrique. 

1  —  a"*1         a  oM+* 

S„  =  a  +  aq  +  aq*  + +  aq*  =  a ~YZTf  =  fi l'q "   a\^' 

Si  l'on  a  |  q  |  <  1,  on  sait  que  yn+1  tend  vers  zéro  quand  n 
augmente  indéfiniment;  donc  : 

lim  S„  =  ~ — 
1  —  q 

Si  au  contraire  on  a  |  q  |  >  1,  S„  augmente  indéfiniment  en 
valeur  absolue,  la  série  est  divergente;  il  en  est  de  même  pour 
q  =  1  ;  si  q  =  —  1  la  série  est  indéterminée. 

Par  exemple  : 

111  1 

2 
a  pour  limite  -  quand  n  croit  indéfiniment. 
3 

Remarque.  —  Quand  on  cherche  si  une  série  est  convergente, 
on  peut  supposer  que  la  série  commence  à  un  terme  de  rang 
quelconque;  si  en  effet  on  commence  au  terme  up+l9  on  diminue 
8»  d'un  nombre  déterminé  Sp  et  il  est  clair  que  si  S»  —  Sp,  p  étant 
fixe,  a  une  limite,  il  en  est  de  même  de  S„  et  réciproquement^ 

270.  Condition  nécessaire  pour  qu'une  série  soit 
convergente.  —  Pour  que  la  série  : 


t*0,  «n    "i,  ^n 


soit  convergente,  il  est  nécessaire  que  uH  ait  pour  limite  zéro 
quand  n  augmente  indéfiniment. 
En  effet  si  S„  a  une  limite  S,  étant  donné  un  nombre  positif 
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arbitraire  «,  on  peut  déterminer  un  entier  n,  tel  que  l'on  ait  : 

I  S  -  8.  |<  jj 

dès  que  n  dépasse  ri. 
Or,  si  cette  condition  est  remplie,  on  aura  aussi 

<Toù: 

|  S„+!  —  S»  |  <  « 

Mais  S» +i  — SJt  =  ull  +  i  ;  par  suite  w,l  +  l  a  pour  limite  zéro; 
cela  revient  à  dire  que  u»  a  pour  limite  zéro  quand  n  croît  indéfi- 
niment. Plus  généralement,  on  aura  aussi,  quel  que  soit  le  nombre 
positif  p9 

|8-a.+,i<ï 

et  par  conséquent  : 

|Sn+,-S»|<« 

c'est-à-dire  : 

lim  (tin+!  +  n,+t  + +  «»+,)  =  0 

quand  n  augmente  Indéfiniment.  Il  n'est  pas  inutile  d'ajouter,  pour 
éviter  toute  méprise,  que  le  nombre  entier  et  positif  p  est  entièrement 
arbitraire;  il  peut  croître  indéfiniment  en  même  temps  que  n. 

La  réciproque  est  vraie  ;  en  effet  si  la  condition  précédente  est 
remplie,  étant  donné  un  nombre  positif  «,  on  peut  trouver  un 
entier  ri  tel  que,  que  Ton  ait  : 

I  8w.j- j> —  S„  |  <  « 

pour  toutes  les  valeurs  de  n  supérieures  à  n,  p  étant  un  nombre 
positif  quelconque;  donc  (13)  S„  a  une  limite  quand  n  augmente 
indéfiniment. 

271.  La  condition  lim  n»  =  0  n'est  pas  suffisante  pour 
assurer  la  convergence  de  la  série  dont  le  terme  général  est  U*. 

On  conçoit  en  effet  que  la  différence  S„+i  —  Sn  puisse  tendre 
vers  zéro  en  même  temps  que  S»  et  Sn+1  augmentent  indéfiniment. 
En  voici  un  exemple. 
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liléîî  niaient;  donc   Sn  croit 

de  la  série  précédente  est 
rédent  et  du  terme  suivant. 

p  et  r  étant  des  constantes. 

rie  : 

a 


P 

|(p  +  i)  a 

—  on  a  un=  -. 


lonc  SP1  augmente  indéfini- 
|encorc  ici  on  a  lim  w„  =  0 

,  on  appelle  somme  de  cette 
nme  des  n  premiers  termes 
i  désigne  cette  limite  par  S, 


fonvergentes  dont  les  sommes 


+  «*  + 

l  +  »*  + 

■f  «*•  + 


ïte  et  a  pour  somme 


k 
r: 
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Considérons  la  série  dont  le  terme  général  est  — ; — ,  a  étant  une 

fl-J-W 

constante  que  nous  supposerons  positive  ou  nulle.  Si  n  croit  indé- 

1 
iiniment  a  pour  limite  zéro.  Je  dis  que  S*  ne  peut  avoir  une 

limite  finie,  en  effet,  s'il  en  était  ainsi  S*  —  S„  devrait  avoir  pour 
limite  zéro  quand  n  augmente  indéfiniment  ;  or  : 

1  1  1 

^  -  S*  =  a+n+1  +  a+n+2  + +  7+1^ 

Mais  les  termes  du  second  membre  vont  en  décroissant,  donc  la 
somme  de  ces  termes  est  supérieure  à: 


a+2n 

or  quand  n  augmente  indéfiniment  cette  fraction  a  poirr  limite  -; 

donc  la  série  est  divergente. 
Si  a  =0,  on  a  la  série  : 

1,2'  3'  * 


qu'on  nomme  la  série  harmonique. 

On  peut  démontrer  de  la  manière  suivante  que  la  série  harmoni- 
que est  divergente. 

Donnons  à  n  une  valeur  déterminée  et  soient  2P  et  2*-f  les  deux 
puissances  consécutives  de  2  qui  comprennent  n,  de  sorte  que  : 

2P<n<2'  +  « 

on  a  : 

S->i+-2+(-3  +  l)+(B  +  6-  +  ?  +  ^)+ 

(_i_  +  __i_+ +  I\ 

\2'-'  +iT2'-'+2T         ^2") 

Or  chacune  des  sommes  placées  entre  parenthèses  est  plus  grande 
que-;  donc  : 
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Si  n  croit  indéfiniment,  p    croit    indéfiniment;  donc  S»  croit 
indéfiniment. 

Remarque.  —  Un  terme  quelconque  de  la  série  précédente  est 
la  moyenne  harmonique  du  terme  précédent  et  du  terme  suivant. 

1 

Il  en  est  de  même  quand  uH  = — ■ a  et  r  étant  des  constantes. 

a-{-nr 

Autre  exemple.  —  Considérons  la  série  : 

a    a    a    a    a    a  a    a  a 

vrr  rr  3 ^> p 

„.  p  (p  —  i)    p  (p  + i)  a 

Si  n  est  compris  entre  r   r  -  et  -J£-r — -  on  a  un  =  -. 

Si  n  >  "*"  ~  on  aura  S»  >  pa;  donc  S„  augmente  indéfini- 
ment; la  série  est  divergente,  pourtant  encore  ici  on  a  lim  w„  =  0 
quand  n  augmente  indéfiniment. 

272.  Quand  une  série  est  convergente,  on  appelle  somme  de  cette 
série  la  limite  vers  laquelle  tend  la  somme  des  n  premiers  termes 
quand  n  augmente  indéfiniment.  Si  Ton  désigne  cette  limite  par  S, 
on  peut  poser  : 

S  =  Sn  -(-  Rn 

R«  désigne  alors  la  somme  de  la  série 

Un+l  +*»+!+   


273.  Étant  données  plusieurs  séries  convergentes  dont  les  sommes 
sont  S,  S',  S*,  de  sorte  que 


S  =  u0  +  ut  +  ttj  +  +  un  + 

S'  =    V0    +    V{    +    Vt    +    +    Vn   + 

S*=  w0  +wt  +w%  +  +  wn  + 


la  série  dont  le  terme  général  est 

aun  +  bvn  +  cwn 
<*i  f,  c  étant  des  constantes,  est  convergente  et  a  pour  somme 

aS+ÔS'+cS". 

En  effet,  on  a  : 

S  =  S„  +  R„ 
8'=  S'n  +  R;, 

s'=  s;  +  r;; 
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d'où  : 
aS  +  *S'  +  cS'=  aS„+  AS„  +  cS^+  (aR„  +  *Rn  +  cR») 

or,  quand  n  augmente  indéfiniment,  RH,  R,,,  R^  tendent  vers  zéro; 
il  en  est  donc  de  môme  de  aRn  +  *Rn  +  c^»  et>  Pap  Sl"te» 
aS„  +  6Sn  +  cSn  a  pour  limite  aS  +  AS '  +  cS";  0Tj  la  somme 
des  n  premiers  termes  de  la  série  ayant  pour  terme  général 
aun  +  bvn  +  cwn  est  précisément  aSn  +  àS'n  +  cS"„;  donc  la 
proposition  est  établie. 

274.  Dans  l'étude  des  séries,  nous  distinguerons  deux  cas  suivant 
que,  au  moins  à  partir  d'un  certain  rang,  les  termes  auront  tous  le 
même  signe  ou  que,  au  contraire,  quelque  grand  que  soit  n,  on 
puisse  toujours  trouver  des  termes  n'ayant  pas  le  même  signe  que 
un  et  venant  après  lui. 

Théorème. —  Une  série  est  convergente  quand  la  série  formée  par 
les  valeurs  absolues  de  ses  termes  est  convergente. 

En  effet,  désignons  par  pn  la  somme  des  termes  positifs  et  par  g* 
la  valeur  absolue  de  la  somme  des  termes  négatifs  qui  se  trouvent 
dans  S„,  de  sorte  que  Ton  ait  : 

S*  =  fn  —  ?». 

Si  l'on  désigne  par  S'„  la  somme  des  valeurs  absolues  de  tous  ces 
termes,  on  a  : 

S«  =  p»  +  ?u. 

Par  hypothèse  Sn  a  une  limite  S',  quand  n  croit  indéfiniment,  et 
Ton  a  évidemment  :  S'n  <  S'.  Or,  p n  croit  avec  n,  sans  quoi,  à  partir 
d'un  certain  rang,  tous  les  termes  seraient  négatifs;  il  en  est  de 
même  de  y„.  D'autre  part,  on  a  : 

pH  <  SH  <  S' 

pn  croissant  avec  n  mais  restant  toujours  inférieur  à  S' a  une  limite 
p;  de  même  qn  a  une  limite  q;  donc  pn  —  qn  a  pour  limite  p  —  q  et 
jpar  suite  la  série  proposée  a  une  limite  S  et  l'on  a  : 

S=p-q. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  les  termes  positifs  écrits  dans 
l'ordre  où  ils  se  présentent  dans  la  série  proposée,  forment  une 
série  convergente;  il  en  est  de  même  des  termes  négatifs  et  la  série 
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proposée  a  pour  somme  la  différence  p  —  q  des  deux  séries  formées 
par  ses  termes  positifs  et  par  ses  termes  négatifs. 

275.  Remarque.  — La  réciproque  du  théorème  n'est  pas  vraie; 
il  peut  se  faire  que  la  somme  pn  —  q%  ait  une  limite  finie  et  que 
P«  +  9n  croisse  indéfiniment  avec  n;  dans  ce  cas,  pn  et  qn  croîtront 
indéfiniment  avec  n;en  effet,  si  pn  et  gavaient  des  limites,  pH-\-qn  en 
aurait  une  égale  à  la  somme  des  limites  de  pn  et  de  qn;  et  si  pni  par 
exemple,  avait  une  limite,  qn  qui  est  égal  à  pn  —  [pn  —  qn)  en  aurait 
une. 

Exemple.  —  Nous  verrons  plus  loin  que  la  série  : 

1.11  l  1 


i,      ^  +3'       4'  +  2n  — 1'       2n 

qu'on  nomme  la  série  harmonique  alternée ,  est  convergente,  tandis 
que  la  série  harmonique  est  divergente;  chacune  des  deux  sommes 

1.1.  1 


et 


1+3  +  B+ •*  — 1 


1  +  1  + +  1 

2^4^         ^2n 


croit  indéfiniment  avec  n. 

Pour  abréger,  nous  appellerons  série  positive  toute  série  dont 
tous  les  termes  sont  positifs,  au  moins  à  partir  d'un  certain  rang. 
Si  tous  les  termes  sont  négatifs,  il  est  clair,  d'après  ce  qui  précède, 
que  si  la  somme  de  leurs  valeurs  absolues  a  pour  limite  S  quand 
leur  nombre  augmente  indéfiniment,  la  série  est  convergente  et  a 
pour  somme  —  S  ;  et  si  la  série  des  valeurs  absolues  est  divergente 
il  en  est  de  même  de  la  série  proposée. 

276.  Théorème.  —  Une  série  positive  est  convergente  quand  la 
somme  Sn  reste  toujours  inférieure  à  un  nombre  donné  A. 

Cela  est  évident,  puisque  S»  croît  avec  n  et  reste  inférieur  à  un 
nombre  fixe  A;  S„  aune  limite  inférieure  ou  égale  à  A  (12). 

277.  Théorèmes.  — -  1°  Étant  données  deux  séries  positives,  si 
à  partir  d'une  valeur  de  n  suffisamment  grande  on  a  S'n<Sn,  Sn  et  S'n 
représentant  pour  chacune  la  somme  des  n  +  1  premiers  termes,  et  si 
la  première  série  est  convergente,  il  en  est  de  même  de  la  seconde. 


Soient 
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et 

v0,vk, vn 

deux  séries  positives  et 


S«    =   W0   +   t't    +    +   Un 

s;  =  r.  +  v,  + +  ». 

Par  hypothèse  S„a  une  limite  S;  or, Sn croît  avecn,  donc  :  S„<S. 
Mais,  à  partir  d'une  valeur  de  n  suffisamment  grande  on  a  : 

s;  <  sH 

donc,  on   a  aussi   S'n<S;  par  suite,   en   vertu  du   théorème 
précédent  SK  a  une  limite  S',  et  Ton  a: 

S'  <  S. 

2°  Si  à  partir  d'une  valeur  den  suffisamment  grande  on  a  S'n>  Snet 
si  la  première  série  est  divergente,  il  en  est  de  même  de  la  seconde. 

En  effet,  si  S»  croit  indéfiniment,  il  en  est  à  plus  forte  raison 
ainsi  de  S». 

278.  Corollaire.  —  Soient  deux  séries  positives  : 

W0,    W|,    «g,    «H 

V0,     t>„    »2,    V„ 

si  la  première,  par  exemple,  est  convergente  et  a  pour  somme  S, 
et  si  a  étant  un  nombre  positif  on  a,  à  partir  d'un  certain  rang. 

v«<aun 

la  seconde  série  sera  aussi  convergente,  et  si  S'  désigne  la  somme 
de  cette  série,  on  aura  : 

S'  <  a  S. 

On  peut  évidemment  supposer  que  l'inégalité  vn  <  auH  est  véri- 
fiée à  partir  du  premier  terme,  sans  quoi,  si  cela  n'avait  lieu  qu'à 
partir  du  terme  du  rang  n',  il  n'y  aurait  qu'à  négliger  les  termes 
précédents  qui  sont  en  nombre  limité. 

Gela  posé,  la  série  dont  le  terme  général  est  aun  est  convergente 
il  en  sera  de  môme  de  la  première  série,  puisqu'on  a  S'n  <  «S*.  De 
plus  la  série  dont  le  terme  est  aun—vn  est  une  sériepositive  conver- 
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gente  ayant  pour  somme  a  S— S' et  comme  aSn— S'n,  qui  est  égal  à  : 
(aui—vl)  +  {auà  —  vi)+ +  (awn  — t>„) 

croit  avec  n,  sa  limite  est  positive,  donc,  on  a  : 

S'<aS. 

On  voit  de  même  que  si  Ton  avait  vn  >  a  w„,  et  si  la  première 
série  était  divergente,  il  en  serait  de  même  de  la  seconde. 
279.  Théorème.  —  Soient  : 


«Oi    UH    UV    M« 

%,    «n    vv   Vn 


deux  séries  positives.  Si  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  n,  on  a  : 


vn+t        U^j 


et  si  la  première  série  est  convergente,  il  en  est  de  même  de  la  seconde. 
En  effet,  on  a  : 


d'où  Ton  tire  : 


Zl  <  Z»    ï*  <  11  l!i±l  <  Zl 

Ut         U0'  U%         V   UnH         Un 


-^<-ou^„+1<ull+1- 

W«+i  «o  U0 

on  est  ramené  au  théorème  précédent. 
Si,  au  contraire,  on  a  : 

et  si  la  première  série  est  divergente,  il  en  sera  de  même  de  la 
seconde.  On  aura,  en  effet  : 

Vn+i  >  Un+i  — 

et  la  démonstration  s'achève  comme  plus  haut. 

280.  Théorème.  —  Une  série  convergente  à  termes  positifs  reste 
convergente  quand  on  multiplie  tous  ses  termes  par  des  nombres  dont 
la  valeur  absolue  est  inférieure  à  un  nombre  donné. 

».  miwiMLoirui.  —  AuifBU.  18 
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En  effet,  supposons  d'abord  les  nombres: 

a0,  «i,  a* a«, 

tous  positifs  et  inférieurs  à  A  ;  on  a  : 

fl0«o  +  aiyi  +  aiui  + +a„  wn<ASn<  AS 

S  désignant  la  somme  de  la  série  positive  ; 

qui  est  convergente  par  hypothèse  ;  on  en  conclut  que  la  nouvelle 
série  est  convergente. 

Supposons  maintenant  que  an  ait  un  signe  quelconque  et  soit  «„  sa 
valeur  absolue;  la  série  dont  le  terme  général  est«„t*n  est  conver- 
gente, puisque,  par  hypothèse,  quel  que  soit  n,  an  est  plus  petit  que 
A  ;  donc  la  série,  ayant  pour  terme  général  an  un  est  aussi  conver- 
gente. 

Il  est  évident  que  le  théorème  s'applique  encore  à  une  série  dont 
tous  les  termes  seraient  négatifs  ;  et  aussi  à  une  série  convergente  à 
termes  quelconques  si  la  série  des  valeurs  absolues  est  conver- 
gente. 

tiéoérallsaUon.  —  Soit 

"o,  "i,  "i,  tt«,  

une  série  convergente  quelconque  et  soient 
no,  ai,  a*> 


«a.  a,,  a*.  «M 


des  nombres  positifs  décroissants  et  ayant  pour  limite  zéro  quand  n  augmente  indé- 
finiment; je  dis  que  la  série,  dont  le  terme  général  est  anun  est  convergente. 
En  effet,  si  l'on  pose  : 

sn  =  uo  +  ui  +  ui  + +  "« 

on  a  : 

".  =  % 

u,  =  S,  -  8( 
"t  =  si  ~  si 


"n  =  Sn  -  S,,., 

d'où 

«o  »«  +  «i  "i  + +  «„"„  =  «o  so  +  «.  (S,  -  S,)  + +  «„  (8„  -  SH  _  ,) 

=  («.  ~  <*,)  «o  +  (ai  -  ">)  S,  +  +  («„-,-«„)  S„_,  +  a„  S.; 
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or  Sn  ayant  une  limite  finie,  on  peut  trouver  un  nombre  A  qui  soit  supérieur  en 
valeur  absolue  aux  nombres  S0,  S,, S,{.  En  effet,  soit  «  un  nombre  positif  arbi- 
traire ;  on  peut  déterminer  un  nombre  entier  ri  tel  que  pour  toutes  les  valeurs 
de  n  supérieures  à  n',  Sn  soit  comprise  entre  S  — a  et  S  -f-  a,  S  étant  la  limite  de  Sn. 
Supposons,  par  exemple,  S>o;  il  suffira  de  choisir  pour  A  un  nombre  supérieur 
aux  ri  +  1  nombres. 

S0,  Si  S»'-lfS  +  «• 

Cela  posé,  les  nombres  a0  —  av  a{  —  ar  an_  ,  —  aH  sont  tous  positifs  et 

comme 

(«0  -  *l)   +    (rti  -  «»)   +   +  («„-.!-  «„)  =  «o  -  °n 

la  série  positive 

«•  -  «i»  «i  -  «!• «*-i-«» 

est  convergente;  il  en  est  de  même  de  la  série 

(flo  ~  «i)  30,  [a%  -  «t)  8|f («.  .  i  -  «„)  Sn  .  t  ; 

en  outre,  an  Sn  tend  vers  zéro  quand  n  croit  indéfiniment  :  donc  le  théorème  pré- 
cédent subsiste. 

La  proposition  est  encore  vraie  si  an  a  une  limite  a  différente  de  zéro,  en  suppo- 
sant que  an  croisse  en  même  temps  que  w,  ou,  au  contraire,  aille  en  décroissant 
quand  n  croit;  il  n'y  a  d'autre  changement  à  la  démonstration  que  celui-ci  :  an  Sn  a 
pour  limite  a  S. 

Enfin,  on  peut  encore  supposer  que  Sn  n'ait  pas  de  limite  déterminée,  mais  que  sa 
valeur  absolue  soit  toujours  inférieure  à  un  nombre  déterminé  B  ;  si  les  nombres 
positifs  an  vont  en  décroissant  et  ont  pour  limite  zéro,  comme  an  Sn  aura  pour 
limite  zéro,  la  démonstration  subsiste  entièrement  et  la  nouvelle  série,  de  terme 
général  égal  à  an  un  est  convergente,  la  première  ne  Tétant  pas. 


CARACTÈRES  DE  CONVERGENCE 

281.  Règle  de  Dalembert.—  Une  série  positive  dans  laquelle  le 
rapport  d'un  ferme  au  précédent  est,  à  partir  d'un  certain  rang, 
moindre  qu'un  nombre  déterminé  plus  petit  que  l'unité,  est  conver- 
gente; elle  est  au  contraire  divergente  si  ce  rapport  est  plus  grand  que 
runité. 

1°  Soit  k  un  nombre  positif  plus  petit  que  l'unité.  Nous  pouvons 

supposer  que  le  rapport  —  soit  moindre  que  k  à  partir  de  n  =  0. 
On  aura  ainsi  : 

«t<k'ût<k «.  <** 
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d'où,  en  multipliant  membre  à  membre  : 

Donc  : 

u,  <  *w01  «,  <  Pu9,  ...  u„  <  knv0 ... 

Par  suite,  les  termes  de  la  série  sont  moindres  que  ceux  de  la 
progression  géométrique 

u„  ku0,  &»t/0,  ...  A"u0 ..., 

qui  est  convergente,  puisque  Ton  a  supposé  A;  <  1  ;  la  série  pro- 
posée est  donc  convergente. 

Remarque.  —  Ce  théorème  n'est  d'ailleurs  qu'un  cas  particulier 
d'un  théorème  démontré  plus  haut. 

282.  Limite  de  l'erreur  commise  en  s'arrêtent  an 
terme  ti».  —  L'erreur  commise  est  la  somme  de  la  série 
convergente 

«,,+i  +  «,,+a  +  t/M+3  +  

qui  est  moindre  que  la  progression  géométrique 
kun+k*un+k*un  + 

prolongée  ndéfiniment  et  dont  la  somme  est  - — ^ . 
En  posant  : 

S  =  S»  -j-  Rn, 

on  a  donc  : 

2°  Supposons  que  dans  une  série  à  termes  positifs  on  ait  à  partir 

d'une  valeur  convenable  de  n,  -^>1  ;  la  série  sera  divergente, 

car  les  termes  iront  en  croissant  et  par  conséquent  uH  n'aura  pas 
pour  limite  zéro. 

283.  Corollaire.  —  Supposons  que  ^^  ait  une  limite  \  quand  n 

augmente  indéfinimetit.  Trots  cas  peuvent  se  présenter  : 
1°  >  <  1,  la  série  est  convergente; 
2°  l  >  \ ,  la  série  est  divergente; 
3   \  =  1,  la  série  peut  être  convergente  ou  divergente. 
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En  effet,  supposons  d'abord  >  <  1.  §oit  k  un  nombre  quelconque 
compris  entre  1  et  i.  On  peut  déterminer  un  entier  ri  tel  que  pour 

toutes  les  valeurs  de  n  supérieures  à  ri,  le  rapport  -^  soit  compris 

entre  l  —  a  et  *  -f  «,  «étant  donné  d'avance,*  si  Ton  suppose 

«  =  *  —  /,  on  aura  — —  < k;  donc  la  série  est  convergente. 

2°  Soit  >  >  1  ;  pour  des  valeurs  de  n  suffisamment  grandes,  le 

rapport  -^  sera  supérieur  à  1  ;  la  série  est  donc  divergente. 

Enfin  lorsque  l  =  1,  on  ne  peut  plus  rien  affirmer. 

Remarque.  —  Si  les  termes  de  la  série  ont  des  signes  quel- 


conques,  il  suffira  de  considérer  la  valeur  absolue  du  rapport 
284.  Exemples.  —  1°  Considérons  la  série 


un 


X         X2  xn 

i+ï+ï3  + +  UZ~n~ 


Dans  cet  exemple  : 

ï=±l  =  _î-.     Donc*  =  0. 

un  n  +  1 

La  série  proposée  est  convergente  quelle  que  soit  la  valeur  de  x. 
En  particulier,  la  série 

1+ï  +  0+ +  ûhi+ 

est  convergente. 

2°  —3-1+5-1- +  (-1)n(2MTï)T  + 

x*        x*  x*n 

l-ti+Ti- +  (-1)"(27ÔT  + 

sont  des  séries  convergentes,  quelle  que  soit  la  valeur  réelle  attri- 
buée à  x. 

En  effet,  pour  ces  deux  séries,  \  =  0. 

3#  Soit  encore 

1  +  2x  +  Sx2  + +  nxn~*  + 

= x,  \  =  x, 

Un  n 
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la  série  est  convergente  si  Ton  a 

—  1  <*<1, 

dans  tous  les  autres  cas  elle  est  divergente,  car  le  terme  général  ne 
peut  tendre  vers  zéro  que  si  x  est  inférieur  à  1  en  valeur  absolue. 
4°  Si  Ton  considère  la  série  harmonique 

11  1 

j  +  2  +  3+ +;+ 

-^  =  — r— -  ;  >  =  1.  Il  y  a  doute,  mais  on  sait  d'autre  part  que  la 
un         n  + 1  J  r       n 

série  est  divergente. 

11  1 

*>  j-«  +  ïo  + +  : 


1.2    '    2.3  ^ ^  n(n  +  \)^ 

Ici  -^  =  — r-t, ,  l  =  1  ;  il  y  a  doute.  Mais  la  série  est  conver- 
ti        n  +  2'  J 

gente,  car  on  a 

1  1  1 

d'où 

H'-9+G-ï)+ H4î-â='-i 

S«  a  donc  pour  limite  1. 

285.  Règle  de  Cauchy.  —  Une  série  à  termes  positifs  est  conver- 
gente, si  Von  a,  à  partir  d'une  valeur  déterminée  de  n, 

VS<*<1 

*  étant  un  nombre  déterminé  moindre  que  1,  et  divergente  si  ron  a 

En  effet,  l'inégalité 

VS"<* 
entraine  la  suivante  : 
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donc  un  sera  moindre  que  le  terme  correspondant  kn  d'une  progres- 
sion géométrique  de  raison  *<I.  La  série  proposée  est  donc 
convergente. 

Limite  de  l'erreur  commise  en  d'arrêtant  an  terme  ?/„. — 
Supposons  la  condition  précédente  remplie  et  posons  : 

S  =  Sn  +  R»m 

on  a  : 

r-<*h* +*-n+ <]-zr^- 

2°  Si  Vw«  est  supérieur  à  1 ,  on  aurau„>l,  du  moins  à  partir 
d'un  certain  rang,  donc  tin  n'ayant  pas  pour  limite  zéro,  la  série  est 
divergente.  __ 

Dans  la  pratique,  on  cherche  si  ny/un  a  une  limite  quand  n  aug- 
mente indéfiniment.  Supposons  qu'on  ait  trouvé  une  limite  X,  trois 
cas  peuvent  se  présenter  : 

1°  *  <  1,  la  série  est  convergente; 

2°  *  >  1,  elle  est  divergente; 

3°  si  *  =  1,  il  y  a  doute. 

On  démontre  ces  résultats  comme  pour  le  théorème  de  Dalem- 
bert. 

286.  Exemples.  —  Soit  la  série  : 


a+1 
posons 


±i.+(«4_j,y+ +(_î±jl_y'+ 

a  '    \a  + 1     /  v*  +  »  —  l     /     * 

f     a  +  n        y 


d'où  : 

«r-  a-\-n 

x\ 


n/r-  a-\-  n 

VW„  =  ■ 


a  +  n  —  1 
par  suite  l  =  x. 

donc  si   |  x  |  est  plus  petit  que  1,  la  série  est  convergente. 

Si  |  x  |  >1,  le  terme  général  n'a  pas  pour  limite  zéro  quand  n 
augmente  indéfiniment;  en  effet  en  supposant  n  suffisamment 
grand,  on  a 

— • — • a?  I  >  1, 

a  +  n  —  l 
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donc  la  série  est  divergente. 
2°  Considérons  une  série  entière  : 

j  a^  +  alx  +  aâx«+ +  a«z". 


a„  av an  étant  des  nombres  positifs  ou  négatifs  ;  soit*  la  valeur 

absolue  de  a*  et  supposons  que  ««  soit  compris  entre  deux  nombres 
positifs  déterminés  A,  B,  quel  que  soit  n. 

Si  x  est  supérieur  à  1  en  valeur  absolue,  a»£"  n'a  pas  pour  limite 
zéro,  la  série  est  divergente  ;  supposons  x  compris  entre  —  1  et  +  1 
et  soit  f>  sa  valeur  absolue;  V«» P«  =  p  V««-  Remarquons  d'abord 
que  V«n  a  pour  limite  1 . 

En  effet,  on  a,  par  hypothèse  : 

A<«II<B 

d'où  : 

VÏ<flv£<VB, 

or  VA  et  VB  ont  pour  limite  1  ;  il  en  est  donc  de  même  de  V«n  ? 
donc  lim  V«npn  =  /».  Si  p  est  moindre  que  1,  la  série 


«0  +  «if>  +  «iP8  + +  ««/»"  +  « 


est  convergente  (280);  il  en  est  donc  de  même  de  la  proposée 
Pour  x  ==+  1,  on  a  la  série 


«•+«!+«,+ +  «»  + 


et  la  règle  de  Gauchy  ne  donne  rien  ;  si  an  ne  tend  pas  vers  zéro, 
la  série  est  divergente  ;  mais  si  On  tend  vers  zéro,  elle  peut  être 
convergente  ou  divergente.  Même  conclusion  pour  x  = —  1. 

287.  Théorème.  —  Soit  Un  un  nombre  positif  dont  la  valeur 
dépend  de  C indice  n  qui  reçoit  des  valeurs  entières  indéfiniment  crois- 
santes; si  le  rapport  — —  a  pour  limite  >.,  et  si  V««  <*  pour  limite  > 

Un 

quand  n  augmente  indéfiniment,  on  a  >  =  V. 
En  effet,  considérons  la  série 


U9+UtX  +  U%X*+ +  !*„**+, 

on  a  : 

UnXn        ~~     Un         ' 
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la  limite  de  ce  rapport  est  égale  à  *  x;  d'autre  part7un  #n  a  pour 
limite  ïx.  Je  dis  qu'on  ne  peut  supposer  l  différent  de  X'  ;  en  effet, 
soit  par  exemple  X  <  V,  ou  : 

i     î 

et  donnons  à  x  une  valeur  comprise  entre  -  et  -  de  sorte  que  : 

on  tire  de  ces  inégalités 

lx<\    et    Vx>i, 

donc  la  série  proposée  serait  à  la  fois  convergente  en  vertu  de  la 
règle  de  Dalembert,  et  divergente  en  vertu  de  la  règle  de  Cauchy, 
ce  qui  est  absurde  ;  donc  on  ne  peut  supposer  X  <  V  ;  on  verra  de 
la  même  façon  qu'on  ne  peut  supposer  V  <  X  par  suite  on  a  X  =  V. 
288.  Remarque.  —  Il  est  facile  de  prouver  directement  que  si 

-^  a  pour  limite  X  quand  n  augmente  indéfiniment,  il  en  sera  de 

même  de  *>Jun. 

En  effet,  a  étant  un  nombre    positif,  on  peut   trouver,  par 
hypothèse,  un  nombre  entier  />,  tel  que  pour  n>j?,  on  ait  : 

de  sorte  que  Ton  peut  écrire  les  inégalités  suivantes  : 

*-«<^<x  +  «, 

Up 

À— <?±,<i+"' 


on  en  déduit  : 


up 
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et  par  suite 

«.»  t>  —  «)*  <  «p+fc  <«/>  (>  +  «A 

d'où 

^y- û ^A^ 

Si  *  augmente  indéfiniment    \/- — ^-r-     et     V/tt— ^t    ont 

*7— n — 

pour  limite  1  ;  donc  (a  +  «)    W        p         a  pour  limite  *  +  «,  et 

y  (  a  +  «)p 

^V- û — 

(X  —  g)  i/         '       a  pour  limite  a  —  «. 
On  peut  donc  supposer  *  suffisamment  grand  pour  que  Ton  ait 

a_2«<>+V^<a  +  2«. 

Or,  «  est  un  nombre  arbitraire;  il  en  résulte  que  V5î  a  Pour 
limite  a. 

289.  Théorème.  —    La  série  positive  dont  le    terme   général 
1 
t*«  =  —  est  convergente  si  ron  a  p  >  1  ;  elle  est  divergente  si  p  <  1. 

Si  f*  =  1,  la  série  donnée  est  la  série  harmonique,  elle  est  diver- 

1  1 

gente;  si  u  >  1,  chaque  terme—  est  plus  grand  que  -,  donc  à  plus 

n*  n 

forte  raison  la  série  proposée  est  divergente.  Il  n'y  a,  par  suite,  à 
considérer  que  le  cas  où  Ton  a  p  <  1. 

Soit  p  un  entier  tel  que  2?  <  n  <2y+l,  et  considérons  la  somme 
des  2P+1  —  1  premiers  termes,  que  nous  écrirons  ainsi  : 

1    t/i    Il\l/lfll4fl\f 
+  U_  .!__!_+  ;  *        1 


L(2")'1    '   (2/'+ir  '   "  "'   '    (2H-1 


la  somme  des  fractions  écrites  par  exemple  dans  le  dernier  crochet 
est  moindre  que  la  somme  obtenue  en  remplaçant  chacune  de  ces 
fractions  par  la  première,  c'est-à-dire  moindre  que 

X  2''    ou 


(2Y  (S»)' 


w1 
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par  suite 

s  ^I  +  _L  +  J_  .       ,     * 

n       ï       2îa-1        (2*)fl-1       (2T"! 

or  le  second  membre  est  la  somme  des  p  -f  1  premiers  termes 

1 
d'une  progression  géométrique  dont  la  raison —  est  plus  petite 

qne  1,  car  p  —  1  étant  positif  par  hypothèse  on  a  :  21*"1  >  1  ;  on  en 
conclut  que  la  série  proposée  est  convergente. 

290.  Théorème  (Cauchy).  —  Si  dans  une  série  à  termes  positifs,  chaque  terme 
est  moindre  que  te  précédent,  la  série  : 

et  la  série  : 

Ui  +  aUa  +  a%  Woâ  +  +  «"V  + 

sont  en  même  temps  convergentes  ou  divergentes,  quel  que  soit  le  nombre  tntier  a 
supposé  plus  grand  que  1. 
Od  a  en  effet  : 

*i  =  «i 

aua  =  aua 

a*u*<a  («#+|  +  ua+9  + +  uai) 

En  effet,  on  a  : 

w*- v^+ +v  >»>'-^ 

puisque  les  termes  du.  second  membre  vont  en  décroissant  et  que  leur  nombre  est 
égal  à  a9  —  a*~~x  ;  donc,  si  Ton  multiplie  les  deux  membres  par  a,  on  aura  : 

a(V-.tl+  ">«+,+ +  UJ>  >  *  v  -l)>  *•* 

en  faisant  p=  -2, 3,  ...  n,  on  aura  les  inégalités  écrites  plus  haut  (i)  et  en  les  ajouUu.. 
membre  à  membre  : 

wi  +  «  *«  +«"  "«»  + +  «n  «an  <«i  +  «  («a  +  *«+!  +  ««+•  +--+*«) 

•Une  si  ia  première  série  est  convergente,  il  en  est  de  même  de  la  seconde. 
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On  a  ensuite  : 

>a  -  i)  a  ua  >  um  +  Wfl+I  + +  uat_, 

\fl  —  1)  O»  Mflt  >  «a»  +  aan+t  + +  ttas_, 


(— t)-flV>V+V+.+ +V*-i 


» 


en  ajoutant  membre  à  membre  : 

(a  -  i)  [a ua  +  a*  *-t  +  +  «"«.«]  >  «.  +  "«+1  + +  «^  _,- 

donc  si  la  première  série  est  divergente,  il  en  est  de  môme  de  la  seconde. 

Comme  application,  soit  un  =  -  ;  si  l'on  prend  a  =  2,  le  terme  général  de  la 

seconde  série  sera  : 

i  i 


2n- 


l*V        (2nJ 


n\*~  * 


On  retrouve  ainsi  le  théorème  précédent- 
Soit 

I 


un=z' 

n  (log  »)* 
en  prenant  a  =  2,  la  seconde  série  sera 

1  +  (iog  2)*+  (log 4)^     (îogs'1)* 

ou  : 

1+_L_(1+1  +  I  +  1  + .....) 

(log2/\         2*       3»*       n»1  / 

donc  la  série  donnée  est  convergente  si  l'on  suppose  j*  >  1. 

291.  Voici  encore  quelques  remarques  faciles  à  appliquer  pour 
décider,  dans  certains  cas,  si  une  série  donnée  est  convergente  ou 
non. 

1°  Une  série  positive  dont  le  terme  général  est  un,  est  divergente  si 
nun  a  une  limite  différente  de  zéro  quand  n  augmente  indéfiniment. 

En  effet,  s'il  en  est  ainsi,  on  pourra  trouver  un  nombre  déter- 
miné A,  tel  que  l'inégalité  nun  >  k  soit  vérifiée  dès  que  n  dépassera 
un  nombre  convenablement  choisi  n'  ;  mais  alors  on  aura  : 

n 
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les  termes  de  la  série  seront  plus  grands  que  ceux  de  la  série 
harmonique  multipliés  par  une  constante,  donc  la  série  proposée 
est  divergente. 

2°  Si  n*un  a  une  limite  k,  et  si  Von  a  p  >  1  la  série  est  convergente. 

En  effet,  A  étant  un  nombre  supérieur  à  A,  à  partir  d'un  certain 
rang,  on  aura 

n"i/„<A1 

ou 

Un<  — . 

Mais  l'hypothèse  p>  1  entraine  la  convergence  de  la  série  dont  le 

A 
terme  général  est  —  ;  la  série  proposée  est  donc  convergente. 

3*  Si  au  contraire  p  <  1,  on  prendra  un  nombre  B  <  A,  à  partir 

d'un  certain  rang  les  termes  de  la  série  proposée  seront  supérieurs 

g 
k  ceux  de  la  série  divergente  dont  le  terme  général  est  -  ;  la  série 

proposée  est  alors  divergente. 
Application.  — -  Supposons 


knf+\.n»-i  +  , 

Un=; 


Bn«  +  B1n«l  + 


Si/>>?,  la  limite  de  un  est  différente  de  zéro,  la  série  est  diver- 
gente. 
Soit 

on  a 

lim  n* */„=-, • 

donc  si  q  —  p  >  1,  la  série  est  convergente,  si  q  —  p  <  1,  elle  est 
divergente. 
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SÉRIES    ALTERNÉES 

292.  On  nomme  série  alternée,  une  série  dont  les  termes,  à  partir 
d'un  certain  rang,  sont  alternativement  positifs  et  négatifs. 
.  Théorème.  —  Une  série  alternée  dans  laquelle,  à  partir  d'un  cer- 
tain rang,  chaque  terme  est  en  valeur  absolue  moindre  que  le  précédent 
et  dans  laquelle  le  terme  général  a  pour  limite  zéro,  est  convergente. 

Supposons  que  la  valeur  absolue  des  termes  commence  à 
décroître  à  partir  du  premier,  et  considérons  la  somme  des  2p 
premiers  termes,  le  premier  étant  supposé  positif  : 

S,„=  (w,  -  ut)+  (w8~  t/4)  + +  {utp_t  —  Utp  ). 

Je  dis  d'abord  que  Sij,  croit  en  même  temps  que  p,  car 

Si^j  =  Sij,  -f-  {utp+i  —  w*j>+i). 

et  comme  par  hypothèse  on  a  wîiH_8  <  uSp+t,  la  somme  S^i  est 
supérieure  à  Stp . 
Or  on  peut  écrire  ainsi  S^  : 

S*  =  «t  —  («■  —  *t)  —  iui  —  ut)  — —  («*-i  —  «*-»)  —  «t/.  • 

Chacune  des  parenthèses  est  positive;  donc  on  a  : 

Si,  <  ut. 

Il  en  résulte  que  Sip  croit  quand  p  augmente  indéfiniment,  mais 
reste  moindre  qu'un  nombre  déterminé  ;  donc  S»  a  une  limite  S 
qui  est  inférieure  à  uv 

En  second  lieu 

Sip+i  =  Sjp  -f"  w*H-i- 

Quand  p  augmente  indéfiniment  ufp+i  a  pour  limité  zéro;  donc  S8H-i 
a  même  limite  S  que  S»p  .  Donc  enfin  Sn  a  une  limite  S  quand  n 
augmente  indéfiniment  :  la  série  proposée  est  convergente. 

Remarque.  —  On  peut  démontrer  que  SSp+t  décroit  quand  p  aug- 
mente ;  en  effet 

D'autre  part 

S»/>+l  =  («i  —  Wg)  +  ( W8  —  «0  + +  IM*.|  -  M*  )  +  tll?+ll 
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chaque  parenthèse  étant  positive,  on  a 

SaH.i  >  ut  —  u,. 

Ainsi  Sîp-H  décroit  en  pestant  supérieur  au  nombre  positif  t*t  —  us, 
par  conséquent  Sap+i  a  une  limite  S',  supérieure  à  ut  —  u2.  Il  résulte 
de  là  que  Stp  et  S^.i  ont  des  limites  S  et  S',  si  la  valeur  absolue  des 
termes  va  en  décroissant;  ces  limites  ne  sont  les  mêmes  que  si  vH 
a  pour  limite  zéro  quand  n  augmente  indéfiniment. 

Limite  de  l'erreur  commise  en  s'arrêtent  au  terme  u«. 

—  La  série  étant  convergente,  nous  pouvons  poser 

S  ==  Sip  -f-  R^ , 
où  : 

Rsp  =  ttjp+i  —  W2/>+a  +  w*H-a  —  Wi/H-*  +  •  •••• 

D'après  ce  qui  précède,  on  a 

0  <RJ;,  <  u2l>+\<utp . 
On  a  ensuite 

S  =  S^+i  +  Rîjh-i, 

RîH-i  =—  «*H  +  **»+»  ""  "«H-*  +  ...  =  —  [«Vfl—  («Vf»  —  «J;>f*)  —...]. 

Le  reste  Rîp+t,  est  négatif  et  sa  valeur  absolue  est  inférieure  à 
*VHet  &  plus  forte  raison  moindre  que  ti^+i. 

Ainsi,  l'erreur  commise  a  le  signe  du  premier  tei%me  négligé  et  est 
moindre  en  valeur  absolue  que. le  dernier  terme  calculé. 

293.  Remarques.  —  I.  Pour  reconnaître  si  les  termes  vont  en 

décroissant,  on  devra  considérer  le  rapport-^;  on  voit,  d'après 

un 

le  théorème  précédent,  que  si  Ton  a,  à  partir  d'un  certain  rang, 

<  1   la  série   est  convergente  pourvu,  bien  entendu,  que 

lim.  Un  =  0.  11  peut  se  faire  que  la  limite  du  rapport  -^  soit 

égale  à  1  ;  le  théorème  de  Dalembert  ne  suffirait  pas  alors  pour 
décider  si  la  série  est  convergente. 

II.  La  condition  que  la  valeur  absolue  des  termes  aille  en  décrois- 
sant n'est  pas  nécessaire  pour  qu'une  série  alternée  soit  convergente  ; 
en  effet,  il  suffit  de  considérer  une  série  positive  convergente  : 
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dans  laquelle  on  n'ait  pas  toujours -^  <  1  ;  en  changeant  tous 

les  signes  des  termes  de  rang  pair,  on  aura  une  série  alternée 
convergente. 

294.  Exemples.  — 1°  La  série  harmonique  alternée  est  conver- 
gente. En  effet,  le  terme  général  est  (—1)"-,  il  a  pour  limite  zéro 

et  sa  valeur  absolue  va  en  décroissant  quand  n  augmente. 
2°  Considérons  la  série  : 

X-3Ï  +  5!  + +  (-l)  (2^+TjT+ 

Le  rapport  d'un  terme   au  précédent  est,  en  valeur  absolue, 

- — — — -—•  dont  la  limite  est  zéro  ;  donc,  à  partir  d'un  certain  rang 

2n(2n  +  l)  r  ° 

les  termes  iront  en  décroissant;  mais  cela  n'a  pas  lieu  à  partir  du 
premier  terme  quel  que  soit  x;  car  l'inégalité  : 


<x 


1.2.3 
exige  que  Ton  ait  : 

x*  <  6  ou  x  < 76  en  supposant  x  >  0. 

Nous  verrons  plus  loin  que  la  série  représente  sin  x.  On  n'a  donc 
pas  le  droit,  en  ne  s'appuyant  que  sur  ce  qui  précède,  de  dire  que 

la  différence  entre  x  et  sin  x  est,  quel  que  soit  x.  moindre  que  — 

en  valeur  absolue. 
Pareille  remarque  pour  la  série  : 


x*      ac* 
1— ■  —  +  «—. 
2!^4! 


qui  représente  cos  x. 


295.  Remarque  sur  le  changement  de  Tordre  des  termes  d'une  série 
convergente.  —  Considérons  d  abord  une  série  convergente  à  termes  positifs. 
Soit  : 

Sn  =  Ht  +  «|  +  «|  +  . . .  +  un 

écrivons  les  termes  de  la  série  dans  un  ordre  différent;  cela  signifie  que  si  nous 
considérons  une  seconde  série  dans  laquelle  la  somme  des  p  premiers  termes 
est  : 

&p  =  v9+  «;,  +  vt  +  ...  +  vp 
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en  prenant  n  suffisamment  grand,  tout  terme  de  S^  se  trouvera  dans  Sn  et 
réciproquement,  en  prenant  p  suffisamment  grand,  tout  terme  de  Sn  sera 
dans  S'  .  Supposons  que  Sn  ait  une  limite  S.  Quel  que  soit  p  on  peut  supposer  n 
assez  grand  pour  que  Sn  contienne  tous  les  termes  de  S'p  ;  on  aura  donc  : 

»,  <  s«  < s 

Ce  qui  prouve  que  S'p  a  une  limite  S'  <  S. 

Or,  on  démontrera  de  môme  que  S  ^  S',  donc  S  =  S\ 

Si  la  première  série  est  divergente,  la  seconde  le  sera  aussi,  sans  quoi  la  pre- 
mière serait  convergente. 

Ainsi,  on  peut  changer  à  volonté  l'ordre  des  termes  d'une  série  positive.  Si  elle  est 
convergente,  la  nouvelle  série  est  encore  convergente  et  a  la  môme  valeur  que  la 
première  ;  si  cette  dernière  est  divergente,  la  nouvelle  série  sera  aussi  divergente. 

2°  Supposons  que  la  série  soit  convergente,  mais  que  ses  termes  aient  des  signes 
quelconques.  Si  la  série  des  valeurs  absolues  de  ses  termes  est  convergente,  la  série 
est  convergente.  Il  en  est  de  môme  des  séries  formées  par  les  termes  positifs  et  par 
les  termes  négatifs  respectivement,  et  si  P  et  Q  désignent  les  sommes  de  ces  séries, 
la  somme  S  de  la  série  proposée  est  égale  à  P  —  Q.  Si  Ton  change  Tordre  des 
termes,  la  série  formée  par  les  termes  positifs  reste  convergente  de  môme  que  celle 
qui  est  formée  par  les  termes  négatifs;  de  plus  les  valeurs  respectives  de  ces 
séries  ne  sont  pas  changées,  il  en  est  donc  de  même  pour  leur  différence  P  —  Q 
on  S. 

Ainsi,  quand  la  série  formée  par  les  valeurs  absolues  des  termes  d'une  série  est 
convergente,  on  peut  intervertir  à  volonté  Tordre  des  termes  de  la  série  proposée 
sans  changer  la  valeur  de  la  série. 

3*  II  n'en  est  plus  de  môme  pour  les  séries  convergentes  qui  ne  restent  pas 
convergentes  quand  on  remplace  chacun  de  leurs  termes  par  sa  valeur  absolue. 

Considérons  les  exemples  suivants  : 

Soit  la  série  harmonique  alternée. 

2^3         4  ^ 
écrivons  ainsi  ses  termes  : 

^3       2T5^7       <P    ",T4n-3T4n-i       2n r 
Si  Ton  pose  : 


"n— 4n  — 3        4/i— 2  +  4m  — i       4  n 

6    :=_JL_  +  _! ± 

K»      in-  3T4n- 1      2n 

on  a: 

Pn       an  —  4n— 2      4?i      2^2»  — 1      %n) 

en  désignant  par  S  la  somme  de  la  série  harmonique  alternée,  on  voit  que  la  série 
dont  le  terme  général  est  p  ,  c'est-à-dire  la  seconde  série  est  convergente  et  a 

par  somme  S',  la  valeur  de  S/  était  déterminée  par  la  formule  : 

s-s  =  |s. 


m.  gurwzMLomu.  — 


19 


Digitized  by 


Google 


290  COURS  D ALGEBKE 

ou 

11  peut  même  arriver  qu  une  série  convergente  devienne  divergente  quand  on 
change  l'ordre  de  ses  termes.  Considérons  en  effet  la  série  alternée  convergente  : 

v/2      N'r>      y'!  '  fin  -1      fin 

écrivons  ainsi  les  termes  : 

V3       v2       \ô       N7       N/l  N/4?i  —  3       N'4«  —  1       N>27* 


on  aura  : 


s;„-  s4„=^=i==  +  t4_.  +  ...+-    * 


d'où  : 


'j>n  +  i       s^w  +  3  v'^n  — i 

Si  n  augmente  indéfiniment  la  fraction  -==  augmente  indéfiniment  ;  donc 

v^n  —  1 
la  somme  S'3n  est  infinie  en  même  temps  que  n  :  la  seconde  série  est  donc 
divergente. 

D'une  manière  générale,  considérons  une  série  convergente  à  termes  quelconques, 
mais  telle  que  la  somme  des  valeurs  absolues  de  ses  termes  augmente  indéfiniment 
en  même  temps  que  le  nombre  de  ces  termes.  Je  dis  que  l'on  peul  écrire  les  termes 
de  la  série  dans  un  ordre  tel  que  Sn  tende  vers  telle  limite  qu'on  voudra.  Désignons 
par  o  la  somme  des  termes  positifs  contenus  dans  Sn  et  par  »  la  somme  des 
termes  négatifs  pris  en  valeurs  absolues,  qui  se  trouvent  dans  la  même  somme  S„ 
p  étant  le  nombre  des  termes  positifs  et  g  le  nombre  des  termes  négatifs,  de  sorte 
que  p  +  q  =  n. 

On  a  ainsi  : 

s«  =  *p  —  <V 

Quand  p  et  q  augmentent  indéfiniment,  ap  et  <rq  augmentent  aussi  indéfiniment. 
En  effet,  Sn  a  une  limite  S;  si  a  et  aç  avaient  des  limites  a'  et  a"  leur  somme 
op  +  <*q  aurait  pour  limite  c'  -f  <*"  et  par  suite  la  série  des  valeurs  absolues 
des  termes  serait  convergente  et  si  une  des  sommes  a  p.  ex.  avait  une  limite 
«*,  o   qui  est  égale  à  o   —  Sn  aurait  aussi  une  limite  égale  à  o'  —  S. 

Soit  a  un  nombre  positif  quelconque  et  q  un  nombre  donné  :  on  peut  évidemment 
trouver  p,  tel  que  Ton  ait  : 

•„>  %+  °>v«  <*> 

d'où  l'on  tire  : 

%-"t>B>Vt-#,  <*> 
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•--•î-(Vi- %)  =  %-< 


J> 


Gela  étant,  si  7  augmente  indéfiniment,  p  étant  toujours  assujetti  à  vérifier  les 
inégalités  (i),  augmente  aussi  indéfiniment  ;  9  —  *  qui  est  un  terme  de  la  série  a 
pour  limite  zéro  ;  le  nombre  a  est  compris  entre  deux  nombres  dont  la  différence  a 
pour  limite  zéro,  ces  deux  nombres  ont  donc  a  pour  limite  commune.  11  résulte  de 
là  que  si  p  et  q  augmentent  indéfiniment  suivant  une  loi  convenablement  choisie, 
<rp  —  a  ou  Sn  a  pour  limite  un  nombre  positif  a  arbitraire.  On  verrait  de  la  même 
manière  que  Sn  peut  avoir  pour  limite  un  nombre  négatif  arbitraire. 

(Cette  démonstration  est  empruntée  à  l'ouvrage  :  Introduction  à  la  théorie  des 
fonctions  d'une  variable  réelle,  par  M.  J.  Tanner  y.) 

Les  séries  convergentes  qui  restent  convergentes  quand  on  donne 
à  tous  leurs  termes  le  même  signe,  se  nomment  séries  absolument 
convergentes. 


NOTIONS  SUR  LES  SÉRIES  IMAGINAIRES 


296.  Soit 


une  série  à  termes  imaginaires.  La  somme  des  n  premiers  termes 
est  égale  à 

en  posant  : 

P«   =   «0   +   «i    +   W2   +    +   Un 

On   =   t?0   +    V,   +   V,   +    +   Vn. 

On  dit  que  la  série  proposée  est  convergente  si  Pn  et  Qn  tendent 
respectivement  vers  des  limites  déterminées  P,  Q  quand  n  augmente 
indéfiniment.  On  dit  alors  que  P„  +  Qui  a  pour  limite  P  +  Qi  et 
cette  expression  est  par  définition  la  somme  de  la  série. 

En  d'autres  termes,  une  série  imaginaire  est  convergente  quand 
la  série  formée  par  les  parties  réelles  et  la  série  formée  par  les 
coefficients  de  t  dans  les  termes  successifs  sont  convergentes. 

Corollaire.  —  Si  une  série  imaginaire  est  convergente,  un  et  vn 
tendent  vers  zéro,  par  suite,  le  module  du  terne  général  tend  vers 
zéro. 

297.  Théorème.  —  Une  série  imaginaire  est  convergente  quand 
la  série  formée  par  les  modules  tf<?  ses  termes  est  convergente. 
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Soit  pn  le  module  de  t/„  +  vHi;  si  Ton  désigne  par  a»  et  bn  les 
valeurs  absolues  de  Un  et  de  v„,  de  l'égalité  : 

Pn  =   «h  +   On 

on  conclut  : 

un  <  f  n    et   én  <  fn  / 

donc  les  séries  à  termes  positifs  : 

0Oi  au  a»  **  

60l  btt  b%  bn  

sont  convergentes;  il  en  est  donc  de  même  des  séries  : 

W0,  Wi»  w2  "n  

et 

et,  par  suite,  la  série  proposée  est  convergente.  Il  résulte  encore 
de  ce  qui  précède  que  Ton  peut  intervertir  à  volonté  Tordre  des 
termes  d'une  série  imaginaire,  quand  la  série  des  modules  de  ses 
termes  est  convergente  ;  on  peut  même  séparer  les  parties  réelles 
et  les  parties  imaginaires  et  les  écrire  dans  l'ordre  que  l'on  veut. 

Quand  la  série  des  modules  des  termes  d'une  série  est  conver- 
gente, on  dit  que  la  série  est  absolument  convergente. 


298.  Théorème  d'Abel.  —  Si  une  série  entière 

les  coefficients  a9t  a,,...  an  étant  réels  ou  imaginaires,  et  %  désignant  une  variable 
réelle  ou  imaginaire,  est  convergente  pour  une  valeur  de  z  ayant  pour  module  p, 
elle  est  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  z  ayant  un  module  plus  petit  que  p. 
En  effet,  si  la  série  proposée  est  convergente  pour  une  valeur  de  z  ayant  pour 
module  p,  en  désignant  par  «n  le  module  de  an  on  a 

limmod  (an*n)  =  o 

c'est-à-dire 

lim«nP"  =  o 

par  suite,  À  étant  un  nombre  positif  donné,  on  peut  trouver  un  entier  n*  tel  que 
l'inégalité 

*hPm<A 

soit  vérifiée  dès  que  Ton  aura  n>n* 
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Soit  r  un  nombre  positif  plus  petit  que  p.  La  série  géométrique 

•■?®' o- 

est  convergente,  puisque  la  raison  -est  moindre  que  1. 

P 
Si  l'on  multiplie  les  termes  de  cette  série  positive  par  les  termes  correspondants 
de  la  suite 

«•»  V>  V*.    ■•••  *«?".  


ious  ces  nombres  étant    moindres  que  A  (au  moins  à  partir  du  rang  n%  la  série 
obtenue 


*•»    our,    ctf*1 %j  t 


est  convergente.  Or  cette  dernière  est  la  série  des  modules  des  termes  de  la  série 
proposée  quand  z  a  une  valeur  dont  le  module  est  égal  à  r;  donc  la  proposition  est 
établie. 

On  peut  l'énoncer  encore  de  cette  manière  :  Si  pour  une  valeur  de  z  ayant  pour 
module  p ,  les  modules  des  termes  de  la  série,  au  moins  à  partir  d"un  certain  rang, 
restent  moindres  qu'un  nombre  déterminé  A,  la  série  sera  convergente  pour  toute 
valeur  réelle  ou  imaginaire  de  z  ayant  un  module  plus  petit  que  p. 

Corollaire.  —  Si  la  série  est  divergente  pour  une  valeur  de  z  telle  que  mod  z  =  p, 
elle  sera  divergente  si  %  a  un  module  f  plus  grand  que  p,  car  si  elle  était  conver- 
gente quand  mod  z  =  p/,  elle  serait  convergente  quand  mod  z  =  p.  puisque  p  est 
plus  petit  que  f. 

299.  Exemple».  —  !•  Soit  la  série 


l+f+.L_+.  ...  + 


1  '  i.a  1.2 n 

Si  Ton  désigne  par  p  le  module  de  s,  on  a  vu  que  la  série 

'  l  +  ?-f  £  +  ....  +  . 


1       l.>  1.2 


est  convergente  quel  qne  soit  p.;  donc  la  série  considérée  est  convergente  pour  toutes 
les  valeurs  de  z. 
S»  On  voit  de  môme  que  les  séries 


s»        z* 


+  (  ~  if 


3!  ^  5!"  T   l         '  (2n+i)! 


sont  convergentes  quel  que  soit  s. 
3*  Soit  la  série 


i  +  :  +  :!  f- +**  + 


Si  Ton  désigne  le  module  de  z  par  p,  on  voit  que  pn  a  pour  limite  0  si  p  est  plus 
petit  que  1  ;  et  au  contraire  pn  augmente  indéfiniment  si  p  est  plus  grand  que  1.  Il 
en  résulte  que  la  série  proposée  est  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  s  dont  le 
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module  est  inférieur  à  l'unité.  Traçons  dans  un  plan  deux  axes  rectangulaires  oxf 
oy,  et  décrivons  un  cercle  ayant  pour  centre  le  point  o  et  un  rayon  égal  à  l'unité; 
si  l'on  pose  z  =  a?  +  jyi,  à  tout  point  (x%  y)  situé  à  l'intérieur  de  ce  cercle  corres- 
pond une  valeur  de  z  pour  laquelle  la  série  proposée  est  convergente.  —  On  dit, 
pour  abréger,  que  la  série  est  convergente  à  l'intérieur  de  ce  cercle;  elle  est 
divergente  à  l'extérieur.  Sur  le  cercle  elle  est  divergente,  car  si  f  =  f ,  mod  zn  ne 
tend  pas  versO. 

On  nomme  cercle  de  convergence  un  cercle  décrit  de  l'origine  comme  centre  et 
tel  que  la  série  soit  convergente  à  l'intérieur  et  divergente  à  l'extérieur  ;  le  rayon 
de  ce  cercle  se  nomme  rayon  de  convergence.  —  Le  rayon  de  convergence  de  la 
série  considérée  est  donc  égal  à  i. 

Considérons  encore  la  série 

z      s»                      zn 
1  +  i  +  T+ +  n  + 

si  le  module  de  x  est  plus  petit  que  1,  mod  —  tend  vers  zéro.  Si  z  =  1,  la  série  est 

divergente,  on  en  conclut  que  le  rayon  de  convergence  est  égal  à  1.  Sur  la  circonfé- 
rence même  du  cercle  de  convergence  il  y  a  doute  ;  la  série  est  convergente  pour  le 
point  5  =  —  1,  et  divergente  pour  le  point  z  =  1. 

Enfin,  il  peut  arriver  que  le  rayon  de  convergence  soit  nul;  il  suffit  de  considérer 
la  série 


l+z  +  1.2.z*  +  l.-2.3.  2t+ +1.2.3 n.  **+. 


quel  que  soit  le  module  p,  le  produit  1.2.3 ,n.  pn  augmente  indéfiniment  avec  n  ; 

on  en  conclut  que  le  rayon  de  convergence  est  nul. 

300.  D'une  manière  générale,  si  l'on  imagine  des  valeurs  croissantes  du  module  de 
:  pour  lesquelles  les  modules  des  termes  d'une  série  entière  restent  finis,  ou  bien  ces 
valeurs  peuvent  croître  indéfiniment,  ou  elles  ont  une  limite  R.  Dans  le  premier  cas, 
la  série  est  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  s  ;  dans  le  second  cas,  le  rayon  du 
cercle  de  convergence  e9t  égal  à  R. 

On  doit  remarquer  qu'à  l'intérieur  du  cercle  de  convergence  la  série  des  modules 
est  convergente;  autrement  dit  :  une  série  entière  est  absolument  convergente  à 
l'intérieur  de  son  cercle  de  convergence. 

Soft  r  un  nombre  plus  petit  que  le  rayon  R  du  cercle  de  convergence,  mais  diffé- 
rant aussi  peu  qu'on  veut  de  R.  Si  l'on  donne  à  *  une  valeur  dont  le  module  soit 
égal  à  r,  la  série 


«•  +  0,1+0,  z*  + +  «nsn+. 


est  convergente,  et  nous  savons,  de  plus,  que  la  série  des  modules  est  convergente. 
II  en  résulte  que  l'on  peut  déterminer  un  entier  iv  tel  que  si  Ton  suppose  n  >  n\  on 
ait: 

«„+,  rH+1  +  «„+2  r"* <|, 

6  étant  un  nombre  positif  donné  arbitrairement. 

Gela  étant,  donnons  à  z  une  valeur  arbitraire,  mais  ayant  un  module  p  <  r;  la 
série  proposée  est  convergente  pour  cette  valeur  de  x,  et  si  Ton  désigne  par  f[z)  la 
somme  de  la  série,  en  désignant  par  fn  [z)  la  somme  des  n  premiers  termes  et  par 
r»  (*)  te  reste  de  la  série,  de  sorte  que 
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on  a  évidemment 

"H*  ».  «  <  «H-.  ?n+'  +  «n+3  P"+S  + <  «11+1  r«+>  +  «„+,  r"+« 

donc  si  Ton  suppose  n  >  n\  on  aura 

mod  on  (Z)  <  ô, 

quelle  que  soit  la  valeur  de  z  pourvu  que  l'on  ait  mod  s<  mod  r. 

On  exprime  cette  propriété  en  disant  qu'une  série  entière  est  uniformément  con- 
vergente à  l'intérieur  du  cercle  de  convergence  ou,  plus  exactement,  à  l'intérieur 
d'un  cercle  concentrique,  de  rayon  plus  petit  que  le  rayon  de  convergence,  mais  en 
différant  d'aussi  peu  qu'on  veut. 

301.  Multiplication  de  deux  séries.  —  Cauchy  a  démontré  le  théorème 
suivant  : 

Étant  données  deux  séries  absolument  convergentes 


«01  «i, «n 

»„  vtl  ...  .  v 


ia  série  dont  le  terme  général  wn  est  donné  par  la  formule  : 

KL  =  U   V     4-  U   V       .  4-  M    C       -.4- -J-ttO 

**/  convergente  et  a  pour  somme  le  produit  des  deux  séries  données. 

Dans  le  journal  de  Crelle  (t.  LXX1X),  Mertens  a  fait  voir  qu'il  suffisait  que  Tune 
des  deux  séries  fût  absolument  convergente,  l'autre  étant  convergente. 

Considérons  la  différence 

*=■%+».+ +"ïn:-(tto+*i  + +"*){*•+ Vl+ +  "«) 

on  trouve  aisément  : 

î="o(V+v»+»+ +v2n)+w1(v»+i+u»+'"f +"«»-i)+ +u«-«u«+i 

+  M«+l(rD+,ri+ +V0  +  M*f«(»0+Dl+ +'«-■)  + +  "«nV      <« 

Supposons  que  la  série  dont  le  terme  général  est  un  soit  absolument  conver- 
gente, c'est-à-dire  que  la  série  des  modules  de  ses  termes  soit  convergente  et  ait 
pour  somme  A  ;  on  aura,  quel  que  soit  n  : 

mod  uQ  +  mod  u  + +  mod  un  <  À 

Nous  supposons  la  deuxième  série  convergente;  on  peut  donc  déterminer  un 
nombre  B  tel  que  Ton  ait  quel  que  soit  n, 

mod  (t>6+  vt+ +  vJ<B. 

En  effet,  on  peut  trouver  un  nombre  N  tel  que  par  n  >  N  on  ait 
mod  S'   <  mod  S'  +  h 

n 

h  étant  arbitraire  ;  il  suffit  de  prendre  pour  B  le  plus  grand  des  nombres 
mod  yo,  mod  S't mod  S/N,  mod  S'  +  h. 
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On  peut  déterminer  un  entier  n'  tel  que  l'inégalité  n>ri  entraîne  les  suivantes  : 

moA  "»+i  +  mou  "»+s  + +  mod  u«+,  <  j^tû 

.   t>od  (f.,+I  +  »B+t+ +  fn+,)  <  _L_ 

«  étant  arbitraire. 
Cela  étant,  le  module  de  chacune  des  sommes 


*„+l  -r  «n+1  -r i-  rln,  vn+1  -r  *n+|  ■ 


a 
sera  moindre  que  ■     ,  _î  le  module  de  chacune  des  sommes  : 
A  «+•  B 

",+  »,+ +  "«-,•  »•+»!  + +  "n-t P. 

sera  moindre  que  B,  donc  on  aura  : 

n,0d,<AÀ-TTÏ+BÂTB 

OU 

mod$<  * 

Donc  lim  è  =  o,  quand  n  augmente  indéfiniment. 

On  verra  d'une  façon  toute  semblable  que  le  module  de  la  différence 

*  =  \  +  M,i  + +«W.i  -  <tto "t  + +  'W  (Vi  + +  W 

a  aussi  pour  limite  léro  quand  n  augmente  indéfiniment. 

Le  théorème  est  donc  démontré.  (Cours  de  Calcul  différentiel  et  de  Calcul  intégral 
professé  à  la  Sorbonne,  par  M.  Picard.) 


DÉFINITION  DU  NOMBRE  e.  LIMITE  DE  A  +  ^V  QUAND  m  AUGMENTE 

INDÉFINIMENT 

302.  Définition  du  nombre  e.  —  La  série  : 

\        1  1  1 

1  +  ï  +  172  +  ÏTO  + +  1.2 n  + 


est  convergente,  comme  nous  l'avons  vu.  On  désigne  sa  valeur  par 
la  lettre  e. 
Si  Ton  pose  : 
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On  a: 

R"~l,2...n\n+1  +  (n  +  l)(n  +  2)+'(n+1  (n+2)  (n  +  3) +"7 

la  série  placée  entre  parenthèses  a  ses  termes  moindres  que  ceux 
de  la  progression  géométrique  indéfinie  : 

1      4-       *         '         * 


n  +  1    ■   (n  + lf   '  (n  +  1)» 


i 

dont  la  somme  est  égale  à  -, 

n 

on  peut  donc  écrire  : 


1,2 n  n 

6  étant  un  nombre  positif  moindre  que  1. 
On  a  ainsi  : 

c'est-à-dire,  en  remarquant  que  -  est  inférieur  à  1  : 

2  <  e  <  3. 

303.  Le  nombre  e  est  incommensurable.  —  Supposons, 

en  effet,  que  e,  qui  ne  peut  être  entier,  d'après  ce  qui  précède,  soit 

a 
égal  à  une  fraction  ^que  nous  pouvons  supposer  irréductible.  On 

aurait  : 

H  +  1+0+ +ïxb*i<0<'<1>- 

En  multipliant  les  deux  membres  de  cette  égalité  par  1.2. 3  ...  I>, 
on  obtiendrait  : 

A  =  B+? 
A  et  B  étant  des  nombres  entiers  :  égalité  impossible,  puisque  -qui 
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est  moindre  que  1  et  différent  de  zéro,  ne  peut  pas  être  la  différence 
de  deux  entiers. 
Donc,  e  n'étant  ni  un  entier  ni  une  fraction,  est  incommensurable. 

La  valeur  approchée  de  e,  à  —  près,  est  égal  à 

2,718281828. 

304.  Limite  de  l'expression  (1-f-— )   quand  m  augmente 

indéfiniment.  —  Nous  démontrerons  d'abord  la  proposition  sui- 
vante :  a,  b,  c,  I  étant  des  nombres  positifs  moindres  que  Vunité , 

on  a: 

P=(l-a)(l-4) (1-0  =  * -•(«  +  *+ +1) 

0  désignant  un  nombre  positif  plus  petit  que  l'unité. 

Il  est  d'abord  évident  que  P  est  plus  petit  que  l'unité.  On  a 
ensuite  : 

(1  —  a)  (1  —  b)  =  4  —  (a  +  b)  +  ab  >  i  —  (a  +  b). 
Je  dis  qu'on  a  d'une  manière  générale  : 

l>P>l-(«  +  £  + +  /). 

En  effet  la  proposition  est  établie  pour  deux  facteurs;  supposons- 
la  vraie  pour  n  —  1  nombres  a,  A,...  ..  A,  nous  démontrerons  qu'elle 
est  vraie  pour  n  facteurs  a,  6, k,  L  Par  hypothèse  : 

(1  _  a)  (i  _  b] (!_*)>!_(„  +  »  + +  ij. 

On  aura,  en  multipliant  les  deux  membres  par  1  —  / 

(1 -«)(!-») (l-*J  (1-0  >[!-(«+*+ *)î(t-0ï 

mais  le  théorème  étant  vrai  pour  deux  facteurs,  on  a  : 
[1  _(«  +  *  +  ...  .  +  k)]  (l-0>*  -(«  +  *  + +  *  +  0, 

donc  la  proposition  est  générale. 
Cela  étant,  désignons  la  somme  a  +  *  + +  l  par  S.  On  a  : 

1>P>1-S  (1) 
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Si  nous  posons 

p  =  i  -es, 

on  a: 

mais  on  déduit  des  inégalités  (I) 

0<1-P<S, 
ou 

1  —  P 

°<-ir<1- 

par  suite,  on  peut  poser 

P  =  l-0(a+i+ +/) 

avec  les  conditions 

0<6  <i. 

Gela  posé,  considérons  l'expression  : 

et  supposons  d'abord  que  m  soit  un  nombre  entier  positif.  D'après 
la  formule  du  binôme  : 

V+m]    -1+ï   m+        1.2         m'  + 

»   w(m  —  l) fo— y  +  1)  z'  £• 

1.2      p  m*  ~*~ '"j»",i 

Or  on  peut  mettre  le  terme  général  sous  la  forme  : 

(i-i)(i-H) (i-p-zi),  £ 

\        m/  \        m/  \  m    /  1.  2 /} 

Mais  d'après  le  lemme  précédent  : 

0-3  ('-3 (« -tî)-.-.i±î±^±te=!! 

2m 
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6  désignant  un  nombre  positif  entre  0  et  1.  Nous  appliquerons 
cette  formule  à  chacun  des  termes  du  développement;  par  suite 
au  lieu  de  0,  nous  écrirons  0,_s  pour  le  terme  contenant  z'  en 
facteur.  On  a  de  cette  manière  : 

w  (m—  1)  z«  _    x» ^ 

1.2       m1  ~~1.2       2m 

m  (m  —  1)  (m  —  2)    z8  _      z3  z»     0,  z 

TT3  *  m»  ~~  ÏH  ~~  2m'  "T 

m(m  — 1) (m— p+1)    z"  _         z*  z*  «,_,  z'-* 


12 p  m*       1.2  />       2m*  1.2 (p  —  V\ 

zm       mfo  — 1)...  (m— ro  +  t)   zw  _        z"  z»     «m-s^'1-* 

m7*-"       1.2      ...  m  mm"~~1.2 ro~~~2mî.2 ...  (m  —  2) 

et  par  conséquent, 

(z  \ m  z  z*  zw 

z*    /  z  z1  zm~ *  \ 

Si  Ton  désigne  par  p  le  module  de  z,  on  voit  que  le  module  du 
facteur  : 

1+0lI+e'O  + +e-:»1.2......(m-2) 

est  moindre  que  : 

*  +  Ç  +  Â  + + ^ 


1    *    1.  2    '    "'    '    I.  2 (m  —  2) 

z* 
et  par  suite  lorsque  m  augmente  indéfiniment,  le  module  de  — 

tendant  vers  zéro,  il  en  est  de  môme  du  module  du  produit  : 

2^(1+e'î  +  e^  + +e-'..2 (,-»)) 

en  outre  la  somme  : 

3  S»  -" 

1+Î+7-Ô+--. 


1    '   1.2  '        '    '   1.2 m 
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a  pour  limite  la  somme  de  la  série  convergente. 

z  z*  zm 

S  =  1  +  i  +  i^+ +  17T^+ 

donc: 

Ilm.(l +!)•=:  8. 

En  particulier  si  z  =  1,  on  a  S  =  e,  et  par  suite  : 


iim. 


305.  Le  résultat  précédent  n'est  démontré  que  pour  m  entier  et 
positif.  Supposons  que  m  prenne  des  valeurs  positives  quelconques. 
Quelle  que  soit  la  valeur  de  m,  fractionnaire  ou  incommensurable, 
ce  nombre  m  est  compris  entre  deux  entiers  consécutifs  p  et  p  -f-  1. 

f*<m<f*  +  l 

si  m  augmente  indéfiniment  f*  +  1  augmente  indéfiniment  à  plus 
forte  raison,  et  par  suite  il  en  est  de  même  de  p. 
Or  on  a  : 

(«+rh)'<('+=)"<('+r 


mais 


(i  +  J—Y+t 

(1+_L_y=!Jv±iL_ 


le  numérateur  a  pour  limite  e  et  le  dénominateur  a  pour  limite  1, 
donc  : 


-('+rh)'= 


De  même  : 


le  premier  facteur  a  pour  limite  e  et  le  second  a  pour  limite  1, 
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donc  : 


lim. 


Hr 


1  .j —  \    étant  toujours   compris  entre  deux  nom- 
bres qui  ont  tous  les  deux  pour  limite  e,  a  aussi  pour  limite  e. 

Supposons  enfin  que  m  soit  négatif  et  posons  m  =  —  (j*  +  1)  ;  on 
aura  : 

0+=)"-0-nnV"-(«+r 

si  la  valeur  absolue  de  m  augmente  indéfiniment,  p  augmente  aussi 
indéfiniment,  par  suite  (1  +-)  a  pour  limite  e  comme  nous 
l'avons  vu,  donc  on  a  dans  tous  les  cas  : 


lin,*(l+i)m  =  , 


lorsque  le  nombre  réel  m  augmente  indéfiniment  en  valeur  absolue, 

Si  Ion  p 
zéro,  donc 


Si  Ton  pose  -  =  «,  quand  m  augmente  indéfiniment  «  tend  vers 


lim.  (!+«)•  =  « 

quand  «  tend  vers  zéro,  par  valeurs  réelles  quelconques.  On 
démontrerait  de  la  môme  façon  que  : 


(•+sy 


x  étant  réel,  a  pour  limite  la  somme  de  la  série 

X  X  2?* 

1  +  ï  +  E~2  + +  1.2 m  +  -  ' 

quand  m  augmente  indéfiniment  en  valeur  absolue. 
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EXERCICES 

i.  Étudier  la  série  ayant  pour  terme  général 

1 


2.  Reconnaître  dans  quel  cas  la  série  dont  le  terme  général  est  n  a^'est  conver- 
gente et  calculer  la  somme. 

—  La  série  est  convergente  si  mod  x  <  i  et  sa  somme  est  alors  |.__  ^ 

3.  Étudier  la  série  dont  le  terme  général  est      .^i}  x""1 

4.  Étudier  la  série 

*»  +  *«*  +  *«*'  + +  K>*"  + 


K£  désignant  le  nombre  de  combinaisons  complètes  de  m  lettres  nkn. 
5.  Étudier  la  série 


i  +  4*  +  9*«+ +(„  +  !)»*«  + 


6.  Lorsque  an  a  pour  limite  zéro  quand  n  augmente  indéfiniment,  la  série  dont  le 
terme  général  est  (an_j  —  an)  est  convergente  et  a  pour  limite  aff  le  premier  terme 
étant  («f  — «j). 

Examiner  les  cas  suivants  : 


i 


n      2«  +  l 
__      i 

n      ar-f  n 

aw  =  arc/g     ,c 
n  a  +  nb 

(J.  Bertrand.  Calcul  différentiel.) 

7.  Étudier  la  série  dont  le  terme  général  est 

1 m__ 

(*  +  p)(*  +  J>  +  l) (*  +  ;>  +  ») 

8.  Soient 

?(n)  =  (n  +  a)(;i  +  fl  +  l) (n  +  a  +  p-l) 

le  produit  des  p  facteurs  entiers  consécutifs  et  f  (n)  un  polynôme  de  degré  p  —  2  au 
plus.  La  série  ayant  pour  terme  général 

u  =*>> 
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est  convergente.  Calculer  la  somme. 
—  On  mettra  um  sous  la  forme  : 


H 


«      (n-\-a){n-\-a^  i)  '     n-r<i+\)  'w-f"-r-i,  («-r«+p — ï   n-ha  +  p— 1) 

A,  Bf . . .  L  étanl  des  constantes. 

La  méthode  réussit  encore  si  l'on  prend  seulement  pour  former  o 'n)  le  produit 
de  p  —  q  facteurs  choisis  parmi  les  nombres  n  +  a.  n  +  a+  1,...  n  +  a  +  p  —  1 
le  degré  de  f  (n)  étant  au  plus  c-pal  à  p  —  q  —  2. 

(E.  Catalan.  Traité  élémentaire  des  séries). 
Application  numérique  : 

_  __  n  'n  +  *  * 
on  trouve 


"n  —  (n  -f  2.  [n  +  3y  «  -r  *   %n  +  5) 


-r 


9.  La  série  à  termes  positifs 

UQ  +  Ui+Ui+ +  "»+■ 

étant  supposée  divergente,  prouver  que  la  série 


est  convergente  et  a  pour  somme  1. 
*  On  part  de  l'identité 


i-rr-7=- 


*+l      *  +  !' 
10.  Discuter  la  série 


1         1.3  1.3.5 


11.  Discuter  la  série 


12.  Étudier  la  série  dont  le  terme  général  est 


4,4.6       ,    4.6.8    „  , 

i 
i 


(fl-fc)  (3fl+  c) (n-lfl+c) 

(6  +  c)  (2  6  -f-  c) (n  —  16  4-c) 

«,  6,  c  étant  des  nombres  positifs. 

1 
13.  Prouver  que  la  série  dont  le  terme  général  est  n/ — 7-  est  divergente 
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14.  Sifl0f  «,,  at  .  ...  «n  ...  sont  des  nombres  décroissants  et  ayant  pour  limite 
zéro,  les  séries 


a0  +  <tt  cos*  +  flj  cos -2*  + 4-  au  cos  n%  + 

a©  +  «i  sin  a  +  at  sin  2«  + +  «H  sin  n*  4- 


sont  convergentes. 
Plus  généralement  si  les  séries 


(Bjôrling) 


cos  at  -h  cos  a,  + 4-  cos  «M  4- 

sin  atj  +  sin  04  + +  sin  %    4-  , 


ne  sont  pas  divergentes  les  séries 

at  cos  A|  +  a,  cos  at  4- -f  «u  cos  *H+ 

fli  sin  *j  +  «t  sin  a,  + +  "„  si"  * ,  + 

sont  convergentes,  en  supposant  que  au  at, an vont  en  décroissant  el 

ont  pour  limite  zéro. 

Examiner  par  ex.  le  cas  où  les  arcs  «f,  «,, \ sont  en  progression 

arithmétique. 

15.  Trouver  la  limite  de  l'expression 

1.2.3 n 


(X4-1)  (*+*) (*  +  ») 


quand  le  nombre  entier  n  augmente  indéfiniment. 
10.  Trouver  la  somme  de  la  série  dont  le  terme  général  est 

fin) 
n  ! 


f  (n)  désignant  un  polynôme  entier  de  degré  p. 

/'         1    m 
17.  Démontrer  que  la  différence  entre  le  nombre  e  et  f  1  4 )    est  comprise 


e  e 

entre et  . 

2w»4-l  Sm  +  S 

18.  La  série 

1  4- 4a:  4- 9**  + 16  xs  4- 4-nlx"~i4- 

1  4-x 

est  convergente  si    mod  x  <  1    et  a  pour  valeur  ,.        ' 

(1— x)» 

(SCHLÔMILCH  ) 

19.  Généralisation.  La  série 

P 

i> +**  +  **>  + +npx»~l+ =  (!-*/'' 

Prêtant  un  polynôme  entier  de  degré  p  —  i.  Étudier  ce  polynôme.  Calculer  su 
valeur  pour  x  =  1. 

(E.  Catalan.) 

p  =  n 

20.  On  représente  par  la  notation     II     (1 4-  uj  le  produit 

(1+«„U,  +  ".)(1  +  «,) (*  +  «-) 

B.  STBWBMOLOWBKI.  AMHCBR8.  20 
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Si  ce  produit  a  une  limite  quand  n  augmente  indéfiniment,  on  dit  qu'il  est 
convergent. 

Démontrer  que  si  le  produit  précédent  est  convergent  un  a  pour  limite  zéro.  Celte 
condition  est  nécessaire  mais  n'est  pas  suffisante. 

21.  Démontrer  l'identité  : 


+ 11  +  ".)  il  +  ".ï (»  +  ".-<)"» 

ou  en  changeant  les  signes  : 

(1  _  „oHi  -  U|)  ...  (1  _uJ=1  _„o_(1_„o)  Uf  _(1_  ^(i-^)^-. 

1°  Cela  posé,  démontrer  que  si  la  série  positive 


est  convergente,  le  produit  n  (*  — *»)  ne  peut  avoir  pour  limite  téro  (on  supposera 
les  nombres  uQ>  w  ,  ...  uH  ...  tous  plus  petits  que  1.) 
2*  Démontrer  que  le  produit  II  <*  +  va   e$t  convergent  ou  divergent  en  môme 

temps  que  la  série  à  termes  positifs  2  un. 
22.  Démontrer  que  la  série  positive 

«,+  «,  +  ",  + +*n+ 

et  la  série 

w,         «^  «.  u 

J  +  — *_  + 2 -f 4- _2 a. 

«o      wo+ttt      tto  +  Mi+"t  "•  +  «*  + tt«-i 

sont  on  mémo  temps  convergentes  ou  ilnrr^Mil^s. 
—  Si  Ton  pose 


(Abel.) 


on  a: 


cl 


"o+Mi  + +  mm- 


(1  +  »,)('+  «J (»+"0  =  *+r(",+"i+ +«»)• 

o 

23.  Il  est  impossible  de  trouver  une  fonction  ?  (n)  telle  qu'une  série  positive 
soit  convergente  si  un  ©  (n)  a  pour  limite  xéro  quand  n  augmente  indéfiniment  et 
divergente  dans  le  cas  contraire. 


H  suffit  de  considérer  les  deux  série  > 

<r~(ï)  +  *(S)  + 9(n) 


(Abel.) 


1  +^+ +^+. 
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11  1 

_____  _t_ H-  .  .     4- - I- 

et  d'appliquer  le  théorème  précédent  à  ces  deux  séries. 
24.  Développer,  par  la  division,  la  fraction 


1  —  x  cosa 


1  —  2x  cos  a  +  -?* 

buivam  les  puissances  croissantes  de  x.  Soit 

y  =  A9  +  A1*  +  A1A^+ +Anxn+    .... 

Calculer  An 

Trouver  entre  quelles  limites  doit  varier  x  pour  que  la  série  soit  convergente. 


CHAPITRE  II 
FRACTIONS  CONTINUES 


306.  Soit  ■?  une  fraction  irréductible.  Exécutons  sur  les  nombres 
o 

entiers  positifs  a  et  6,  les  opérations  du  plus  grand  commun  divi- 
seur. Nous  aurons  successivement,  et  en  désignant  les  quotients 
successifs  par  av  a„ et  les  restes  correspondants  par  6t,  b„ 


a     =  b  at  -f-  bÈ 
b     ^b^+bt 


£„_i=  à„„ian  +  1 


Si  Ton  fait  une  division  de  plus,  on  aura  à  diviser  £„__  par  1, 
le  quotient  sera  é„  _  i  et  le  reste  0.  Pour  plus  de  symétrie  dans  les 
notations  nous  écrirons  encore  : 


6„_i  =  an 


+  1 
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On  déduit  des  égalités  précédentes  : 


Â  =  a'+/6 


© 


*'        n    M       * 


M 


l — =  «»  +J—  =a„-\ 

9»_i  0„._,  On+t 


On  peut  donc  poser. 


a  ,  * 

6  =  a'  +  - 


o,  H-  - 


a»  + 


«*   + 


+ 


0.+ 


°»H 


Si  a  est  inférieur  à  b,  le  quotient  a,  est  nul  et  bt  =  a,  de  sorte  que 
l'on  sera  amené  à  diviser  i  par  a.  Ainsi,  le  premier  quotient  peut 
être  nul, mais  dans  tous  les  cas,  les  quotients  suivants  sont  au  moins 
égaux  à  l'unité. 

Soit  par  exemple  r  =  jj=.  En  faisant  les  opérations  du  plus 

grand  commun  diviseur,  nous  trouvons  ; 


2 

5 
22 

3 

7 

256 

117 

22 

7 

1 

0 
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2^  =  î+1 


117  5  +  1 


3  +  1 
7 


De  même  : 


117      1 


*56-2  +  l 


5  +  1 


3  +1 
7 


307.  Considérons  en  second  lieu  un  nombre  incommensurable 
positif  ar.  Désignons  par  a,  la  partie  entière  de  a?,  et  posons  . 

1 
a,  peut  être  nul,  mais  dans  tous  les  cas  —  est  incommensurable  et 

1 
plus  petit  que  l'unité,  puisque  —  =  x  —  a,  ;  donc  xt  est  incom- 

xi 

mensurable  et  plus  grand  que  1,  de  sorte  que  Ton  peut  poser  : 

■    1 

puis  successivement  : 


J_  1 

a?„-i  =  a„^i  H 

.      i 

a,,  a8,  On  étant   des   entiers  au   moins   égaux  à  l'unité,   cl 
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x„  xz, xn  des  nombres  incommensurables  plus  grands  que  1 

On  obtient  ainsi  : 

x  =  at  +  1 


1 


.  1 

Xn 


Quelque  grand  que  soit  n,  xr  ne  sera  jamais  un  nombre  entier. 
308.  Définitions.  —  On  est  ainsi  conduit  à  introduire  dans  le 
calcul  algébrique  des  expressions  telles  que  : 


«,+' 


«.+• 

V 


«n  + 


que  Ton  nomme  des  fractions  continues  arithmétiques  et  que  nous 
représenterons  par  la  notation  : 

I  <lv  <*v «»  I 

Les  nombres  a,,  a2,  a8, a» qui  sont  des  entiers,  tous  diffé- 
rents de  0  à  partir  du  second,  se  nomment  quotients  incomplets;  les 

nombres  xv  xiy xn se  nomment  les  quotients  complets.  La 

suite  des  quotients  incomplets  peut  être  limitée  ou  illimitée,  on  dit 
alors  que  la  fraction  continue  et  elle-même  limitée  ou  illimitée. 
Une  fraction  ordinaire  donne  naissance. à  une  fraction  continue 
limitée,  et  un  nombre  incommensurable  donne  une  fraction 
continue  illimitée.  Si  Ton  arrête  la  fraction  continue  au  quotient 

1 
incomplet  a„,  il  suffit  de  remplacer  an  paran-| pour  avoir  une 

fraction  égale  au  nombre  incommensurables. 

On  nomme  réduites  successives  d'une  fraction  continue,  ou  encore 
fractions  convergentes,  les  fractions  ordinaires  égales  aux  fractions 
continues  obtenues  en  arrêtant  la  fraction  continue  donnée  au 

premier,  au  deuxième, en  général  au  ne  quotient  incomplet,  ce 

qui  donne  la  première,  la  deuxième, en  général  la  n«  réduite. 
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309.  Loi  de  formation  des  réduites  successives.— Nous 

représenterons  par  R„  la  réduite  de  rang  n,  c'est-à-dire 


R»  = 

«     I1 

'    '  «,  +  1 

«.+  . 

••+ï 

On  a  : 

»■  =  * 

si  l'on  pose  P,  = 

«,     Q- 

=  1,  on  a  : 
R   -P- 

on  a  ensuite  : 

Ri  = 

donc,  en  posant 

P,= 

=  a,  a,  +  1       Qâ  =  a„ 

on  a  : 

R  -P« 

1 

On  aura  R3f  en  remplaçant  dans  Ra,  a8  par  aa  H — ;  ce  qui  donne  : 

as 
__  «'  V"'  +  7J  +1  _  (fl|  a,  +  1)0,  +  fl|       P»  a,  +  P, 

a*  +  7 

Par  suite,  en  posant  : 

P3  =  P,a,  +  P„       03  =  0^3+0, 

on  a  : 

R  -P» 
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Je  dis  qu'en  calculant  P,  et  Q«  par  la  formule  de  récurrenre 
P.  =  P.-,  «.  +  P.- 


P.  =  P.-.  a.  +  P.-,    I  ... 

Q.  =  0.-.  «.  +  Q~«    S  W 


on  aura 


R    -P" 

En  effet,  en  supposant  P,  P,,  Q,  et  Q,  déterminés  par  les  formules 
P|  =  ûl,       Pl  =  ala1+i;       Q,  =  1,      Q,  =  a, 

P3  et  Q,  satisfont  à  la  loi  de  récurrence.  Pour  prouver  que  cette 
loi  est  générale,  il  suffit  de  faire  voir  que  si  elle  est  vraie  jusqu'à 
n  =  h  elle  sera  vraie  encore  pourn  =  h  +  1. 

Or,  on  a  : 


(°-o 


p*-  (a'+  ~»  +  p*-     (P*-, a,  +  P,-,)  g^  +  P,  ■ 
*+'    "         '  *  v  (Q*-i  «*  +  Q»-i)  a»+.  +  Q*-.' 


<*-(*+£) +Q" 


c'est-à-dire, 


donc,  en  posant 


on  a  bien 


n       _  p*  •  û*+i  +  p*-' 
"*+â  "~~  n — ^ TTï — » 


PHI  =  pA  .  a/k+1  +  P*., 

Q*+.   =  Q*  .  «A+i  +  Qa-| 


R       -P* 


Corollaire.  —  Les  formules  (1)  montrent  que  Ton  a 
Pn  >  Pn_,       Qn  >  QH_i. 

On  en  conclut  aisément  que  si  la  fraction  est  illimitée,  P»et  Q* 
augmentent  indéfiniment  en  même  temps  que  n. 
310.  Théorème.  —  On  a  : 

P»  -  Q„-i  -  Q« .  Pw-,  =  (—  1)».  (2) 
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En  effet,  on  déduit  des  équations  (I). 

P»  Q«-i  -  Qn  P„-2  =  P,,-,  Q,,-,  -  &.,  P,^  -3) 

Si  Ton  pose 

A.  — P.Q-.-O.P-., 

on  a,  en  vertu  de  l'équation  (3) 

A«  =  —  An-i 
de  même 

Am-i  =  —  A.i-o 

An-I  =  —  A«ï-J 


A3  =  —  A2 
et  par  conséquent,  comme 

on  en  conclut  : 

An=(-1)", 

ce  qui  démontre  la  proposition. 
Il  résulte  de  l'équation  (2)  que  P„  et  Qn  sont  premiers  entre  eux, 

par  conséquent  -~  est  une  fraction  irréductible. 

On  peut  remarquer  que  P„  et  P„-!  sont  aussi  premiers  entre  eux 
ainsi  que  Qn  et  Q*_t. 
311.  Corollaire.  —  On  a  : 


et 


Ru  Rn-l  P«  Pu— 1  Pu   Pn 

On  a  ainsi  successivement  : 

1  —1  (—  Dw 

r,~Ri=ôq;  R8-Rï=QrQ;' R"~R"-|-5ro^ 


R.- 

P„      P„_t       (-1)» 

""'""Q,,          Q,-.~Q»Q»-. 

1 

1               Qn          0„_,                     (-1)" 
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on  en  tire,  en  ajoutant  membre  à  membre  : 

il  (—  l)w 

Rn=Ri  +  o7o;~Q^;+ +  o^; 

Il  résulte  de  cette  formule  que,  lorsque  n  croit  indéfiniment  R„  a 
une  limite  égale  à  la  somme  d'une  série  alternée,  qui  est  conver- 
gente, puisque  les  termes,  à  partir  du  second,  vont  en  décroissant 
et  tendent  vers  zéro. 

312.  Comparaison  des  réduites  successives.  —  La 
formule  : 

(- 1)" 


R«  —  Rn-l  — 


QnQn 


montre  que  Rn  —  R„_t  a  le  signe  +  quand  n  est  pair  et  le  signe  — 
quand  n  est  impair.  De  plus  rr— - —  croit  indéfiniment  en  môme 

Un  Un-i 

temps  que  n;  donc  : 

Toute  réduite  de  rang  pair  est  plus  grande  que  la  réduite  précédente 
et  que  la  réduite  suivante;  au  contraire,  toute  réduite  de  rang  impair 
est  moindre  que  celle  qui  la  précède  et  que  celle  qui  la  suit  immédia- 
tement; de  plus,  la  valeur  absolue  de  la  différence  de  deux  réduites 
consécutives  tend  vers  zéro  quand  le  rang  de  ces  réduites  augmente 
indéfiniment. 

Considérons  maintenant  la  différence  R*  —  R„-iî  on  a  : 

Donc,  la  différence  :  Rn  — R„_i  est  négative  si  n  est  pair,  positive 
si  n  est  impair  ;  autrement  dit  : 

Les  réduites  de  rang  pair  vont  en  diminuant,  tandis  que  les  réduites 
de  rang  impair  vont  en  augmentant. 

Nous  pouvons  donc  écrire  les  inégalités  : 

R4  <Rs  •»•••  <  Rap-i  <  R2H-1  <  Rïp  <Rtj>-.i <R4<  Ri- 
Corollaire.  —  Supposons  la  fraction  illimitée;  il  résulte  de  ce  qui 

précède  que  si  n  augmente  indéfiniment  R*a  une  limite,  en  d  autres 

termes  : 

Toute  fraction  continue  arithmétique  illimitée  est  convergente. 
Il  convient  de  ne  pas  oublier  que  les  quotients  incomplets  sont 

supposés,  au  moins  à  partir  du  second,  entiers  et  positifs. 
313.  Théorème.  —  La  valeur  d'une  fraction  continue  est  comprise 
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entre  deux  réduites  consécutives  et  plus  près  de  celle  gui  a  le  rang  le 
plus  élevé. 

Considérons  une  fraction  continue  : 

I  «l»  <*» dn | 

on  obtiendra  la  réduite  R^p  en  remplaçant  dans  Rn+i,  le  quotient 
incomplet  an+1  par 

1 

que  nous  désignerons  par  a;  on  a  donc  : 

P«  «  +  P«- 1 


R»+/*  = 


par  suite 


Rn-fp  —  R>:    —  - 
Rr»+p  Rh-|   = 


(-1)" 


(Qn  «  +  Qn-l)  Qn 
(Qn  «  +   Qn-,)  Q,,-. 


On  voit  que  ces  deux  différences  sont  de  signes  contraires  et  que, 
par  suite,  Rn+j,  est  compris  entre  R*  et  R„_i. 
En  second  lieu  : 

Rn Rn-fp      Qn-l 

R>i+j>   Rn  -  1  «  Qn 

Or,  on  a  :  Q»  >  Q„_„     «  >  1      donc  : 

Rn  — ■  Rn+p         i 

Rn+p  —   Rn-l 

Ce  qui  démontre  que  R„+  ?  est  plus  près  de  R„  que  de  R„.i. 

Cela  posé,  si  la  fraction  est  limitée,  on  peut  supposer  que  R„  i  ,. 
soit  la  dernière  réduite,  c'est-à-dire  la  valeur  de  la  fraction  elle- 
même  ;  le  théorème  est  donc  établi  pour  une  fraction  limitée. 

Supposons  la  fraction  illimitée,  et  soit  x  sa  valeur,  on  a  : 

P»  g,  +  P„-i 

Qn  *»   +    Q«-l 
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xn  désignant  la  limite  vers  laquelle  tend  la  traction  : 
|  an+1,  an+i, a,^  | 

quand  p  augmente  indéfiniment;  en  raisonnant  comme  dans  le  ca*. 
précédent,  on  trouve  de  la  même  manière  : 

R»  —  x   __  Q»-i  ^  l 


X  R»  -t  Xn  Q« 

par  conséquent,  la  proposition  est  établie  dans  tous  les  cas. 

314.  Remarques.  —  I.  Si  l'on  développe,  comme  nous  l'avons 
fait  plus  haut,  un  nombre  incommensurable  ar,  en  fractions  conti- 
nues, on  obtient  : 

.    1 

a2  + 


,         1 
Xn 


par  conséquent  x  est  compris  entre  R„  et  R„_i.  Il  en  résulte  que  si 
n  augmente  indéfiniment  R„  a  précisément  pour  limite  x. 

II.  Si  l'on  développe  une  fraction  ordinaire  T  en  fraction  conti- 

b 

a  p 

nue  en  supposant  -  irrréductible,  la  dernière  réduite^ sera  égale 

a  Pn 

à  -r  et  comme  ~  est  aussi  irréductible,  on  aura  Pn  =  a,  Qn  =  b. 

Remarquons  encore  que  si  : 

a  ,    * 


,   1 


on  sait  que  an  est  plus  grand  que  1  ;  on  peut  aussi  écrire: 

a  .   * 

1=  ai  + 


6  fl8+--.+L 


a„-t 


1 


(«.-*)+{ 
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de  cette  façon,  on  peut  toujours  s'arranger  de  manière  que  le 
nombre  de  réduites  soit  pair  ou  impair. 
Soit  par  exemple  : 

a      22  1  1 

=  --=14-  — —  =  14- 


b  a     i+r   m1 


.  7       «+î 

de  sorte  que  les  réduites  successives  sont 

1    3   22 
1  J2M5 
ou: 

1    3   _19    22 
T2M3M5' 

On  vérifie  aisément  que  cette  modification  n'altère  pas  les 
propriétés  des  réduites. 

315.  Théorème  fondamental.   —  Si  une  fraction  approche 

plus  de  la  valeur  d'une  fraction  continue  qu'une  induite  déterminée, 

ses  termes  sont  respectivement  plus  grands  que  ceux  de  cette  réduite. 
p  p 

Soient  —  la  réduite  considérée,  ?£—  la  réduite  précédente,  x  la 

Un  Un-i 

valeur  de  la  fraction  continue  et  -  la  fraction  donnée  que  nous 

pouvons  supposer  irréductible. 
Pour  fixer  les  idées,  supposons  n  pair  ;  alors  : 

Pn-l    ^         ^  P  n 

ôr;<x<Qn 

a  P, 

j  s'approchant  plus  de  x  que  ~  ne  peut  être  plus  grande  que 

P  P  P 

~  ni  plus  petite  que  j^-,  puisque  x  est  plus  près  de  ^  que  de 

Un  Un-i  Un 

•p- —  on  a  donc  : 

Un-l 

Pn-i      a      P» 


et  par  suite  : 
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c'est-à-dire  : 


d'où: 

à  >(a  Un-i  -  à  P..,).  Q, 

et  comme  a  Qtt-.i  —  à  Pn_i  est  un  entier  positif,  a  fortiori  on  a  : 
En  second  lieu,  on  a  : 


d'où: 


P.^a^ïV., 


a  Q-i  -  A  l\.-i  1 


et  par  suite  : 

et  à  plus  forte  raison 


aP,,  ^P„Pn-l 

a>(«  Qn-i-AP„-i)P,. 
a>Pn. 


On  ferait  une  démonstration  analogue  si  n  était  impair. 
Remarquons  enfin  que  si  —  =  -on  aura  a  >  a,  ô>  é,  donc  à 

plus  forte  raison  a'  >  P„,  6'  >  Q„. 

Corollaire.  —  On  peut  énoncer  la  proposition  suivante  :  Chaque 
réduite  (Tune  fraction  continue  approche  plus  de  la  valeur  de  cette 
fraction  que  toute  fraction  ordinawe  dont  le  dénominateur  est  plus 
petit  que  celui  de  la  réduite. 

Remarque.  —  Il  résulte  de  la  démonstration  précédente   que 

si  deux  fractions  -,  —  vérifient  Vinégalité  : 
P  P 

«  (3'  —  p  a'  =  ±  1 

toute  fraction  -  comprise  entre -et -a  ses  termes  respectivement  plus 

b  p     p 

grands  que  les  termes  de  chacune  de  ces  fractions. 
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316.  Théorème.  —  Si  un  nombre  x  est  compris  entre  deux 
nombres  A  et  B  dont  les  développements  en  fraction  continue  ont 
les  n  premiers  quotients  incomplets  communs,  ces  quotients  seront  aussi 
les  n  premiers  quotients  incomplets  du  développement  de  x. 

En  effet  on  a  : 

A-at+i       B  =  at  +  i 

x  étant  compris  entre  A  et  B,  la  partie  entière  de  x  est  égale  à  ax  ; 
on  doit  donc  poser  : 


et  comme  on  a  : 


on  en  déduit  : 


1  1  1 


y,  >  *,  >  z, 


si  donc  yx  et  zt  ont  une  partie  entière  commune  av  la  partie 
entière  de  xx  sera  aussi  a%  et  ainsi  de  suite. 

Application.  —  Le  nombre  *■  est  compris  entre  3,1415926  et 
3,1415927. 

Développons  ces  deux  nombres,  on  trouve': 

3,1415926  =  3+- 


7+±__ 


15 


3,1415927  =  3  +  { 


1 

7  + 


15--1 


ilonc . 


*  =  3+         t 


1 


7  + 


"+Î-+. 
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22  355 

Si  Ton  calcule  les  réduites  R,  et  R*  on  trouve  R,  =  -—  et  R4  =ttô 

on  obtient  ainsi  les  valeurs  approchées,  données  par  Archimède  et 
par  Adrien  Metius.  Ces  deux  valeurs  sont  par  excès  puisque  ce  sont 
des  réduites  de  rang  pair. 


FRACTIONS    CONTINUES  PÉRIODIQUES 

317.  Lorsque  les  quotients  incomplets  se  reproduisent  périodi- 
quement à  partir  d'un  certain  rang,  on  dit  que  la  fraction  continue 
est  périodique.  Si  ces  quotients  commencent  à  se  reproduire  à 
partir  du  premier,  on  dit  que  la  fraction  est  périodique  simple; 
dans  le  cas  contraire  on  dit  qu'elle  est  mixte. 

Ainsi  la  fraction  . 


|  «ii  «s A»»  Of,  02> <*n,  «i,  «t» fl"!   I 

est  une  fraction  périodique  simple;  au  contraire  .• 

I  *p  b„  ..  ..  bp.  at  av a„,  a4,  a„ a,„ | 

est  une  fraction  continue  périodique  mixte. 
Considérons  d'abord  le  premier  cas,  et  soit  : 


x  =   I  ap  a2, On,  a„  a„ 

une  fraction  périodique  simple.  On  a  : 

1 


x  =  a, 


"•  +  •  . .+._! 


,  i 

a„-\ 

xn  désignant  le  ne  quotient  complet.  Mais  xn  est  la  valeur  d'une 
fraction  continue  périodique  ayant  la  même  période  que  x,  et  par 

suite  xn  =  a?  ;  si  ^  désigne  la  ne  réduite,  on  a  donc  : 

Un 

x  =  P.  x  +  !>„_, 


c'est-à-dire 


Q«.x'  +  (Q„_l-PB)o;-PI,_1  =  0.  (1) 
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Or,  celte  équation  a  ses  racines  réelles  et  de  signes  contraires; 
donc  x  est  égale  à  la  racine  positive.  Par  suite  : 

Une  fraction  périodique  simple  est  égale  à  la  racine  positive  (tune 
équation  du  second  degré  à  coefficients  entiers  et  dont  les  racines  sont 
de  signes  contraires. 

318.  Remarque.  —  Il  est  naturel  de  chercher  ce  que  représente 
la  racine  négative.  Or,  si  Ton  a  égard  aux  relations  de  récurrence 
qui  définissent  P»  et  Qn,  on  trouve  sans  difficulté  : 


P-i~^     '  .    1 

«n-l  -f 


tf«-8  +  .  .  1 


Q"    -a    \         l 

Q.--a"  '  «.-,  +  .. 

.+i 

P  Qn 

Par  suite  jr^-  et  yr^~  sont  les  réduites  de  rangs  n  et  »  —  1  de  la 
fraction  périodique  : 

*' =]    I    ^Hï  <*»-*> fll»  °*i  fln-l> aH  •••••    I 

formée  avec  ia  période  renversée  de  la  fraction  x;  donc  : 

p^^  +  a^i 

ou 

P»-i  **  +  (Qn-i  "  P.)  X'  -  Q»  =  0.  (2) 

1 

Or,  si  Ton  pose  x  = l'équation  (1)  devient 

Q«  -  (Qn-l  -  P»)*  -  P„  -,*'  =  0, 

en  comparant  avec  l'équation  (2),  on  voit  que  la  racine  négative  de 

1 
r équation  (1)  est  égale  à  —  -p  ,  c'est-à-dire  à 


On  + 


On-i+   • 


+ 


«.+' 


«n+-    . 
».  mwiMunmi.  —  Auatn**  21 
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319.  Fractions  périodiques  mixtes.  —  Une  fraction  pério- 
dique mixte  peut  se  mettre  sous  la  forme  : 


.V  =  *,  + 


*,  + 


*,+  • 


1 


K+i 


x  désignant  une  fraction  périodique  simple. 
On  a  donc  : 

et  comme  x  est  donnée  par  une  équation  de  second  degré  à  coeffi- 
cients réels,  il  en  sera  de  même  de  y.  On  aura  d'ailleurs  y  sans 
ambiguïté,  puisque  nous  savons  calculer  s. 

L'équation  en  y  n'aura  plus  nécessairement  ses  racines  de  signes 
contraires;  maison  peut  affirmer  que  chacune  de  ces  équations  a 
ses  racines  incommensurables,  puisque  les  fractions  continues  dont 
elles  donnent  les  valeurs  sont  illimitées. 

Exemple.  —  Soit  : 

*  =  *+ j 


«  + 


on  trouve  immédiatement 


1  x 


ou 

x*—ax  —  1=0, 

donc  : 


a  +  y/a*  +  4 
2 

On  en  conclut  que  a2  +  4  n'est  jamais  un  carré* 


2 
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320.  Théorème  de  Lagrnnge.  —  Les  racines  d'une  équation  du  second  degré 
à  coefficients  entiers 

A*«  +  Rr  +  G  =  o, 

dans  laquelle  on  suppose  B*— 4AC  positif,  mais  non  carré  parfait,  sont  développâmes 
en  fractions  continues  périodiques. 

Remarquons  tout  d'abord  que  si  les  deux  racines  étaient  négatives  leurs  valeurs 
absolues  seraient  racines  de  1  équation 

A*1  —  Bx  +  C=o. 

Nous  ne  considérerons  donc  que  le  cas  où  les  deux  racines  sont  toutes  deux  posi- 
tives et  celui  où  elles  sont  de  signes  contraires.  Nous  allons  montrer  que  le  pre- 
mier cas  se  ramène  au  second.  En  effet,  supposons  d'abord  qu'une  seule  des  racines 

soit  comprise  entre  deux  entiers  consécutifs  a,,  a,  -f  i.  Si  Ton  pose  x  =  a,  H — , 

xx 

l'équation  se  transforme  en  une  équation  du  second  degré 
Aj^-f  B1xt  +  C1=o. 

qui  n'aura  qu'une  seule  racine  positive  et  plus  grande  que  1  ;  la  seconde  racine  sera 

négative  ou  positive,  mais  plus  petite  que  1.  Si  Ton  pose  de  même  xx  —  at-\ —  »  a, 

xt 

étant  la  partie  entière  de  la  plus  grande  des  racines  de  l'équation  précédente,  on 

obtiendra  une  nouvelle  équation 

k%x\   +  B1*t  +  Ct  =  o. 

qui  n'a  qu'une  seule  racine  positive  ;  nous  sommes  donc  certainement  ramenés  au 
second  cas. 

Supposons  maintenant  que  l'équation  proposée  ait  deux  racines  comprises  entre 
at  et  a,  +  i  ;  après  un  certain  nombre  de  transformations  analogues  à  la  précédente 
on  finira  par  trouver  une  équation  de  rang  k,  n'ayant  qu'une  racine  xk  comprise 
entre  deux  entiers  consécutifs,  car  autrement,  comme  on  a  posé 


i 

"1  + 

<h  .. 

+ 

1 

i 

a* 

+ 

** 

les  deux  racines  seraient  développables  suivant  la  même  fraction  continue,  elles 
seraient  donc  égales,  ce  qui  est  contraire  à  notre  hypothèse.  Nous  pouvons  donc 
nous  borner  à  considérer  une  équation  n'ayant  qu'une  racine  positive  et  c'est  de 
cette  racine  que  nous  nous  occuperons  uniquement,  puisqu'en  changeant  x  en 
—  x,  on  obtiendra  une  équation  dont  la  racine  positive  donnera  la  valeur  absolue 
de  l'autre  racine.  Soit  donc  l'équation 

Ax*  +  Bx  —  G  =  o, 

dont  les  termes  extrêmes  sont  de  signes  contraires.  Nous  supposerons  le  coeffi- 
cient de  x%  positif  et  le  terme  indépendant  négatif.  Soit  ax  la  partie  entière  de  lu 
racine  positive,  on  pose 

.      i 
X  =  <?,  +  - 

*1 
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et  Ton  obtient  l'équation 

a(û«  +  î;),+  b(û'+î;)-c=* 

Or  a,  étant  compris  entre  les  racines  et  A  étant  positif,  le  nombre  AoJ  +  B^  —  C 
est  négatif;  nous  pouvons  donc  écrire  la  seconde  équation  sous  la  forme  : 

\  x\  +  B,  x,  —  C,  =  o 

A,  et  Q  étant  positifs.  En  continuant  ainsi,  nous  arriverons  après  k  transformations 
analogues  à  l'équation 

Akxl+Bkxk-Ck=o. 

Or,  on  vérifie  facilement  l'égalité 

B»  +  4AC=BÎ  +4AA, 
on  en  conclut 

Bj-MAikCJk  =  B*  +  4ÀC. 
Le  nombre 

»i + *  A4C4 

conserve  doue  une  valeur  constante  et  positive  D. 
Or  régalité 

B*8+4A,Gfc  =  D 

montre  que  BA  est  inférieur  à  D  ;  par  suite  la  valeur  absolue  du  nombre  entier  B 
ne  peut  avoir  qu'un  nombre  limité  de  valeurs  différentes  ;  de  même, l'inégalité 

ikkCk<D 

montre  que  chacun  des  deux  nombres  Afc  et  Ck  ne  peut  avoir  qu'un  nombre  limité 
de  valeurs  différentes;  par  conséquent,  après  avoir  fait  un  nombre  limité  de  trans- 
formations, on  retombera  nécessairement  sur  Tune  des  équations  du  second  degré 
déjà  rencontrée,  et  par  conséquent  on  obtiendra  une  fraction  continue  périodique, 
puisque  les  quotients  incomplets  finissent  par  se  reproduire  périodiquement. 

821*  Application  de  la  théorie  des  fractions  continues 
à  l'analyse  indéterminée  du  premier  degré.  —  Soit  donnée 
l'équation  : 
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dans  laquelle  A,  B,  G  désignent  des  nombres  entiers  positifs  ou 
négatifs.  Il  s'agit  de  trouver  toutes  les  solutions  entières  de  cette 
équation. 

On  peut  supposer  les  trois  nombres  A,  B,  G  premiers  entre  eux, 
car  s'il  en  était  autrement  on  simplifierait  l'équation  en  les  divisant 
par  leur  plus  grand  commun  diviseur.  Cette  condition  étant  sup- 
posée remplie,  pour  que  le  problème  soit  possible,  il  est  nécessaire 
que  Ae/B  soient  premiers  entre  eux;  en  effet,  si  un  nombre  entier 
divisait  A  etB  il  diviserait  kx  +  By  et,  par  suite,  aussi  C,  ce  qui 
est  contraire  à  l'hypothèse,  à  savoir  que  A,  B,  G  sont  premiers 
entre  eux.  Je  dis  maintenant  que  si  A  et  B  sont  premiers  entre  eux, 
le  problème  est  possible  et  admetune  infinité  de  solutions.  Remar- 
quons d'abord  que  si  Ton  connaît  une  solution  ar0,  ye  on  pourra 
trouver  toutes  les  autres. 

Supposons,  en  effet,  qu'on  ait  : 

A*0  +  By0  =  C 

Téquation  proposée  peut  être  remplacée  par  la  suivante  : 

k(x-xJ  +  B(y-y.)  =  0 

ou 

A  (s  —  *0)=  —  B(y  —  y0). 

Or,  A  est  premier  avec  B  et  il  divise  B  (y  —  y0)  ;  donc,  il  doit 
diviser  y  —  y0;  on  a,  par  conséquent  : 

y  — y«  =  A/ 

et 

x  —  ff0  =  —  Bf, 

t  étant  un  nombre  entier  ou  positif;  toute  solution  est  donc  donnée 
par  les  formules 

y  =  y,  + Af 
x  =  x0  —  Bf 

et  réciproquement,  car  on  tire  de  ces  formules  : 
Aa  +  By  =  A#0  +  By0=C 

Toute  la  question  revient  donc  à  trouver  une  solution. 

Si  Ton  désigne  par  a  et  b  les  valeurs  absolues  de  A  et  B,  il  suffit 
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évidemment  de  savoir  résoudre  l'équation 

ax  —  by  =  C. 

a  P  P 

Réduisons  la  fraction  r  en  fraction  continue  et  soient  r^-  et  -^ 

0  U»-i         Vin 

les  deux  dernières  réduites;  on  a  : 

PnQn-«-QnPn-i=(-l)". 

P        a 
Or,  les  fractions  77  et  -  sont  égales;  d'ailleurs,  toutes  deux  sont 

irréductibles;  donc  : 

Pn  =  a,  Qn  =  * 

et  par  suite 

*Q«-t  —  *Pn-i=(—  l)"ï 
donc  : 

a  .  (-  1)»  Qn-t  .  C-  b  .  (- 1)«  Pn_t  .  C  =  C, 

on  aura  par  conséquent  une  solution  en  prenant  : 

*  =  (-l)«Q»-i.C,    y  =  (-l)"P«-1C. 

On  peut  donc  considérer  la  question  comme  résolue. 
322.  Application.  —  Résoudre  en  nombres  entiers  V équation 

113  x  -355  y  =  17. 

355 
Développons  t^  en  fraction  continue.  On  trouve  immédiatement 

^16 

Doncn  =  3,      P,=  22      Q,  =  7 

355  .  7  —  113  .  22  =  —  1, 
et,  par  suite, 

113  .  22  .  17  —  355  .  7  .  17  =  17 

a.  =  22.17,      y,  =  7.17 
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la  solution  générale  est  donnée  par  les  formules 

x  =  22  X  17  +  355  .  t 
y  =    7  X  17  +  113  .  t. 

En  prenant  <  =  -l,  on  a  x  =  19  y  =  6;  ces  nombres 
sont  les  plus  petits  nombres  entiers  positifs  résolvant  l'équation 
proposée. 

323.  Remarque.  —  Il  convient  d'examiner  le  cas  où  l'un  des 
nombres  a  ou  b  est  égal  à  1. 

Alors  la  solution  du  problème  est  évidente.  En  effet,  si  Ton  a  à 
résoudre  par  exemple  l'équation 

x  +  ày  =  cy 

il  suffit  évidemment,  pour  avoir  toutes  les  solutions  entières,  de 
poser 

x  =  c  — bt 

t  étant  un  entier  positif  ou  négatif  arbitraire. 
D'ailleurs,  on  peut  poser  : 

*  =  (é-l)  +  J 


et  prendre 

P1  =  *-1,Q1  =  1:      Pt=ft,Q>^  l. 

la  formule 

• 

P,Q,-Q,Pi  =  i 

donne  : 

b-(b-t)  =  \; 

d'où: 

»c  +  (l  —  b)c  =  c, 

et,  par  suite,  on  a  la  solution  : 

xQ  =  c{\  —  b)      y0  =  c. 

Ainsi,  la  méthode   générale   s'applique   encore   dans   ce  cas 
particulier. 
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Il  convient  de  remarquer  que  l'arithmétique  élémentaire  montre 
très  simplement  la  possibilité  de  trouver  une  solution.  Pour  fixer 
les  idées,  a,  6,  c  étant  positifs,  soit  l'équation  : 

ax  +  by  =  c, 

On  peut  l'écrire  ainsi  : 

c  —  by 


x  = 


Il  s'agit  de  trouver  un  entier  y9  tel  que  c  —  Assoit  divisible 
par  a. 
Soit  r  le  reste  de  la  division  de  c  par  a. 
Ou  sait  que  si  Ton  divise  par  a,  les  a  —  1  produits 

6,  2  6,  3*,  (a  — 1)*, 

a  et  b  étant  premiers  entre  eux,  tous  les  restes  seront  différents,  et 
par  suite,  aucun  d'eux  n'étant  nul,  un  de  ces  restes  est  égal  à  r,  de 
sorte  qu'il  y  a  un  nombre  y0  tel  que  : 

6y0  =  multiple  de  a  +  r, 

par  conséquent 

c  —  by0 

est  un  multiple  de  a  et,  par  suite,  on  a  la  solution  : 

c  —  byé 
y  =  y0,       x  = ^ 

d'où  Ton  déduit  toutes  les  autres. 


EXERCICES 

1.  On  nomme  fraction  continue  algébrique,  une  fraction  limitée  ou  illimitée  de  la 
forme 


+  ± 


«n  + 


P„ 

àn  désignant  des  nombres  quelconques.  Si  Ton  représente  par  ^p  la  réduite  de 
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rang  n,  prouver  que  Ton  a  : 

P„=P.-,  «„  +P._,*. 

p»  Q»  - ,  -  Q,  p.  - , = (-  «"•*•  *» *»•  **■ 

2.  Soient  A  et  8,  deux  polynômes  entiers  en  x  et  premiers  entre  eux,  supposons 
que  le  degré  de  A  soient  au  moins  égal  à  celui  de  B.  Faisons  sur  A  et  B  les  opéra- 
tions du  plus  grand  commun  diviseur  et  soient  Ri,  Ri,....  Rn  les  restes  successifs, 
RB  étant  une  constante,  et  Ov  Q„  . . .  Qn  _  t  les  quotients  successifs,  on  a  : 


B       v  T  Q,      i 


Qi  + 


+  t 


'+2- 


Calculer  les  réduites  successives.  —  Montrer  qu'on  obtient  les  mêmes  formules 
que  pour  les  fractions  arithmétiques  et  faire  voir  en  outre  que  les  degrés  de  chaque 
terme  des  réduites  vont  en  augmentant  avec  le  rang  de  la  réduite;  en  appelant 
U 
-  l'avant  dernière  réduite  on  aura  : 

A  _U  J_ 

B        V  ~~       BV 

en  déduire  le  théorème  de  Besout  : 

AV  -BU=±i^ 

U  et  V  étant  des  polynômes  entiers  dont  les  degrés  sont  respectivement  moindres 
que  ceux  de  A  et  de  B. 
3.  Nous  avons  trouvé  que  la  fraction 

pn  *„+,  +  Pn^ 

%   «„+i  +    Qn-i 

représente  la  (n  +  l)*"*  réduite   |  a„  a,,...  an+i  |  . 
Si  Ton  remplace  on  par  un  nombre  x  auquel  on  donne  les  valeurs 

n— i  n4-i 

on  aura,  outre  les  réduites  •= —  et  Q      , an»ï  —  i  fractions  qu'on  a  appelées 

fractions  convergente*  intermédiaires. 
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Nous  poserons  : 

«l  =  XPn  +  Pn_t 
u1=XQfl  +(}„_, 

Démontrer  les  formules  : 

«»+,  «l-Vi  "*  =  P«  VX  -  ^n    «1=  Pn  Q„-,  -  On  *_  =  (- 1)". 
y<X4-l_^_(-l)n  P»  _"l_(-l)w 

vx+i     *i     »x^i        Q„      ^~On^ 

Les  fractions  —  sont  irréductibles. 

Si  Ton  considère  la  suite  des  réduites  de  rang  pair  et  celle  des  réduites  de  rang 
impair,  puis  qu'entre  chaque  réduite  de  Tune  et  de  l'autre  suite  et  la  réduite 
suivante,  on  écrive  toutes  les  fractions  convergentes  intermédiaires  qui  s'y  rappor- 
tent, de  telle  manière  que  les  dénominateurs  forment  une  suite  croissante,  on 
obtiendra  deux  nouvelles  suites  qui  seront,  la  première  croissante,  la  seconde 
décroissante  et  qui  convergeront  Tune  et  l'autre  vers  la  valeur  de  la  fraction 
continue. 

A  *x    uu-i 

Si  une  fraction  —  est  comprise  entre  les  fractions    convergentes  —,  — — 

B  v\    *v+i 

P  _        P,  . 

appartenant  au  groupe  provenant  des  réduites  ~^i  et  ^ ,  ou  si  t:  est  comprise 

ux     Pn 
entre  —  et  -—,  le  dénominateur  B  sera  supérieur  au  dénominateur  de  chacune  des 

VX       On 

fractions  convergentes  qui  comprennent  g. 

Quand  la  fraction  continue  est  limitée,  on  peut  former  les  fractions  convergentes 
intermédiaires 

Pn+P*-,        *P«+P„-,  >P,+  P-_. 


Q.  +  <W     *Q.  +  Q»h XÎ.  +  Q»., 


X  prenant  toutes  les  valeurs  entières  de  1  à  +  » . 
On  a: 


4.  A  l'aide  de  la  théorie  précédente,  résoudre  ce  problème  : 

Déterminer,  parmi  toutes  les  fractions  dont  le  dénominateur  ne  surpasse  pas  un 
nombre  déterminé,  celle  qui  approche  le  plus  d'une  irrationnelle  donnée. 

(Voir  Sbrrbt,  Algèbre  supérieure.) 

5.  En  supposant  bc—ad—i,  montrer  que  la  plus  simple  des  fractions  comprises 


entre  -  et  -  est  la  fraction 
b        a 


a  -f  c 
b  +  d' 
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6.  Si  x  est  un  nombre  incommensurable,  trouver  deux  nombres  entiers  a  et  b  tels 
que  Ton  ait 

|  te  — a  |  <« 

a  étant  un  nombre  positif  donné.  • 

—  On  réduit  x  en  fraction  continue  et  si  Qn  _  t  est  supérieur  à  -,  il  suffit  de 
prendre  a  =  PB,  b  =  Qw. 

Montrer  que  si  Ton  peut  trouver  deux  nombres  entiers  a  et  b  tels  que  la  différence 
|  bx  —  a  I  puisse  être  rendue  aussi  petite  qu'on  veut,  sans  être  nulle,  x  est  incom- 
mensurable. 

7.  Étant  donnés  deux  nombres  incommensurables  a?,  y,  montrer  qu'on  peut 
déterminer  deux  entiers  a  et  6,  tels  que  Ton  ait  : 

|  bx  —  ay  |   <  a. 

a  étant  un  nombre  positif  donné. 

8.  On  donne  des  nombres  <zn,  bn  liés  entre  eux  par  les  relations  ; 

"»=<*„_!  +ôn_l        *n  =  an-i- 

Trouver  la  limite  de  -r-  quand  n  augmente  indéfiniment. 

9.  Développer  y'o1—  1  en  fraction,  continue,  a  étant  un  entier  plus  grand  que 
l'unité. 

10.  Trouver  la  n*  réduite  de  la  fraction  continue  périodique  : 

|s,*,a, I 

BéP.      (t  +  ^  +  '-fr-fl-*' 

11.  Trouver  la  n*™*  réduite  de  la  fraction  continue  périodique  : 

I  2,-2,-2, | 

w+1 
Rép.     --£- 
n 

12.  Former  les  réduites  successives  delà  fraction  continue  périodique  : 

11,1,1 I 

Les  dénominateurs  forment  la  série  de  Lamé. 

13.  Si  l'on  nomme  avec  M.  E.  Catalan,  série  des  inverses  une  série  dont  les  termes 
sont  les  inverses  des  dénominateurs  des  réduites  d'une  fraction  continue  illimitée, 
prouver  que  la  série  des  inverses  des  termes  de  la  série  de  Lamé  est  convergente  et 
ensuite  que  toute  série  des  inverses  est  convergente. 

14.  Étant  donnée  une  fraction  continue 

x  =  |  a,  ô,  c,  . . .  />,  <7,  r,  s,  . . .  | 
dont  les  réduites  successives  sont 

•       L  L  c       L  <L  5. 

A"  B'f  C"  '••  F*  Q'"  Bf  '" 
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soit  une  nouvelle  fraction  continue 

y  =  ly,^.»i I 

Prouver  que  les  réduites  de  cette  fraction  ont  pour  dénominateurs 

(PO*  -  QF)  (-  i)\      (PR'  -  RPO  (-  l)»1     (PS^  -  8P0  (-  i)x 

(E.  Catalan.) 

X  étant  le  rang  du  quotient  incomplet  p. 
15.  Soit  x  une  fraction  continue  : 

et  soient  trois  fractions  auxiliaires 


on  a  : 


N*  Vi,*  -  N*!W  =  (-i)*"*1  N,  D^ 

(KfiAJIP.) 

N_  Njl  Nt 

»  ÎT»  fTi élant  ,es  rédaite8  de  rangs  g,  A,  &  de  la  fraction  x. 
Df  D*  D* 

(Voir  :  Notes  sur  la  Théorie  des  fractions  continues,  etc.,  par  E.  Catalan.  Tome 

XIV,  des  Mémoires  de  l'Académie  royale  des  sciences,  lettres  et  beaux-arts  de 

Belgique,  1888.) 

.  a  • 

10.  Etant  donnée  une  fraction  -  dont  la  différence  avec  un  nombre  jc  est  :fc  — » 

9  étant  compris  entre  0  et  1,  trouver  la  condition  pour  que  -  soit  Tune  des  réduites 

o 

du  développement  de  x  en  fraction  continue. 

p 

On  développe T  en  fraction  continue;  si  —est  la  dernière  réduite,-  étant  irré- 
b  Qn  à 

ductible  on  a  :  a  =  Pn  6=Qn  ;  on  peut  s'arranger  de  manière  que  n  soit  pair  ou 

impair,  à  volonté,  en  remplaçant  le  dernier  quotient  a*  par  (an  —  1)  +  -•  Cela 

étant,  la  condition  est  0  < 


Qn  +  Qn-l 

Montrer  que  la  condition  est  remplie  si  I  x  —  -  I  <  — . 


17.  Trouver  la  condition  pour  que  la  fraction  >  développée  éh  fraction  continue 
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donne  une  suite  de  quotients  incomplets  a    a     fln,  telle  que 


AS  -f-  4  - 

doit  être  un  nombre  entier. 

a 

18.  Trouver  les  conditions  pour  que  deux  irrationnelles  x,  af  se  développent  sui- 
vant deux  fractions  continues  pouvant  se  terminer  suivant  un  même  quotient 
complet. 

On  doit  avoir  v  =  af  ,  i  ;    avec  la  condition  a  6'  —  6  <r = db  1 

a,  6,  a\  6'  étant  des  entiers  positifs  ou  négatifs. 

19.  Les  périodes  des  quotients  incomplets  dans  les  fractions  continues  qui  expri- 
ment les  racines  irrationnelles  d'une  équation  du  second  degré  à  coefficients  entiers 
sont  inverses  Tune  de  l'autre. 

Nous  avons  démontré  la  proposition  dans  le  cas  où  la  fraction  périodique  est 
simple. 

20.  La  période  de  la  suite  formée  par  les  numérateurs  ou  par  les  dénominateurs 
des  quotients  complets  relatifs  à  Tune  des  racines  irrationnelles  d'une  équation  du 
second  degré  à  coefficients  entiers  est  inverse  de  la  période  analogue  qui  se  rap- 
porte à  la  deuxième  racine. 

21.  Trouver  les  équations  du  deuxième  degré  à  coefficients  rationnels  dont  les 
racines  se  dé  veloppent  en  des  fractions  continues  terminées  par  les  mêmes  quotients 
complets. 

Pour  les  n*  3, 16, 17,  18,  19,  20,  21  (voir  Algèbre  supérieure  par  J.  A.  Skbret, 
section  1",  chap.  i  et  chap.  il). 

22.  Trouver  la  limite  de  l'expression 


c*^)- 


quand  m  augmente  indéfiniment. 


CHAPITRE   III 

CONTINUITÉ 

324.  Définitions.  —  On  dit  que  y  est  une  fonction  de  x,  si  à 
chaque  valeur  de  x  correspond  une  valeur  bien  déterminée  de  y. 
Si  cette  condition  est  remplie  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  deux  nombres  a,  6,  on  dit  que  y  est  une  fonction  de  x  bien 
déterminée  dans  l'intervalle  (a,  *). 

Un  polynôme  entier  en  x  est  une  fonction  de  x  bien  déterminée 
pour  toutes  les  valeurs  de  x. 
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Nous  représenterons  par  la  notation  f(x),  v(jr),  ${x) ...  des  fonc- 
tions de  x. 

Il  est  utile  de  remarquer  que  le  symbole  f(x)  no  désignera  pas 
toujours  les  opérations  qu'il  faudra  effectuer  sur  une  valeur  quel- 
conque de  x  pour  obtenir  la  valeur  correspondante  de  y,  comme 
dans  le  cas  où  Ton  a  par  exemple 

A*)  =  À*  +  B,    f{x)=ar, 

On  définit  en  trigonométrie  la  fonction  sin  x;  à  chaque  valeur 
de  x  correspond  une  valeur  de  sin  x,  bien  déterminée  et  égale  à 
un  nombre  compris  entre  —  1  et  + 1  ;  on  voit  bien  que  le  symbole 
sin  x  ne  désigne  pas  les  opérations  à  faire  pour  calculer  le  sinus 
quand  Tare  est  donné. 

Exemples.—  1°  Nous- pouvons  convenir  d'appeler  y  une  variable 
1 
égale  à  -  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  excepté  pour  toutes  les 

valeurs  entières  de  x  et  pour  x  =  0,  en  convenant  par  exemple  que 
y  sera  égale  à  1  pour  toutes  ces  valeurs  particulières  de  x. 
Ainsi  y  a  pour  toute  valeur  de  x  une  valeur  bien  déterminée, 

1 
c'est  une  fonction  de  s,  mais  cette  fonction  n'est  pas  la  fraction  - 

x 

2°  Soit  x  lin  nombre  quelconque  que  nous  supposerons  positif  pour 
plus  de  simplicité; soient/) et q deux  entiers  quelconques, la  somme 

S  "T~i  étendue  à  toutes  les  valeurs  de  p  et  de  g,  telles  que  Ton 

P 
ait  -  <  ar,  est  déterminée.  En  effet,  supposons  d'abord  que  p  et  q 

prennent  toutes  les  valeurs  entières  à  partir  de  1.  La  somme  Y  -, 

P 
quand  p  croit  de  1  à  n,  a  une  limite  si  n  augmente  indéfiniment, 
c'est  la  somme  de  la  série  convergente 

1        1  1 

*  +  *  +  »+ +  i  + 


21   '   3*  '  '   n8 

\ 
il  en  est  de  même  de  S  -gî  or  si  l'on  pose 

Sn=l+^î  +  3Î+ +  JJ5, 

lorsque  p  et  q  croissent  de  1  à  n  et  de  1  à  n'  respectivement,  la 
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somme  Y.  -r— ;  =  S«  .  S«'  ;  donc  si  n  et  ri  croissent  indéfiniment, 
P  9 
1 
la  somme  2  —,  a  une  limite;  à  plus  forte  raison  cette  somme  a 

une  valeur  bien  déterminée  quand  p  et  g  sont  assujettis  à  ne 
prendre  que  les  valeurs  en  nombre  infini  d'ailleurs,  pour  lesquelles 
on  a 

-<ar. 
9 

Cette  somme  est  un  nombre  ayant  une  valeur  bien  déterminée 
quand  x  est  donné,  c'est  une  fonction  de  x  bien  déterminée  pour 
toutes  les  valeurs  positives  de  x. 

325.  Définition  de  la  continuité.  —  Soit/^x)  une  fonction 
ayant  pour  chaque  valeur  de  x  comprise  entre  deux  nombres 
déterminés  a,  b  une  valeur  finie  et  bien  déterminée  et  soit  x0  un 
nombre  appartenant  à  l'intervalle  (a,  b).  On  dit  que  la  fonction  f(x} 
est  continue  pour  x  =  ar0,  si  à  tout  nombre  positif  «  correspond  un 
nombre  positif  p,  tel  que  l'inégalité  : 

\h\  <p 
entraîne  (inégalité 

\f{*>+h)-f{x>)\<« 

(en  supposant  que  x0  -f  h  appartienne  à  l'intervalle  {a,  b)).  En  d'au- 
tres termes,  on  dit  que  f(x)  est  continue  pour  x  =  x0  si  f(x0-\-h)z 
pour  limite  f(x9) quand  h  tend  vers  zéro  suivant  une  loi  quelconque. 

Si  la  fraction  f(x)  est  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  x  appar- 
tenant à  l'intervalle  (a,  6),  nous  dirons  qu'elle  est  continue  dans  cet 
intervalle. 

Il  convient  d'ajouter  les  conditions  suivantes  :  f{x)  doit  être  finie 
et  déterminée  pour  x  =  a  et  pour  x  =  b  et,  de  plus,  f{a  +  h)  doit 
avoir  pour  limite /"(a)  etf(b  —  h)  doit  avoir  pour  limite  f(b),  quand  h 
tend  vers  zéro  en  prenant  des  valeurs  positives  quelconques. 

Exemples.  —  1°  Un  polynôme  entier  à  coefficients  réels  f{x)y  est 
continu  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  ar. 

En  effet,  la  différence  : 

étant  un  polynôme  entier  en  A,  sans  terme  constant  (41)  à  tout 
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nombre  positif  «  correspond  un  nombre  positif  p,  tel  que  l'inégalité 

\h\<fi 
entraine  l'inégalité 

IA*  +  *WWI<«- 

2°  La  fraction  sin  x  est  continue  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  x. 
En  effet, 

sin  {x  +  A)  —  sin  x  =  2  sin  -  cos  (x  -f  -  j     . 

donc,  on  a  : 

|  sin  (n  -f  h)  —  sïn  *  |   <  |  h  |  ,  etc. 

326.  Théorème. —  La  fonction  f(x)  étant  supposée  continue  entre 
deux  nombres  réels  a  et  *,  si  Con  suppose 

f(a).fH)<Ù. 

C équation 

A*)  =  o 

a  au  moins  une  racine  comprise  entre  a  et  b. 

Les  nombres  f[a)  etf{b)  sont  supposés  de  signes  contraires;  soit, 
pour  fixer  les  idées  : 

f(a)>0    et    /•(*)«). 

Insérons  entre  a  et  b,  n  —  1  moyens  arithmétiques  xr  xv  ...  x„,  que 
nous  rangerons  par  ordre  de  grandeur  croissante.  En  supposant 
a  <  b  et  posant  xx  =  a,  xn+I  =  A,  nous  obtiendrons  la  suite  : 

xt1  xv   .....  Xn)  Xn+i, 

Il  est  évident  que  si  aucun  de  ces  moyens  n'est  racine  de  l'équa- 
tion f{x)  =  0,  on  trouvera  nécessairement  deux  moyens  consécutifs 
xry  ^rfi  tels  que  Ton  ait  : 


et 


Posons 


/•(*r)>o,  A^H-t)<o, 

«  ^  Xr  <  «i+î  <  *• 

xr  =  a„    ar^i  =  4,  ; 
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on  a  : 

1        *  n 

En  opérant  de  même  sur  a{  et  b{,  et  en  supposant  toujours  qu'aucun 
des  nouveaux  moyens  ne  soit  racine,  on  obtiendra  deux  nombres 
<r„  b„  satisfaisant  aux  conditions 

/W>0,      A*t)<». 

b  —  a 
ai  <  a%  <  *«  <  *n        *t  —  a>  =      n»     « 

En  continuant  de  la  sorte,  ou  bien  on  finira  par  trouver  une  racine 
de  l'équation  /*(a:)  =  0,  ou  bien  on  formera  deux  suites  de  nombres 


bv  àif  bp, 


les  premiers  non  décroissants,  les  seconds  non  croissants,  tels  que 
Ton  ait 

A«p)>o,   A*,)<o, 

bp—Op=  . 

Dans  la  dernière  hypothèse,  en  prenant  p  suffisamment  grand, 
on  peut  supposer  la  différence  bp  —  av  plus  petite  qu'un  nombre 
donné  d'avance;  donc  ap  et  6, ont  une  limite  commune  x0;  je  dis 
que  f{x0)  =  0. 

En  effet  x0  est  compris  entre  a  et  b;  la  fonction  f{œ)  est  continue 
dans  cet  intervalle,  donc  f(ap)  a  pour  limite  f{x0),  mais  quel  que 
grand  que  soitjo,  le  nombre  /*(%)  est  positif,  donc  sa  limite  A^o) est 
positive  ou  nulle  ;  de  même  f(bp)y  toujours  négatif,  a  pour  limite 
/(xo)î  A*o)  ne  Peut  donc  Pas  *tre  positif;  on  doit  avoir  en  même 
temps  : 

A*o)>0    et    f{xo)<0 

et  de  plus  f(x0)  est  un  nombre  déterminé  ;  on  a  donc  f(xQ)  =  0. 

Remarque.  —  Il  est  impossible  de  supposer,  qu'à  partir  d'un 
certain  rang  jf ,  les  nombres  ap  par  exemple,  demeurent  constants, 
fiflfi)  étant  supposé  positif,  car  a?  serait  alors  la  limite  de  bp  ;  donc 
f(bp)  qui  est  négatif  aurait  pour  limite  le  nombre  positif  f{dp). 

327.  Corollaire.  —  Si  Von  a 

A<0  =  À,    A*)  =  B 

».  MIBWiaotOWUU.  —    ALQÛ8M.  22 
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et  si  G  désigne  un  nombre  quelconque  comftris  entre  A  et  B,  Céquatwn 

f{x)  -  C  =  0 

a  au  moins  une  racine  comprise  entre  a  et  b. 

En  effet,  par  hypothèse,  la  fonction  f(x)  est  continue  entre  a  et  h^ 
il  en  est  de  même  de  la  fonction  f(x)  — -  C;  or  f(a)  —  C  et  f(b)  —  C 
sont  de  signes  contraires,  donc  la  proposition  est  établie. 

328.  Définitions.  —  Si,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  a  et  ft,  on  a  : 

À</>)<B 

A  et  B  étant  deux  nombres  déterminés,  on  dît  que  la  fonction  /(a?) 
est  limitée  dans  l'intervalle  (a,  b). 
Si  l'inégalité 

.      /»<B 

est  seule  vérifiée,  on  dit  que  la  fonction  f[x)  est  limitée  supérieure- 
ment, de  même  si  Ton  a  seulement  : 

/»>A 

on  dit  que  la  fonction  f(x)  est  limitée  inférieurement. 

Il  n'est  pas  inutile  de  remarquer  qu'une  fonction  peut  n'être 
jamais  infinie  sans  être  limitée.  Par  exemple  :  une  fonction  égale  à  1 
pour  toutes  les  valeurs  entières  de  xy  ainsi  que  pour  x= 0,  et  égale  à 
1 
-  pour  toutes  les  autres  valeurs  de  xt  n'est  infinie  pour  aucune 

valeur  de  cr;  mais  si  on  la  considère  dans  l'intervalle  de  0  à  1,  par 
exemple,  elle  n'est  pas  limitée  supérieurement,  car  si  A  désigne  un 

1 
nombre  positif  quelconque,  pour  toute  valeur  de  x  inférieure  à  -, 

la  fonction  considérée  sera  plus  grande  que  A. 

Si  Ton  considère  des  nombres  ayant  une  propriété  commune,  on 
dit  que  tous  ces  nombres  forment  un  ensemble.  Par  exemple,  tous 
les  nombres  rationnels  forment  un  ensemble.  Si  tout  nombre  d'un 
ensemble  déterminé  (E)  est  plus  petit  qu'un  nombre  fixe  B,  on  dit 
que  l'ensemble  (E)  est  limité  supérieurement.  Si  tout  nombre  appar- 
tenant à  (E)  est  plus  grand  qu'un  nombre  fixe  A,  l'ensemble  (E)  est 
l'unité  inférieurement.  Enfin,  si  y  étant  un  nombre  quelconque 
appartenant  à  l'ensemble  (E),  on  a 

A  <  y  <  B. 

nous  dirons  simplement  que  l'ensemble  (E)  est  limité. 


Digitized  by 


Google 


CONTINUITE  339 

329.  Théorème  —  Étant  donné  un  ensemble  limité  (E)  on  peut 
trouver  deux  nombres  M,  m,  tels  que  tout  nombre  appartenant  à  Fen- 
semble  (E)  soit  inférieur  ou  au  plus  égal  â"i/l  et  supérieur  ou  au  moins 
égal  à  m;  et  qu'il  y  ait  au  moins  un  nombre  faisant  partie  de  C en- 
semble et  compris  entre  M  —  a  et  M  et  au  moins  un  nombre  faisant 
aussi  partie  de  [ensemble  et  compris  entre  m  et  m  +  *,  quel  que  soit  le 
nombre  positif  a. 

Supposons  que  tout  nombre  de  l'ensemble  (E)  soit  compris  entre 
les  deux  nombres  A,  B  et  soit  pour  fixer  les  idées  A  <  B.  Insérons 
entre  A  et  B,  n  —  1  moyens  arithmétiques.  Nous  obtiendrons  ainsi 
la  suite  croissante  : 

A,    Af,    Aj, An— li   <■>• 

Soit  Xr  le  plus  petit  des  nombres  de  cette  suite  qui  soit  certaine- 
ment supérieur  ou  égal  à  tout  nombre  faisant  partie  de  l'ensemble 
(E),  de  sorte  qu'il  y  ait  au  moins  un  des  nombres  de  cet  ensemble 
qui  soit  compris  entre  Xr-i  et  Xr.  Posons  Ai  =  Xr_!  et  Bâ  =  Xr. 
Partageons  de  même  l'intervalle  At  à  B4  en  n  parties  égales,  et  ainsi 
de  suite  ;  en  d'autres  termes,  en  procédant  comme  dans  la  démons- 
tration du  théorème  précédent  (325),  nous  obtiendrons  des  nombres 
variables  APÎ  Bp  ayant  une  limite  commune  M.  Je  dis  que  tout 
nombre  y  faisant  partie  de  l'ensemble  (E)  est  au  plus  égal  à  M  ;  en 
effet,  supposons  : 

y  =  M  +  k 

k  étant  positif.  On  peut  supposer  p   assez   grand  pour  que  la 
différence  Bp  —  M  soit  moindre  que  k,  de  sorte  que  Ton  ait  : 

BP<M+A 
mais  d'après  la  définition  des  nombres  Bp,  on  a  : 

et  par  àuite, 

.y<M  +  *. 

L'égalité  y  =  M  +  A  est  donc  impossible. 
D'autre   part,  soit  a  un   nombre   positif  arbitraire;  on    peut 
supposer  p  assez  grand  pour  que  Ton  ait  : 

A„>M— «. 

Or,  il  y  a  au  moins  un  nombre  appartenant  à  l'ensemble  (E)  et 
supérieur  à  AM  ce  nombre  sera  supérieur  à  M  —  «. 
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La  proposition  est  établie  en  ce  qui  concerne  M.  On  démontrera 
de  la  môme  manière  l'existence  du  nombre  m. 

Remarque.  —  Il  peut  arriver  qu'à  partir  d'une  certaine  valeur 
p'de  p  on  ait  toujours  B^=B^;  il  est  clair  que,  dans  ce  cas^  M=B^'. 
Une  circonstance  analogue  peut  se  présenter  pour  m. 

330.  Définitions.  —  Le  nombre  M  se  nomme  le  maximum 
absolu  ou  encore  la  limite  supérieure  précise  de  l'ensemble  (E);  le 
nombre  m  se  nomme  le  minimum  absolu  ou  la  limite  inférieure  pré- 
cise ;  enfin  la  différence  M — m  se  nomme  Voscillation  de  l'ensemble. 

11  est  évident  que  si  yt  et  y,  sont  deux  nombres  quelconques  de 
l'ensemble,  on  a  : 

Ift  —  ya|<M  — m. 

Il  convient  de  remarquer  que  si  l'ensemble  (E)  n'était  limité  que 
dans  un  sens,  l'un  seulement  des  deux  nombres  M,  m  existerait. 

331.  Cas  particulier.  —  Les  valeurs  d'une  fonction  f(x)  qui 
correspondent  aux  valeurs  de  x  appartenant  à  un  intervalle  (a,  b), 
constituent  un  ensemble  auquel  on  peut  appliquer  les  raisonne- 
ments précédents.  On  peut  donc  énoncer  ce  théorème  : 

Êlant  donnée  une  fonction  f(x)  qui  reste  comprise,  quand  x  prend 
les  valeurs  a,  b  et  les  valeurs  intermédiaires,  entre  deux  nombres  fixes 
À  et  B  ;  on  peut  trouver  deux  nombres  M,  m  tels  que  M  soit  supérieur 
ou  égal  aux  diverses  valeurs  de  f(x)  et  qu'il  y  ait  au  moins  une  valeur 
de  f(x)  comprise  entre  M  —  a  et  M  ;  et  que  m  soit  inférieur  ou  égal 
à  f(x)  et  enfin  qu'il  y  ait  au  moins  une  valeur  de  la  fonction  comprise 
entre  m  et  m  +  «,  quel  que  soit  le  nombre  positif  a,  x  étant  compris 
entre  a  et  b*. 

Le  nombre  M  se  nomme  le  maximum  absolu  ou  la  limite  supé- 
rieure de  /*(#),  et  m  le  minimum  absolu  ou  la  limite  inférieure  de 
f[x),  dans  l'intervalle  (a,  b).  Enfin,  M  —  m  est  l'oscillation  de 
la  fonction  pour  cet  intervalle;  si  xt  et  x%  sont  deux  valeurs  de  x 
comprises  entre  a  et  b,  on  a  : 

l/W-/WI<M-a 

332.  Théorème.  —  Étant  donnée  une  fonction  f(x)  limitée  et 
continue  dans  l'intervalle  (a,  b)  cette  fonction  atteint  son  maximum 
absolu  M  et  son  minimum  absolu  m,  pour  une  ou  plusieurs  valeurs  de  x 
comprises  entre  a  et  b,  et,  par  suite, prend  toutes  les  valeurs  intermé- 
diaires entre  M  et  m. 

*  Voir  G.  Darboux  :  Mémoire  *«r  leê  fonctions  discontinues* 
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On  voit  d'abord  que  la  fonction  pouvant  prendre  une  ou  plusieurs 
valeurs  supérieures  à  M  —  «  et  une  ou  plusieurs  valeurs  inférieures 
à  m  -(-  «,  f{x)  prendra  toutes  les  valeurs  comprises  entre  M  —  « 
et  m  -f-  «,  et  cela  quel  que  petit  que  soit  «,  ce  qui  revient  à  dire 
qu'elle  prend  toutes  les  valeurs  comprises  entre  M  et  m;  il  ne  peut 
y  avoir  de  doute  que  pour  M  et  m  eux-mômes. 

Considérons  par  exemple  M.  Partageons  l'intervalle  (a,  b)  en 
deux  autres  (a,  c)  et  (c,  b)  ;  dans  l'un  au  moins  de  ces  intervalles  le 
maximum  absolu  sera  M,  cela  est  évident;  supposons  que  cela  soit 
vrai  dans  l'intervalle  (a,  b)  ;  nous  partagerons  de  même  cet  inter- 
valle en  deux  autres;  en  continuant  ainsi  on  obtiendra  une  suite 
indéfinie  d'intervalles  de  plus  en  plus  petits,  tels  que  deux  inter- 
valles consécutifs  aient  une  extrémité  commune,  et  Ton  peut 
admettre  comme  évident  que  les  extrémités  de  ces  intervalles  ont 
une  limite  commune  \.  On  peut  donc  trouver  un  nombre  A,  tel  que 
dans  l'intervalle  de  l  —  h  à  \  +  h  il  y  ait  une  valeur  de  x  pour 
laquelle  on  ait  f{x)  >  M  —  a;  cette  valeur  de  x  sera  de  la  forme 
\  +  6A,  6  étant  compris  entre  —  1  efr+ 1  ;  de  sorte  qu'on  aura  : 

M-/(l  +  6*)<*; 

mais  la  fraction  f(x)  étant  continue  dans  l'intervalle  (a,  b),  on  peut 
supposer  h  assez  petit  pour  que  Ton  ait  aussi  : 

|f(x  +  »*WWI<«. 

on  aura  donc  : 

\f(l)-M\<2a. 

Or,  f(X)  et  M  sont  des  nombres  déterminés  et  «  est  arbitraire; 
on  a  donc  : 

/•(!)  =  M. 

On  verra  de  la  même  façon  que  la  limite  minimum  sera  atteinte. 

333.  Ntanrelle  définition  de  la  continuité.— Considérons  une  fonction  f(x) 
ayant  pour  chaque  valeur  de  x  comprise  entre  deux  nombres  a,  b  une  valeur  bien 
déterminée  et  supposons  qu'à  tout  nombre  positif,  «,  il  corresponde  un  nombre  £ 
tel  que  dans  tout  intervalle  compris  entre  a  et  b  et  moindre  que  è,  l'oscillation  delà 
fonction  soit  moindre  que  a. 

Dans  ces  conditions,  f  (x)  sera  continue  dans  l'intervalle  (a,  b). 

En  effet,  si  xt  et  xQ  désignent  deux  valeurs  de  x  appartenant  a  l'intervalle  (a,  b)  et 
tels  que 

I  *t  —  *•  l< * 

on  aura  : 

!/(*•)     /v*t)l<« 
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Par  conséquent,  si  Ton  pose  xt  ■=  x9  -f  dJ,  0  étant  compris  entre  —  1  et  -f  1,  on 
aura  : 

!/"(*• +  ô.*)-V(*t)l<« 

De  plus,  si  cette  condition  est  remplie  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  6» 
la  fonction  f(x)  sera  nécessairement  limitée.  En  effet,  partageons  l'intervalle  de 
a  à  b  en  parties  égales,  moindres  que  $  ;  dans  chacun  des  nouveaux  intervalles,  l'os- 
cillation de  la  fonction  sera  moindre  que  «  ;  si  n  est  le  nombre  total  de  ces  intervalles 
et  si  x9  appartient  à  l'intervalle  de  rang  n',  on  voit  aisément  que  la  différence 
f(x\)  —  fia)  sera  moindre  que  n'a  et,  à  plus  forte  raison, moindre  que  ni;  par 
Alite  f(x9)  est  compris  entre  f{a)  -f  n«  et  f{a)  —  n*. 

Le  nombre  que  nous  avons  désigné  par  9  est  indépendant  de  x9y  il  ne  dépend  que 
de  «  ;  tandis  que  le  nombre  fl  du  n*  324  dépend  à  la  fois  de  x9  et  de  a.  Je  dis  que,  si  à 
chaque  système  de  valeurs  x9  et  *  correspond  un  nombre  3,  il  existera  nécessaire- 
ment, pour  chaque  nombre  positif  a,  un  nombre  déterminé  £,  tel  que  si  Ton  partage 
l'intervalle  (a,  b)  en  intervalles  moindres  que  £,  dans  chacun  de  ces  nouveaux 
intervalles  l'oscillation  de  la  fonction  soit  moindre  que  a. 

En  effet,  soit  x9  un  nombre  compris  entre  a  et  b  ;  puisque  la  fonction  f{x)  est 
supposée  continue  pour  x=x9,  on  peut  déterminer  un  nombre  P  tel  que  x'  et  x'  étant 
deux  nombres  compris  entre  xt  —  f>  et  x9 +p,  chacune  des  différence 

n*)-f\*.)  et  rm-rM 

(X 

soit  moindre  que  -  en  valeur  absolue,  et  que  par  suite  on  ait  : 

"  \/(*n-rw\<*. 

11  est  clair  que  Ton  ne  peut  pas  supposer  p  ausi  grand  qu'on  veut  quel  que  soit  x% 
ocjis  quoi  l'intervalle  (x9  —  p,  x9  -f  p)  pourrait  comprendre  l'intervalle  donné  (a,  6) 
et  alors  si  x%  désigne  un  nombre  quelconque  compris  entre  a  et  i,  on  aurait 

et  cela  quel  que  soit  x+  Donc,  dans  ce  cas,  il  suffirait  de  prendre  è  =  b  —  a.  Nous 
écarterons  cette  hypothèse. 

A  chaque  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  6,  correspond  donc  un  maximum  pour  p. 
Nous  désignerons  ce  maximum  par  R,  R0  étant  sa  valeur  quand  #=*«.  Je  dis  que  R 
est  une  fonction  continue  de  x.  En  effet,  soit  x,  un  nombre  compris  entre  ar0—  R«  et 
x9  -f  R«  et  désignant  par  R,  la  valeur  de  R  correspondant  à  x,.  Les  deux  intervalles 
(a?0— R«,  x9-\-H9)  et  (xt  —Ri,  a?t-f  Ri)  ne  peuvent  être  extérieurs  l'un  à  l'autre, 
puisque  xK  est  compris  dans  le  premier  intervalle  ;  l'un  d'eux  ne  peut  pas  non  plus 
contenir  l'autre,  car  si  le  second  était  entièrement  intérieur  A  l'autre  on  pourrait 
augmenter  Rt  sans  que  l'oscillation  de  la  fonction  cessât  d'être  moindre  que  «  dans 
l'intervalle  de  xt  —  R,  à  xx  -f-  R,.  11  en  résulte  que  les  deux  intervalles  ont  une  partie 
commune,  et  si  pour  fixer  les  idées  on  suppose  xt  >x9l  on  aura  : 


sans 


et  par  suite  : 
c'est-à-dire 


«b-R0<*1-R,<a:1+Ri<a:o  +  R« 
&•  —  («!— j^}<R«<B9+(«i  —  *•) 


ce  qui  prouve  évidemment  que  R  est  une  fonction  continue  de  x.  Si  x  varie  de  a  A  b, 
R  n'étant  pas  nul,  a  un  minimum  qu'il  atteindra  nécessairement  (321)  ;  donc  ce 
minimum  est  différent  de  séro. 
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En  le  désignant  par  £,  et  en  désignant  par  xt  et  x0  deux  nombres  compris  entre 
a  et  6,  l'inégalité  : 

1*1— *ol<<* 

entraînera  certainement  celle-ci  : 

l/(»iWte)l<«. 

Cette  démonstration  est  due  à  M.  Luroth. 

D'après  cela,  nous  dirons  qu'un*  fonction  f  (x)est  continue  dans  l'intervalle  (a,  b) 
si  à  chaque  nombre  positif  a  il  correspond  un  nombre  positif  £,  tel  que  xt  et  x^  dési- 
gnant deux  nombres  quelconques  compris  entre  a  et  b,  et  vérifiant  tinégalité 

1*,  —  a?0l  <  J 

on  ait  : 

I  f  ta)  -  fi'.)  !  <«• 

334.  Exemple.  —  Un  polynôme  entier  en  x  à  coefficients  i*éels  est  une  fonction 
continue  de  la  variable  réelle  x. 

Soient  a  et  b  deux  nombres  quelconques  et  supposons  a  <  6.  Désignons  par  x  et  y 
deux  nombres  quelconques  compris  entre  <i  et  b. 

Ona: 

/(*)  -  fti)  =  (*-y)  ?  (*•  y) 

?  («»  y)  désignant  un  polynôme  entier  en  x  et  y,  puisque  f  (a?)  —  /(y)  ®*t  divisible 
para— y. 

Si  Ton  désigne  par  A  le  nombre  obtenu  en  remplaçant  dans  ?  (x,  y)  chaque  coeffi- 
cient par  sa  valeur  absolue  et  x  ainsi  que  y  par  6,  on  aura  évidemment,  pour  toutes 
les  valeurs  de  a:  et  de  y  comprises  entre  a  et  ô, 


et  par  suite 
Si  Ton  suppose 

on  aura  : 


I  ?  (*,  y)  l<  a 
l/«-r<y)  I  <  I  *-*|A 

I  — H<î. 
IA*WMI<« 


Donc  /"(x)  est  une  fonction  continue   quand  x  varie  entre  deux   nombres 
quelconques. 

335.  La  somme  algébrique  ou  le  produit,  d'un  nombre  déter- 
miné de  fonctions  de  x  continues  dans  un  même  intervalle,  est 

f  (*) 
une  fonction  continue  dans  cet  intervalle.  Le  quotient  '—-*-£  de 

f  l») 
de  deux  fonctions  continues,  est  une  fraction  continue  pourvu  que 
f  (x)  ne  s'annule  pas.  Tous  ces   théorèmes  se  démontrent  sans 
aucune  difficulté.  Si  or  tend  vers  a,  les  fonctions  continues  f  (x), 
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f  (x) ont  pour  limites  f  (a),  y  (a) ;  il  n'y  a  qu'à  répéter  les 

raisonnements  que  Ton  a  déjà  faits,  par  exemple  pour  prouver 

que  £-7-7  a  pour  limite  '—±4  quand  x  tend  vers  a. 
fW  f  (a) 

336.  Fonction  croissante.  —  Fonction  décroissante.   — 

On  dit  que  la  fonction  f  (x)  est  croissante  dans  l'intervalle  (a,  b)% 

si  dans  cet  intervalle  elle  varie  dans  le  même  sens  que  x,  de  sorte 

que  xi  et  xt  désignant  deux  nombres  quelconques  compris  entre 

a  et  A,  on  ait  : 

/KWfr,)^  0 

X,  —  x4 


ou,  en  posant 


x,  =  xt  +  A  : 


>0. 

Si  au  contraire,  xt  et  xf  désignant  toujours  deux  nombres 
quelconques  compris  entre  a  et  6,  on  a  : 

^Wz£W<o 

ou: 

h 

on  dit  que  la  fonction  est  décroissante  dans  l'intervalle  considéré. 

On  dit  encore  que  /  (x)  est  croissante  ou  décroissante  pour  x  =  £0» 
si  Ton  peut  trouver  un  nombre  positif  A  tel  que  la  fonction  f[x) 
soit  croissante  ou  décroissante  dans  l'intervalle  de  x0  —  h  à  x0  +  h. 

337.  Maximum  relatif,  minimum  relatif.  —  On  dit  que  la 
fonction  f  (x)  passe  par  un  maximum  relatif,  pour  x  =  x0,  si  l'on 
peut  trouver  un  nombre  positif  «,  tel  que  pour  toutes  les  valeurs 
de  A  comprises  entre  —  «  et  +  «,  on  ait  : 

/>o+ *) -/>•)< 0. 

On  dit  au  contraire  que  /  (x)  passe  par  un  minimum  pour  x  =  *o 
si  dans  les  mêmes  conditions  on  a  : 

f(xo+h)-f(xo)>0. 
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Étant  donnée  une  fonction  f(x)  continue  pour  x  =  x0,  on  ne 
peut  pas  toujours  déterminer  un  nombre  positif  *,  tel  que  la  fonc- 
tion soit  abaissante  ou  décroissante  dans  l'intervalle  de  x0  à  x0  +  *î 
ou  dans  l'intervalle  de  x9 —  a  à  x0.  Il  y  a  des  fonctions  continues 
qui  jouissent  au  contraire  de  cette  propriété,  comme  nous  le 
verrons  plus  loin.  Dans  ce  cas  on  peut  modifier  ainsi  la  défini- 
tion du  maximum  et  celle  du  minimum  relatif  :  la  fonction  f(x) 
passe  par  un  maximum  pour  x=x0,  si  Ton  peut  trouver  un  nombre 
positif  «  tel  que  f(x)  soit  croissante  dans  l'intervalle  de  x0 —  « 
à  x0  et  décroissante  dans  l'intervalle  de  x0  à  ar0  +  «;  et  au  contraire 
f{x)  passe  par  un  minimum  pour  op  =  x0,  si  elle  est  décroissante 
dans  le  premier  intervalle  et  croissante  dans  le  second. 

338.  Continuité  d'une  fonction  de  plusieurs  variables 
indépendantes.  —  Soient  x,  y,  z  des  variables  indépen- 
dantes, c'est-à-dire  pouvant  recevoir  des  valeurs  arbitraires  ;  si  à 
tout  système  de  valeurs  attribuées  à  ces  variables  on  fait  corres- 
pondre un  nombre  déterminé  u,  l'ensemble  de  toutes  les  valeurs 
de  u  constitue  une  fonction  de  ces  variables,  que  nous  représen- 
tons par  la  notation  : 

u  =  f{x,y,*)- 
On  dit  que  u  est  une  fonction  continue  pour 

x  =  z0,    y  =  y0,    z  =  zQ 

si  à  tout  nombre  positif  a  correspond  un  nombre  £,  tel  que  sous 
les  conditions  : 

-P<h<p,      -(3<A<p,      -p</<(5, 

on  ait  : 

I  />+  ^  y  +  *,  z  +  l)-  f(x,y,  z)  \<m. 

339.  Théorème.  —  Un  polynôme  entier  à  coefficients  réels,  dépen- 
dant d'vn  nombre  quelconque  de  variable*  est  une  fonction  continue 
pour  toutes  les  valeurs  attribuées  aux  variables. 

Pour  établir  cette  proposition,  considérons  d'abord  un  polynôme 
entier  par  rapport  à  x,  y,  z  et  ne  contenant  pas  de  terme  indépen- 
dant. Soit  p  un  nombre  positif;  si  l'on  donne  kx^y^z  des  valeurs 
moindres  que  p  en  valeur  absolue,  un  terme  quelconque  kx*y*zi 
du  polynôme  prendra  une  valeur  numérique  moindre  que  a  p«+t+T 
a  désignant  la  valeur  absolue  de  A,  de  sorte  que  la  valeur  absolue 
du  polynôme  sera  moindre  que  celle  d'un  polynôme  entier  en  p. 
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sans  terme  indépendant.  Or  en  vertu  du  théorème  du  n°  41,  on 
peut  trouver  un  nombre  fi  tel  que,  en  supposant  p  <p,  la  valeur 
absolue  de  ce  polynôme  en  />,  soit  moindre  que  «.  Par  suite,  &  plus 
forte  raison,  la  valeur  absolue  du  polynôme  proposé  sera  moindre 
que  «. 
Cela  étant,  en  développant  l'accroissement  de  la  différence 

/(*  +  *»  sr+M  +  0-f(».jr.«) 

suivant  les  puissances  entières  de  A,  k,  /,  on  obtient  un  poly- 
nôme entier  par  rapport  à  fc,  *,  l,  et  ne  contenant  pas  de  terme 
indépendant  de  ces  lettres  ;  donc  on  peut,  en  appliquant  ce  que 
nous  venons  de  dire  à  ce  polynôme,  déterminer  un  nombre  p,  tel 
que  en  supposant  la  valeur  absolue  de  chacun  des  nombres  A,  A,  i, 
inférieure  à  fi  le  module  de  l'accroissement  du  polynôme  f(x,  y>  z) 
soit  moindre  que  «.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

340.  Coatlaalté  d'aaefonetloa  d'aae  variable  Imaginaire.  —  Soient  u 
et  z  deux  variables  imaginaires  ;  si  &  toute  valeur  de  z  correspond  une  valeur  bien 
déterminée  de  u,  on  dit  que  U  est  une  fonction  de  s,  et  Ton  écrit,  comme  dans  le 
cas  des  variables  réelles  : 

»  =  /(•) 

On  dit  que  f  [z)  est  continue  par  z=  x0,  si  à  tout  nombre  positif  «correspond  un 
nombre  positif  P,  tel  que  l'inégalité 

mod  (x  —  *b)<  P 

entraîne  l'inégalité 

mod  [¥>(*) -/>(*)]<  a. 

341.  Un  polynôme  entier  à  coefficients  réels  ou  imaginaires  et  dépendant  d'une 
variable  imginaire  x,  est  une  fonction  continue  pour  toutes  les  valeurs  attribuées  à 
cette  variable. 

En  effet,  soit 

f^A^  +  V"-1* +*._,*+  v 

le  polynôme  donné  ;  en  posant  x  =  x  -f  yi  on  peut  mettre  f{z)  sous  la  forme  : 

n*)=9(xty)  +  i*(x9y) 

9  fo  y)  et  y*  (*,  y)  étant  deux  polynômes  entiers  et  à  coefficients  réels. 
Si  Ton  pose 

on  aura 

z  —  *«  =  a?—  ar0  +  t  (y  —  y0)  =  A  +  *« 
en  posant  : 

X=zx9+h       y  =  y9+k 

V 
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et  par  suite 

H*)  -  /W  =  t   (*o  +  à,  y.  +  A)  -  f  fe,  y0)  +  i  tyfc  +  A,y0  +  *)-•  fo  y0)  ] 

Or  on  peut  déterminer  un  nombre  p  tel  que  les  inégalités  |  A  |  <  0,  |  A  |<  0 
entraînent  les  suivantes  : 


t  («o  +  A,  y,  +  A)  -  ?  (jr0,  y0;     <    4  /i 

I  I      V  » 


Alors  pour  toutes  les  valeurs  de  s  vérifiant  l'inégalité 
mod  (*  —  x0)< p 


on  aura 
et  par  suite 

donc  on  aura  aussi  : 


A"  +  A»  <  P 
|A|<M*    |A|<p 
mod  [/«-/(%)]<«• 


342.  Théorème.  —  I7ne  jrfn>  entière  est  une  fonction  continue  à  l'intérieur  du 
cercle  de  convergence.  —  Soit 


/(')  =  fl0  +  ûi*+a858+ +  «»**• 


une  série  entière  convergente  à  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  R,  c'est-à-dire  pour 
toutes  les  valeurs  de  z  dont  le  module  est  inférieur  à  R,  soit  r  un  nombre  positif 
plus  petit  que  R,  mais  en  différant  d'aussi  peu  qu'on  veut,  et  considérons  deux 
valeurs  de  j,  x,  et  *„  tels  que  l'on  ait 

mod*i<r    mod  *%<*• 

Désignons  par/(z)  la  somme  des  n  +  1  premiers  termes  de  la  série  et  par  ?  (z)  le 
le  reste  correspondant.  On  a  : 

/w)=/;«)+t\,w 

et  par  suite  ; 

/W  -  A%)  =  [/n (*«)-/;  W]  +  ¥n(*l)-<Pn  w 
d'où 

mod[A*i)-rW]<mod  [/;  (*)-/«  W]  +  mod «pw(*t)+mod *„(*,), 

Soit  «  un  nombre  positif  arbitraire  ;  la  série  étant  uniformément  convergente  a 
l'intérieur  du  cercle  r,  on  peut  trouver  n'  tel  que  pour  n  >  n'  on  ait 

mod  9 n  («0  <  g,     mod  ^  («0  <  g. 
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En  outre  fn  (s)  étant  un  polynôme  entier  en  z,  on  peut  trouver  un  nombre  J  tel 
que  l'inégalité 

mod  {s, -*,)<*  (i) 

entraîne  la  suivante  : 

mod[/-m(f,)-/,),W]<| 

on  aura  donc,  dans  ces  conditions  : 

mod[A*,W(*)]<*  V) 

L'inégalité  (1)  entraîne  l'inégalité  (2)  ;  la  série  proposée  est  donc  une  fonction 
continue  de  la  variable  s  tant  que  Ton  suppose  mod  *<r <R,  la  différence  R  —  r 
pouvant,  d'ailleurs,  être  supposée  aussi  petite  qu'on  veut, 

Cela  revient  &  dire  que  si  s  tend  vers  x»,  f\x)  a  pour  limite  f  (**)  pourvu  qu'on 
suppose  mod  *t<r. 

Remarque.  —  On  voit  aisément  que  si  la  série  est  convergente  pour  une  valeur 
déterminée  if  ayant  un  module  égale  à  R,  c'est  à  dire,  si  la  série  est  convergente 
en  un  point  déterminé  du  cercle  de  convergence,  elle  est  continue  en  ce  point,  de 
sorte  que  f{z)—f(ï)  aura  pour  limite  f(xf)  quand  i  tendra  vers  %f  par  valeurs 
correspondant  à  des  points  situés  à  l'intérieur  du  cercle  de  convergence. 

EXERCICES 

1.  x  étant  un  nombre  positif  on  pose  f\x)  =  i  -j— j  la  somme  étant  étendue  à 

toutes  les  valeurs  des  entiers  positifs  p  et  q  vérifiant  l'inégalité  -  <  x.  Démontrer 

7 
que  f(x)  est  une  fonction  discontinue. 

S.  Si  une  série  est  uniformément  convergente  dans  un  intervalle  (a,  b)  et  si  ses 
termes  sont  des  fonctions  continues  de  *,  elle  représente  dans  cet  intervalle  une 
fonetion  continue  de  x. 

3.  En  représentant  par  /(*  +  o)  et  /(* — o)  les  limites  de  f{x  +  h)  et  de  f(x—h) 
quand  h  tend  vers  o,  on  a  : 

E(n—  o)=n—  1    E(n)=n    E(n-f  o)=n 

il  étant  un  entier.  Pour  quelles  valeurs  de  x  la  fonction  E  (x)  est-elle  continue?  (E(x) 
désigne  la  partie  entière  de  x.) 

4.  Si  le  terme  général  <pn  [x)  d'une  série  uniformément  convergente  f(x)  est  tel 
que  ?n  (*  +  o)  et  9n  {x—o)  soient  des  nombres  différents,  on  a 

/>dbo)  =  2<pn(*±o). 

5.  On  considère  la  série 

/>(*)==«,_+„,_+ +*n  — + 


et  Ton  suppose  la  série 

A  =  «,+4  + +  «„+ 

absolument  convergente,  la  série  f(x)  sera  uniformément  convergente. 
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Si  x  est  incommensurable,  f\x)  est  continue. 

Si  x=  -,  on  a 
9 

«■-»-'«-£(?+*+*+--> 

6.  Soit  (x)  la  fonction  représentant  la  différence  entre  x  et  rentier  le  plus  voisin, 
on  convient  que  si  *  =  n  +  -,  n  étant  entier,  on  a  : 


(~  !)=■ 


Pour  quelles  valeurs  de  x  la  fonction  {x)  est-elle  continue? 
7.  La  série 

f(x)  =  ai.(x)  +  a%.(2x)+ +an.(nx)  +  . 

est  uniformément  convergente  si  la  série 

A=ai+8i+ +*»+ 

est  absolument  convergente. 
Si  «  est  incommensurable  ou  si 


x £_. 

f(x)  est  continue. 

Si  *  =  2-,    2-  étant  irréductible, 

/'(*+o)=A*)-|(«,+S+%+- 

-) 

f(x-o)=nx)  +  l-{at  +«„+«„  +.. 

-) 

(Voir  6.  Darboux,  Mémoire  sur  les  fonctions  discontinues.  (Annales  de  V École 
normale,  9«  série,  tome  IV.) 

S.  On  suppose  la  fonction  f  (je,  y)  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  *  et  de  y 
correspondant  à  tous  les  points  de  coordonnées  (a?,  y)  situés  à  l'intérieur  d'une 
courbe  fermée.  Prouver  qu'à  tout  nombre  positif  a,  correspond  un  nombre  p  tel  que 
Ton  ait 

|/(*MrO-/(*.if)|<« 

lorsque  Ton  suppose  que  la  distance  des  points  M  et  M'  ayant  pour  coordonnées 
(xf  y)  et  (£%  y*)  et  situés  à  l'intérieur  de  la  courbe  considérée  vérifie  l'inégalité 

MÏÏ'<B 

9.  Prouver  que  si  la  fonction  f  \xt  y)  est  continue  et  limitée  à  l'intérieur  d'une 
courbe  fermée,  il  y  a  au  moins  un  point  à  l'intérieur  de  cette  courbe  pour  lequel 
f[x,y)  atteint  son  minimum  absolu  et  un  point  par  lequel  f(xty)  atteint  son 
maximum  absolu. 
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13.  Pour  déterminer  le  rayon  du  cercle  de  convergence  de  la  série 

a0  +  OiX+ +  *■,*"  + (*) 

il  suffit  de  considérer  la  suite 

Kl,  li'sl l"aTl « 

1*  Si  cette  suite  contient  des  ternies  supérieurs  à  toute  quantité  donnée  la  série  (1) 
n'est  jamais  convergente. 

9o  Si  la  suite  (2)  ne  renferme  pas  de  termes  augmentant  indéfiniment  elle  admet 
une  limite  supérieure  *. 

Le  rayon  de  convergence  de  la  série  (1)  est  alors  f = — 

8°  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  série  (1)  soit  convergente 
dans  tout  le  plan  est  que  Tfâ^  tende  vers  séro. 

(Hadamard.) 


CHAPITRE  IV 
FONCTION  EXPONENTIELLE.  -  LOGARITHMES 


343.  Fonction  exponentielle.  —  Soit  a  un  nombre  positif 
déterminé  et  soit  x  un  nombre  réel  quelconque.  Quelle  que  soit  la 

valeur  attribuée  à  x,  nous  savons  ce  que  représente  le  symbole  ax. 

En  effet  1°  si  x  est  entier,  a   est  le  produit  de  x  facteurs  égaux 

à  a;  2°  si  x  est  une  fraction,  soit  x  =  -y  p  et  q  étant  positifs,  par 

définition 

JLv7 

et  nous  savons  ce  que  représente  cette  notation  ;  enfin  si  x  est 

incommensurable,  nous    avons  défini  ax  comme  la  limite  des 

x 
nombres  a  n,  x    étant  un  nombre  commensurable  variable  ayant 

pour  limite  x  quand  n  augmente  indéfiniment  (39).  Enfin  si  x  est 
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négatif,  soit  par  exemple  x  =  —  x\  af  étant  positif,  on  a 

-*'       1 
a         =  — ; 

ax 

par  suite  ax  est  encore  déterminé  dans  ce  cas. 

On    appelle  fonction  exponentielle,   la  fonction  y  définie  par 
l'équation 

x 

a  désignant  un  nombre  positif  quelconque. 

Remarquons  d'abord  qu'il  faut  écarter  le  cas  de  a  =  1  ;  car, 
quel  que  soit  x,  on  a 

l*  =  i; 
nous  distinguerons  deux  cas  suivant  que  Ton  a 
a  >  1    ou    a  <  1. 


PROPRIÉTÉS  DE  LA  FONCTION  EXPONENTIELLE 

344.  Premier  cas.  —  a>  1.—  Il  résulte  immédiatement  de 
la  définition  de  y,  que  Ton  a 

1°  a   >  0  pour  toutes  les  valeurs  de  a?, 

2*  ax  >  1  si  x  est  positif,  ax  <  1  si  x  est  négatif. 
3°  La  fonction  a*  est  une  fonction  croissante  pour  toutes  les  valeurs 
de  x. 
En  effet  : 


x  +  h         x         x(  h       A\ 
a     •      —  a    =  a  \a    —  l). 


Le  premier  facteur  ax  est  positif,  le  second  a  —  1  a  le  même 

signe  que  A,  puisque  Ton  a  eu  a    >  1  quand  h  est  positif  et  a   <  1, 
ni  h  est  négatif;  donc  le  quotient 

x  +  h 
a     '       —  a 


«2? 

est  positif  :  la  fonction  a   est  donc  croissante. 
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X 

4°  Quand  x  tend  vers  zéro,  a    a  pour  limite  1. 

En  effet,  supposons  pour  fixer  les  idées,  que  z  tende  vers  zéro  en 

prenant  des  valeurs  positives  ;  l'inverse  -  augmente  indéfiniment. 

x 
1 
Soit  m  la  partie  entière  de  -,  de  sorte  que  Ton  ait  : 

m^1  <ro  +  l. 
x 

1 

Si  -  augmente  indéfiniment,  il  en  est  de  même,  à  plus  forte 
x 

raison,  de  m  -f  1,  et  par  suite  m  augmente  aussi  indéfiniment. 

Or  on  a  : 

m  m  -f- 1 

et  par  conséquent  (3°) 


m  ^    x  ^     m  +  1 
a    >a    >  a      *     . 


Or  nous  avons  démontré  que  a    a  pour  limite  1  quand  m  aug- 


mente indéfiniment  (38);  il  en  est  de  même  deam  '      et  par 

I  1 

conséquent  a    étant  compris  entre  a      et  am  '      a  aussi  pour 
limite  1 . 
Si  x  prend  des  valeurs  négatives,  soit  x  =  —  x'  ;  on  a 


a    =  a   . 


Si  #  tend  vers  zéro,  il  en  est  de  même  de  ax ,  par  suite  ax  a  pour 

limite  1,  son  inverse  a    ,  ou  a    a  donc  aussi  pour  limite  1. 
S0  La  fonction  a   est  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  x. 
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Donnons  à  x  une  valeur  déterminée  x0\  il  suffit  de  prouver  que 

01      a  p< 
Or  on  a  : 


x  — I—  h  x 

a  °   '      a  pour  limite  a  °  quand  h  tend  vers  zéro. 


a?0  +  h         xQ         xafk      A\ 


D'après  ce  qui  précède,  si  h  tend  vers  zéro,  a  tend  vers  1,  par 
conséquent  a  —  1  tend  vers  zéro  et  il  en  est  de  môme  du  produit 

ox>(ah-i\ 

puisque  le  premier  facteur  ax*  a  une  valeur  finie  déterminée. 

Remarque.  —  Soient  À  et  B  deux  nombres  quelconques,  A  étant 
plus  petit  que  B  ;  x0  et  xl  deux  nombres  compris  entre  A  et  B  et  h 
la  valeur  absolue  de  leur  différence  ;  on  a,  en  supposant  x0  <x4 

ax>-ax°=ax<ah-l)<ah(ah-i). 
si  au  contraire  xt  est  plus  petit  que  x0, 

x0        x.        x  r  h       A\    .    B/  A       -^ 

soit  «  un  nombre  positif  arbitraire,  l'inégalité 

h       .    ,     « 


entraine  celle-ci 


a^0  —  a27*   I  <«. 


Déterminons  un  entier  m  tel  que  Ton  ait  : 
c'est-à-dire 


«<0+?)' 


Il  suffit  pour  cela  que  m  soit  égal  à  la  partie  entière  de 

a— 1   B 
• a 

a 

b.  x:iwnaiowui,  —  aujIbai.  23 
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augmentée  de  1  de  sorte  que,  en  posant  : 

(a  —  1   B\ 


,=e(^„b)+., 


on  voit  que  sous  la  condition 

l*o  — *il  <£ 
on  aura 

ax»  —  aXi  |  <«. 

La  fonction  ax  estdonc  continue  entre  deux  nombres  quelconques 
A,  B  (333). 

ti°  Si  x  augmente  indéfiniment  par  valeurs  positives,  a     augmente 
indéfiniment. 

Autrement  dit,  a  '  °°  est  infini  et  l'on  écrit  :  a  *~x  =+  °°- 

En  effet,  si  m  désigne  un  entier  croissant  indéfiniment,  am  croit 

x 
indéfiniment,  il  en  est  de  même  de  a    quand  x  croit  indéfiniment, 

car  en  appelant  m  la  partie  entière  de  x,  on  a 

a    j>  a    . 

7°  Si  x  étant  négatif,  sa  valeur  absolue  augmente  indéfiniment,  a 
tend  vers  zéro. 
En  effet,  en  posant  x  =  —  x\  on  a 

x       1 

a 

x 
x  étant  positif.  Si  x  croit  indéfiniment,  a    augmente  indéfiniment, 

1  —  00 

son  inverse  —,  a  pour  limite  zéro. En  d'autres  termes,  a  =  0. 

a 

8°  Il  y  a  une  valeur  de  x  et  une  seule  pour  laquelle  ax  est  égale  à  un 
nombre  positif  b.  Autrement  dit,  l'équation 

ax=b 

b  étant  positif,  a  une  racine  réelle  et  une  seule. 
En  eflet,  lorsque  or  augmente  indéfiniment  en  prenant  des  valeurs 
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positives,  a  augmente  indéfiniment;  on  peut  donc  trouver  un 
nombre  positif  p  tel  que  Ion  ait  : 

a?>b. 
D'autre  part,  si  x  prend  des  valeurs  négatives  augmentant  indéfi- 
niment en  valeur  absolue,  a    tend  vers  zéro  ;  on  peut  donc  trouver 
un  nombre  «  tel  que  Ton  ait  : 

*       ^    IL 

a    <6. 

x 
La  fonction  a  —  b  est  continue  ;  elle  prend  pour  x  =  «  et  pour 

x  =  /J  des  valeurs  de  signes  contraires.  Par  suite,  l'équation 

ax—b  =  Qt 

a  au  moins  une  racine  xQ  comprise  entre  «  et|9;  d'ailleurs  si  Ton 
suppose    £>1,  cette  racine  est  positive;  elle  est  au  contraire 

négative  si  Ton  suppose  ô<l.En  outre, la  fonction  ax  étant  crois- 
sante, il  est  clair  que  l'équation  proposée  n'a  qu'une  snule  racine 
réelle. 

En  résumé,  quand  x  croit  de  — oo  à  -f-  oo ,  ax  croit  d'une  manière 
continue  de  0  à  -f  oo ,  et  passe  une  fois  par  chaque  nombre  positif. 

1 
345.  Deuxième  cas.  a  <  1.  Si  l'on  pose  a  =  ^ona 

ax={afx; 

a  est  >  1  ;  donc  si  *  croît  de  —  oo  à  +  °°  >  («')"""  *  décroît  de  +  oo 

à  0.  On  en  déduit  facilement  les  propriétés  suivantes  que  l'on 

démontre  d'ailleurs  directement  comme  dans  le  cas  de  a  >  1. 

x 
1°  On  a  :  a    >  Opour  toutes  les  valeurs  de  x. 

2#  Ona:aX  <  1  six>0,et  aX>\six  <  0. 

3*  a    est  une  fonction  décroissante. 

x 
A9  Si  x  tend  vers  zéro,  a    tend  vers  1. 

x 
5*  La  fonction  a    est  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  x. 

6-  Si  x  augmente  indéfiniment  par  valeurs  positives,  a   a  pour  limite 
zéro. 
7*  Six  prend  des  valeurs  négatives  dont  la  valeur  absolue  augmente 

indéfiniment,  aX  augmente  indéfiniment. 
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8*  L'équation  a   =  ô  a  une  racine  réelle  et  une  seule,  en  supposant 
ô>0. 
En  résumé,  quand  on  suppose  :  a  <  1,  si  x  croit  de  — oo  à  -f  °°  t 

ax  décroit  d'une  manière  continue  de  +  °°  à  0,  et  passe  uue  seule 
fois  par  chaque  nombre  positif. 


LOGARITHMES 

346.  Nous  venons  de  voir  que  si  b  désigne  un  nombre  positif 

quelconque,  l'équation  a  =  b  admet  une  racine  réelle  et  une 
seule  ;  cette  racine  se  nomme  le  logarithme  de  b,  dans  la  base  a,  et 
on  la  représente  par  la  notation 

logfl  *. 

On  nommé  fonction  logarithmique  de  x,  ou  logarithme  de  x, 
dans  le  système  ayant  pour  base  a,  la  fonction  y  définie  par  l'équa- 
tion : 

aP  =  x> 


la  variable  x  ne  devant  recevoir  que  des  valeurs  positives. 
On  pose  y  =  log   x,  d< 

toute  valeur  positive  de  x, 


On  pose  y  =  log   x,  de  sorte  que  l'on  a  identiquement,  pour 


Lorsque  a  =  e,  les  logarithmes  se  nomment  logarithmes  népé- 
riens, du  nom  de  l'inventeur  des  logarithmes,  le  baron  Neper. 
Nous  conviendrons  de  représenter  le  logarithme  népérien  de  x 
par  le  symbole  L.  x. 

347.  Il  résulte  immédiatement  des  propriétés  de  la  fonction 
exponentielle  que  si  la  base  a  est  supposée  plus  grande  que  1,1e 
logarithme  d'un  nombre  plus  grand  que  1  est  positif \  le  loga- 
rithme d'un  nombre  plus  petit  que  1  est  négatif.  C'est  le  contraire, 
quand  la  base  est  plus  petite  que  l'unité.  Dans  tous  les  cas,  on  a  : 
log  1=0. 

y     Si  l'on  suppose  a  >  1 ,  on  a  :  log  0  =  —  oo     log  (+  oo)  =  +  oo. 

Si  l'on  suppose  a  <1,  on  a:  log  0=+oo     log  (+oo)  =  0. 

348.  Théorème.  —  La  fonction  log  x  est  croissante  quand  a  est 
supérieur  à  1,  et  décroissante  quand  a  est  plus  petit  que  1. 
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En  effet,  si  Ton  pose  aP  =x,  et  si  l'on  suppose  a  >1,  quand  y 
croit,  x  croit  aussi,  de  sorte  que  : 

^-«>o. 

Si  Ton  pose  a*   ■"     =  x  +  A,  on  a  : 

y  +  k  =  \oga(x  +  h)     et     y  =  \ogax, 

par  suite  l'inégalité  précédente  peut  s'écrire  : 

h 


loga{x  +  h)  —  \ogax 


>0, 


ce  qui  montre  que  la  fonction  log  x  est  croissante,  puisque  la  diffé- 
rence log  (x  -f-  h)  —  log   a:  a  le  signe  de  h. 
On  verrait  de  même  que  log   x  est  une  fonction  décroissante 

quand  a  est  plus  petit  que  1. 

349.  Théorème.  —  Le  logarithme  du  produit  d'un  nombre  déter- 
miné de  facteurs  positifs  est  égal  à  la  somme  des  logarithmes  de  ces 
facteurs. 

En  effet,  soient  x4,  xt, xn  n  nombres  positifs  et  yt,  yr yn , 

leurs  logarithmes  de  base  a.  On  a  : 


n 


ût  '  =  xi%  ar*  =  x% a%'  "  =  x, 

d'où,  en  multipliant  membre  à  membre  : 

jii  +  v*  +  -+yn=XiXÈ ^ 

c'est-à-dire, 

\o%a(xxx%  ^)=loga^  +  loga^  + +  logflV 

350.  Théorème.—  Le  logarithme  du  quotient  de  deux  nombres 
positifs  est  égal  au  logarithme  du  dividende  diminué  du  logarithme  du 
diviseur. 

En  effet,  des  identités  : 

o^1  ==  xu     a^8=  x% 
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on  tire  : 


c'est-à-dire, 


u  —  — j 


a  xq  a  a 


351.  Théorème.  —  Le  logarithme  de  la  puissance  m9  d'un  nombre 
positif  est  égal  au  logarithme  de  ce  nombre,  multiplié  par  m. 
Soit,  en  effet  : 

eP  =  x; 
on  en  tire,  quel  que  soit  m  : 


c'est-à-dire, 


roy        m 
a  9  =  x   , 


\oeaxm=m\ogax. 


Cas  particulier.  —  Supposons  m  =  -  ;  on  a  alors  : 

log   \xP=-  log  x. 
°a  q       a 

352.  Théorème.  —  La  fonction  log   x  est  continue  pour  toutes 

les  valeurs  positives  de  x. 
Soient  x0un  nombre  positif,  el.  h  un  nombre  positif  ou  négatif. 
On  a: 

log.  [x.  +  h)  -  log  x,  =  log„  *±±±  =  log.  (t  +  £)■ 

Il  s'agit  de  trouver  un  nombre  positif  p,  tel  que  pour  toutes  les 
valeurs  de  h  comprises  entre  — p  et  -f-  Pt  on  a*t  : 

~«<log„^l  +  ^<« 
a  étant  un  nombre  positif  donné. 
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II  faut  et  il  suffit  pour  cela  que 

1  H soit  compris  entre     a  et     a  , 

c'est-à-dire  que 

—      soit  compris  entre     a       — 1      et     a  —  1, 

ou  enfin  que 

h     soit  compris  entre     a:0  (a     a  —  l)     et     x0(a*  —  l), 

il  suffit  de  prendre  p  égal  à  la  plus  petite  des  valeurs  absolues  de 
ces  deux  nombres,  qui  ont  d'ailleurs  des  signes  contraires  quand  « 
est  suffisamment  petit. 

Remarque.  —  Soient  À  et  B  deux  nombres  positifs  quelconques, 
on  peut  déterminer  un  nombre  positif /S,  tel  que  Ton  ait  : 

I  lOga  *,  ~  10grt  X0  [  <  a 

lorsque  l'on  a  : 

xt  et  x0  désignant  des  nombres  compris  entre  À  et  B. 

En  effet,  supposons  a  >  1,  et  soit  h  =   |  xt  —  x0 1  .  En  supposant 
x0  <  xiy  on  doit  avoir  : 

•*(!+£)<• 
ou  : 

4       1       *     ^      * 

c'est-à-dire, 

A<x0(a"-l)<B(a"-l) 
il  suffit  donc  de  prendre  : 

f>  =  B  (a*  -  1). 

353.  Application.  —  Soient  u  et  v  deux  fonctions  de  x  continues 
dans  F  intervalle  (a,  b),  la  fonction  u  étant  en  outre  positive  pour  toutes 
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les  valeurs  de  x  comprises  entre  aetb;  dans  ces  conditions  la  fonction  u 
est  continue. 
En  effet,  on  a  identiquement  : 

v       vhu 
u   =e 

puisque  : 

L .  u   =  vhu. 

Or,  Lu  est  une  fonction  continue  de  ar,  puisque,  par  hypothèse, 
u  ne  prend  que  des  valeurs  positives  ;  le  produit  vLu  varie  donc 
d'une   manière  continue,  et,  par  suite,  il  en  est  de  même  de 

l'exponentielle  e 

En  particulier  i*m,  m  étant  une  constante  quelconque,  est  une 
fonction  continue  de  x>  tant  que  u  est  une  fonction  de  x,  continue 
et  positive. 

Corollaire.  —  Si  uet  v  ont  pour  limites  net  fi  quand  x  tend  vers  a, 

uv  a  pour  limite  tf  ,  pourvu  que  «  soit  positif. 

En  particulier,  supposons  que  u  ait  pour  limite  1  et  que  v  ait 
pour  limite  zéro,  si  Ton  pose  «  =  1  +  «,  on  a  : 

«=(!  +  «)  ; 

donc,  dans  ce  cas, 

,.      v       limviu  —  1) 

hmu  =e        v  '. 

354.  Problème.  —  Passer  d'an  système  de  logarithmes  à 
un  autre. 

Supposons  construite  une  table  de  logarithmes  de  base  a.  On 
demande  le  logarithme  d'un  nombre  N  dans  un  autre  système  de 
base  à. 

On  a  : 

par  suite,  en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  dans  le 
système  a. 

logèN.log.*  =  log,N,  (1) 
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d'où  : 

loiiN=lofcNxî^  (2) 

1 

Le  nombre  ; ;  se  nomme  le  module  du  système  b  relatif  au 

loga  b  J 

système  a.  Donc  : 

Si  Von  connaît  le  logarithme  d'un  nombre  dam  le  système  a,  on  aura 
son  logarithme  dans  un  nouveau  système  b,  en  multipliant  le  logarithme 
pris  dans  le  système  a,  par  un  nombre  constant,  appelé  module  du 
nouveau  système  relatif  à  f  ancien. 

Corollaires.  —  I.  Si  dans  l'identité  (1)  on  suppose  N  =  a,  on  en 
tire  : 

log»  a  .  loga  6  =  1  (3) 

II.  Appliquant  l'identité  (2)  à  un  autre  nombre  N',  on  aura  : 

logàN'  =  log„N'x^  (4) 

par  suite  : 

logfe  N'      loga  N' 
logiN  ~~log«N 

log  N' 
Il  en  résulte  que  le  rapport    p      est  indépendant  de  la  base  du 

système  de  logarithmes. 
Cas  particulier.  —  Soit  b  =  e;  dans  ce  cas,  on  a  : 

L.N  =  log«Nx-    * 


log„e 
et 

log,.N  =  LNxT— . 
L.  a 

Le  nombre  = —  qui  est  égal  à  logfle,  se  nomme  le  module  du 
L.  a 

système  a. 

355.  Identité  des  logarithmes  définis  par  les  exposants 

et  des  logarithmes  définis  par  les  progressions. 

1°  Les  logarithmes  définis  par  les  exposants  peuvent  être  définis  par 
les  progressions. 
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En  effet,  considérons  des  nombres  en  progression  géométrique  : 

l>q,q\  qn 

si  q  a  pour  logarithme  r  dans  la  base  a,  on  a 

log«  q    =  n  log«  q  =  n$ 

par  suite  les  logarithmes  des  termes  de  la  progression  géométrique 
seront  respectivement  : 


o,  r,  2r,  ...., 

.  nr, .... 

De  même  les  nombres  : 

1     1 

1 

"V 

auront  pour  logarithmes  : 

—  r,-2r,  .., 

...  —  nr 

par  suite  si  l'on  considère  les  deux 

progressions  : 

\          11 

•••     •               a»        «    *  1 

q         H   H 

q,q% q  

...  —  nr —  2r,  —  r, 

o,  r,  2r, nr  . 

chaque  terme  de  la  progression  arithmétique  sera  bien  le  loga- 
rithme du  terme  correspondant  de  la  progression  géométrique. 

2°  Réciproquement,  les  logarithmes  définis  par  les  progressions 
peuvent  être  définis  par  les  exposants. 

Considérons  deux  progressions  Tune  géométrique  commençant 
par  1  et  de  raison  positive  q;  l'autre  arithmétique  commençant 
par  0  et  de  raison  r.  On  peut  trouver  un  nombre  positif  a  tel  que 

1 

Ton  ait  ar  =  q  ;  il  suffit  en  effet  de  prendre  a  =  qr. 

On  aura  q    =  a     et  par  suite  nr  =  log«  q  . 

Donc,  si  un  nombre  N  fait  partie  de  la  progression  géométrique 

de  sorte  que  N  ;=  qn,  son  logarithme  arithmétique  sera  égal  à  nr, 

nr 
mais  on  aura  N  =  a    ,  par  conséquent  son  logarithme  algébrique 

de  base  a  sera  bien  égal  à  nr. 
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Supposons  N  compris  entre  qn  et  qn   ■     .  On    insère  p —  1 

moyens  géométriques  entre  qn  et  qn  '  et  autant  de  moyens 
arithmétiques  entre  nr  et  (n  -f- 1)  ''•  Les  moyens  géométriques  de 
rang  k  et  k  +  1  seront  égaux  à  : 

n  +  -  n  +  — 1— 

?         **     et     }  *tt 

et  les  moyens  arithmétiques  correspondants  : 

.   kr  k  +  \ 

nr  -A ,    nr  A ■ —  r 

f*  P 

seront  leurs  logarithmes  arithmétiques. Supposons  N  compris  entre 

(„+*)  („+i±j) 

q  **'  et  q  **       .  On  aura  ainsi,  en  supposant  a  >  1, 

!(.  +  *)  Vn  +  i±i)' 

arV        ',/<N<arV  **    ' 

donc  sift  augmente  indéfiniment,  les  moyens  arithmétiques 

4+?).„(„+i±i) 

ont  pour  limite  commune  log«N;  or,  par  définition,  la  limite 
commune  de  ces  moyens  arithmétiques  est  le  logarithme  de  N 
défini  par  le  système  des  deux  progressions  considérées;  la  pro- 
position est  donc  entièrement  établie. 

356.  Logarithmes  népériens.  —  Considérons  les  deux  pro- 
gressions : 

1,1  +«,(!+«)', (l+«)m 


0,     P,         2p, 


Néper  nommait  module  la  limite  du  rapport  -,  lorsque  «  et  Ê 
tendent  vers  zéro.  11  pensait  avoir  le  système  le  plus  simple  en  pre- 

nant  a  =  0,  ou  en  posant  lim.  -  =  1. 

p 
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Posons  P  =  k  «;  alors  : 

log.(l +  «)  =  *« 
ou: 

1 

*  =  log.(t+«)a 
Si  Ton  suppose  que  «  tende  vers  zéro,  on  a 

lim  k  =  log.a  e  =  - — . 
\j.  (i 

1 

Ainsi  pourNeperle  module  était ,  a  étant  la  base  du  système 

En  nommant  p  le  module,  nous  avons 

i 

fi  =  log«  e      d'où     a  =  e  . 

On  peut  retrouver  autrement  ce  résultat.  En  nommant  d  la  base 
du  système  défini  par  les  progressions  de  raisons  1  +  «  et  P,  on  a  : 


«  =  (!  +  «)*=  (!  +  •)' 


111  =  l  (!  +  «)"  J* 


Or  si  «  tend  vers  zéro  et  k  vers  p,  a'  a  pour  limite  e**. 
1 


357.    Développement    de   aX   suivant    les    puissances 


On  a  donc  bien  a  =  «**, 

357.    Dévelc 
entières  de  #• 

Nous  avons  vu  (305)  que  l'expression  U  +  -•)    a  pour  limite 

n 
la  somme  de  la  série  ayant  pour  terme  général  —   lorsque  le 

nombre  entier  positif  m  augmente  indéfiniment. 

:  oi 

(,  +  £)"'  =  [„+.,=]* 


X 

Supposons  que  x  désigne  un  nombre  réel  :  on  a  en  posant  —  =  «. 
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donc  (353),  comme  ce  tend  vers  zéro  quand  m  augmente  indéfini- 
ment en  valeur  absolue,  on  a  : 

par  suite  : 


e*=1+ï+r2:+--+r2^-„+ 


Si  x  tend  vers  une  valeur  déterminée  x0  quand  m  augmente 
indéfiniment,  on  a  : 

«..(■+3--.* 

Ainsi  par  exemple  : 

\         m      m*J 


1 

car  en  posant  x  =  1  +  — ,  x  tend  vers  1  quand  m  augmente  indéfi- 
niment, et  l'expression  précédente  peut  être  écrite  ainsi  : 


( 


4+sf 

i+— -)  ■ 


x 
Nous  pouvons  déduire  du  développement  de  c    en  série  entière, 

celui  de  a  .  a  désignant  un  nombre  positif;  il  suffit  de  remarquer 
que  : 

x        x\jx 
a   =  e      , 

on  a  donc  : 

„*=i+^^+ +j^rn+ w 

Si  l'on  suppose  x  =  —  l,ona: 

_  =  e      _!__  +  ____+ +____  + (3) 
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et: 

1  La      (La)»       (La)8  ,H|!M!±  ^ 

358.  Si  l'on  pose  : 

/=1+Ï  +  Â+ +ÎX^Tn+R, 

on  a  : 

X  (       X  X  \ 

Rn~  1.  2 n  \n+l  +  (n  +  1)  (n  +  2) +  "  "j 

Si  p  désigne  la  valeur  absolue  de  x,  on  voit  que  la  série  placée 
entre  parenthèses  a  une  valeur  absolue  moindre  que  la  somme  de 
la  série  géométrique: 

P       .       ?        . 


n  +  1   *  (n+l)> 


qui  est  convergente  si  Ton  suppose  n  +  1  >  h  et  qui  a  pour 
somme  : 


on  a  donc  : 

6.  p      l 

|     n  |  =1.  2 n(»  +  l— ,) 

0  étant  un  nombre  compris  entre  0  et  1. 

Si  x  est  positif,  R    est  aussi  positif  et  Ton  a  : 


R    = 


exn  +  { 


n       i.  2 n.  (n+  1— x) 


a: 


Lorsque  x  est  négatif,  la  série  e  est  alternée  et  en  supposant  n 
suffisamment  grand  les  termes  vont  en  décroissant,  en  valeur 
absolue  à  parler  du  n*me,  on  peut  dans  cette  hypothèse  prendre  pour 
limite  supérieure  de  Terreur  la  valeur  absolue  du  premier  terme 
négligé  (291). 
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Supposons  x  =  1  ;  on  a  déjà  vu  dans  ce  cas  que  : 

R  *  • 


1.  2 n   n 


Supposons  maintenant  x  =  —  1  ;  alors  la  valeur  absolue  de 
Rn  sera  encore  de  la  même  forme  : 

1  0 


1.  2 n    n 

mais  si  n  est  positif  et  suffisamment  grand  R„  aura  le  signe  de 
( —  l)11-1  ;  on  pourra  donc  poser: 

359.  Application.  —  Le  nombre  e  ne  peut  être  racine  d'aucune 
équation  du  second  degré  à  coefficients  commensurables. 

Remarquons  d'abord  que  si  les  coefficients  d'une  équation  algé- 
brique sont  commensurables,  en  les  réduisant  au  même  dénomina- 
teur et  multipliant  tous  les  coefficients  par  ce  dénominateur,  on 
ramène  l'équation  à  une  équation  à  coefficients  entiers.  Il  s'agit 
donc  de  prouver  que  Ton  ne  peut  avoir  : 

Ae  +  B.-  +  G  =  0 
e  ' 

A,  B,  G  désignant  des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs.  On 
aurait  en  effet  : 

B(1-i+È+ +<-,^-<-1>4,t)  +  c=° 


Multipliant  tous  les  termes  par  n  I  et  simplifiant,  on  aurait  : 
E^Ae-(-l)*Be' 

n 

E  désignant  un  entier. 

Or  on  peut  supposer  n  choisi  de  telle  façon  que  À  et  —  ( —  l)nB 
soient  de  mêmes  signes.  En  supposant  n  suffisamment  grand,  le 
second  membre  de  cette  égalité  est  une  fraction  proprement  dite. 
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différente  de  zéro,  tandis  que  le  premier  membre  est  un  entier  ou 
zéro;  l'égalité  est  donc  impossible. 

Il  résulte  de  là  que  si  Ton  développe  e  en  fraction  continue, 
on  n'obtiendra  pas  une  fraction  périodique. 

Remarque.  —  On  démontre  que  e  ne  peut  être  racine  d'aucune 
équation  algébrique  à  coefficients  entiers. 

360.  Théorème.  —  Lorsque  la  base  est  plus  grande  que  1,  le 
rapport  d'un  nombre  à  son  logarithme  augmente  indéfiniment  quand 
le  nombre  augmente  indéfiniment. 

En  effet,  soit 


Si  l'on  pose 


on  a 


Or,  on  a  : 


par  suite» 


ioga* 


ar  =  az, 


y  =  —  • 
9         Z 


«l>u 


z  ^1.2' 


en  supposant  z  positif.  Si  x  augmente  indéfiniment,  il  en  est  do 

X 

même  de  z,  par  suite  - augmente  indéfiniment  en  même  temps 

que  x, 
Corollaire  I.  —  Plus  généralement,  soit  : 


log«x 


m  étant  positif.  On  peut  écrire  : 

,v  log„a?w' 

donc,  y  augmente  indéfiniment  en  même  temps  que  x. 
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Corollaire  IL  —  Quand  x  tend  vers  zéro  #"■  log,t  xt  a  pour  limite 
zéro,  m  étant  supposé  positif  et  a  >  1. 

Posons,  en  effet,  x  =  -  ;  on  a  : 

*"log.*=^.loga-=--2j^ 

Si  x  tend  vers  zéro,  z  augmente  indéfiniment,  donc  l'expression 
considérée  a  pour  limite  zéro. 

361.  Problème.  —  Trouver  la  limite  de  x    quand  x  tend  vers  zéro. 

On  a  xx  =  ex   x;  d'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  xhx  a  pour 

x 
limite  zéro,  donc  x   a  pour  limite  1,  quand  x  tend  vers  zéro. 

362.  Résolution     d'équations    exponentielles.    —    Soit 
d'abord  l'équatioYi  : 

x      , 
a    =à, 

a  et  b  étant  deux  nombres  positifs.  On  trouve,  en  prenant  les 
logarithmes  des  deux  membres  : 

x  =  loS  b 
loga 

les  logarithmes  étant  calculés  dans  une  base  quelconque. 
Soit  encore  l'équation  : 

b' 
a    z=  c. 

On  a  :  bx  =  r-?—  ;  on  est  donc  ramené  au  cas  précédent.  On  peut, 
loga 

de  la  même  façon,  résoudre  une  équation  de  la  forme  : 


On 


at 
a  =  b. 

a,  alv  aa, an,  b  désignant  des  nombres  positifs. 

Si  Ton  a  à  résoudre  une  équation  de  la  forme  : 

».  mKinnouw&&i.  —  algèux. 


24 
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on  posera  d'abofd  a*  =  y,  et  on  résoudra  l'équation 

à  chaque  racine  positive  y  correspondra  une  valeur  de  x,  racine  de 
l'équation  a*  =  y'. 
Exemple  : 

3 
5* 


■"  =  *  +  =*■ 


Multipliant  les  deux  membres  par  5*+*,  on  obtient  : 
5»*_10.5*  —  3.58  =  0. 

Cette  équation  est  du  second  degré  par  rapport  à  5*  ;  elle  a  une 
racine  positive  qui  convient  seule;  donc  : 


5*  =  5  +  >/5*  +  3  .  58  =  25  =  5», 

d'où  :  x  =  2. 

Remarque.  —  Soit  a  un  nombre  plus  grand  que  1;  nous  avons 
vu  que  l'inégalité  (1  +  «)m  >  A  est  vérifiée  dès  que  Ton  prend  m 

supérieur  àE  ( }. 

On  peut  trouver  maintenant  la  plus  petite  valeur  de  m  satisfai- 
sant à  la  condition  donnée;  en  d'autres  termes,  nous  pouvons 
résoudre  l'inégalité  (1  +  «)w  >  A;  en  effet,  cette  inégalité  est  équi- 
valente àcelle-ci  : 

inL(l+«)>   LA 

ou 

LA 


m> 


L(4  +  «)' 


EXPONENTIELLE   IMAGINAIRE 


363.  Soit  z  un  nombre  imaginaire;  la  série 


s       z*  z* 


est  convergente  ;  de  plus  la  série  formée  par  les  modules  est  convergente;  déslgnow 
cette  série  par  ?  (z).  On  a  vu  (304),  que  : 

,lm  (l+ -$*=*<*) 

quand  m  augmente  indéfiniment  par  valeurs  entières  et  positives* 
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Soit  *'  un  autre  nombre  réel  ou  imaginaire  : 

z'      s'2  z*n 

*<*  =  1+T  +  Ï3  + +  ÏT3Ï  + 


et 


«.♦o-.+Hi+fcjïU +îfe^+ 


La  série  des  modules  était  convergente,  on  peut  écrire  les  termes  dans  l'ordre 
que  Von  veut,  d'après  cela  nous  pouvons  ordonner  ?  (z  +  z')  suivant  les  puissances 

croissantes  de  *.  Le  coefficient  de  x"  sera,  comme  on  le  reconnaît  très  facilement, 
1         T         z'      *'*  z-p  1 

rrbul*  +  ï+o  + +  o— ?  + J 


on 

1 


1.2, 
on  a  donc 


:tW; 


T  (z  +  *)  =  ?(*)  [i  +ï  +  râ  +  +  1.2*1,  w+ ] 


<p  (z  +  x')  =  9  (i) .  ?  (*')  (1) 

Lorsque  z  est  réel,  9  (z)  =  e*.  Nous  conviendrons  de  représenter  encore  ?  (z)  par 
e*  quand  z  est  imaginaire  et  l'identité  précédente  deviendra 

«*+'W  .  e%'.  (2) 

En  particulier  si  Ton  pose  x  =  *  -f  yf ,  on  a  : 

On  a  d'ailleurs,  d'après  la  définition  de  la  fonction  e*, 

c'est-à-dire  : 


1.2^1.2.3.4      ^l^y      1.2.3  +1. 2.3.4. 5        '") 


(3) 


Nous  allons  chercher  une  autre  expression  de  J^m 
Si  l'on  pose 


x  v 

1  +  --  =  r  cos  a,  -*-  =  r  sin  « 
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Ona: 

Il  +■ —  I    =  r    (cos  wa  +  i  8in  m  • 

\         m/        m  m  \  m 

e  par  suite  quand  m  augmente  indéfiniment  : 

lira  rm=e*. 
Ce  résultat  est  évident  à  priori  ;  car  l'identité  (2)  donne  : 

d'où  il  résulte  que  le  module  de  e*  est  égal  à  1.  Par  suite  e*  +vi  =  e*  .  esrf  a  pour 
module  «*• 
D'autre  part  : 


i  tg*= 


m 


Si  m  augmente  indéfiniment  on  a  lim  tg  *  =  —  ,  lim  sin     =0,  limcos  et  -=  1  ; 

m 

donc  on  peut  supposer  m  suffisamment  grand  pour  que  a  soit  un  arc  aussi  petit 

qu'on  veut,  en  valeur  absolue. 

On  a  dès  lors 


sin  «  <  *  <  tg  « 

doù 

m  sin  a  <  m  a  gt  tu  >  a 

c  est-à-dire 

x/C 

Si  m  augmente  indéfiniment  on  a  donc  lim  m*  =  y. 
Par  conséquent 

e*Xv'=  e*  (cos  y  +  i  sin  y)  (4 

Donc 

ev'  =  cos  y  -f  i  sin  y 


Digitized  by 


Google 


FONCTION  EXPONENTIELLE.  —  LOGARITHMES  373 

En  comparant  cette  formule  à  la  formule  (3)  on  trouve 


cos 


y  =  1  —  —  +  —  4-  ...4-  (— 1) \-  , 


y*      vs  n   y2Mi    . 


3  !    '    5  !     '   '     •    N      '    («w+  i)  I 

En  changeant  i  en  —  i  on  aura  : 

*-**  =  cos  y  —  i  sin  y  (6) 

Des  formules  (5)  et  (6)  on  tire  : 

é»{+e-1ji'                      eyi       e  vi 
cos  y  = sm  y  =- ~ 

«,*»'  _  e-yi 
et  par  suite  isr  y  = 


364.  Logarithmes  des  nombres  quelconques.  —  Soit  un  nombre  réel  ou 
imaginaire,  f=#-f*yir=p  (cos  «  + 1  sin  <•>),  on  peut  déterminer  un  nombre  positif  r 
et  un  angle  s,  tels  que  Ton  ait 

/+mi  =  x  -fyi. 
Eh  effet,  on  a 

«^V  =  er.  (cos  ?  -f  i  sin  cp) 

il  suffit  donc  de  poser 

r=L.  petç=o  ir. 

D'après  cela,  on  dit  que  le  nombre  x  -f  yi  a  une  infinité  de  logarithmes 
népériens,  et  l'on  pose 

L(*  +  y/)  =  %'L.rt  +  («  +  2Air)i 

p  et  »  désignant  le  module  et  l'argument  de  x  -f  yi,  et  (Lp)  désignant  le 
logarithme  du  module,  c'est-à-dire  le  nombre  réel  tel  que  fl*)  —  p. 

365.  Complément  de  la  règle  de  convergence  de 
Dalembert.  —  Considérons  une  série  à  termes  positifs  dans 

laquelle  le  rapport  -^  a  pour  limite  1  quand  n  augmente  indéfi- 

nimeni.  Si,  à  partir  d'une  valeur  déterminée  de  n,  ce  rapport  est 
plus  petit  que  1,  on  peut  poser  : 


«n  1   +   « 

s  étant  un  nombre  positif  variable  qui  a  pour  limite  zéro  quand  n 
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augmente  indéfiniment.  Nous  avons  vu  que  dans  cette  hypothèse 
on  ne  sait  pas  si  la  série  est  convergente  ou  divergente.  La  règle 
suivante,  trouvée  par  Duhamel  et  Raabe,  permet,  dans  certains  cas 
de  lever  cette  incertitude. 

Théorème.  —  Si,  à  partir  if  une  valeur  déterminée  de  n,on  a  : 
n  a  >  k  >  1  la  série  est  convergente;  elle  est  divergente  si  Con  a  : 
w«<  1. 

En  effet  de  l'inégalité  n«  >  A,  on  tire  : 


t+.  i+* 

n 
Si  Ton  considère  la  série  ayant  pour  terme  général  vn=  - 


on  a: 


*"+*  —       n*      —         1 

Je  dis  que  Ton  peut  trouver  un  nombre  p  >  1,  et  un  entier  n  tel 
que  pour  n>n'on  ait  : 


<    * 


iy  (i) 


ou 


ou  encore 


•    ('+y<('+^"       » 

Lorsque  n  augmente  indéfiniment,  le  premier  membre  a 
pour  limite  e*,  et  le  second  a  pour  limite  ek;  soit  p  un  nombre 
quelconque  compris  entre  k  et  1.  On  aura  : 
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Or,  il  existe  un  entier  ri  tel  que  n  étant  plus  grand  que  n',  on  ait 
en  même  temps  : 


K)~- 


(•+-:)"- 


g» -g* 
<       2 

e*  — ê^ 

<— S—  • 


Dans  ces  conditions,  l'inégalité  (2)  sera  vérifiée.  Donc,  à  partir 
du  terme  de  rang  n,  chaque  terme  de  la  série  proposée  sera  moindre 
que  le  terme  correspondant  d'une  série  convergente;  cette  série 
est  donc  elle-même  convergente. 

Un  raisonnement  connu  (283)  montre  que  la  série  est  conver- 
gente si  n«  a  une  limite  plus  grande  que  1. 

Supposons  maintenant  que  l'inégalité  ««<  1  soit  vérifiée  à  partir 
d'un  certain  rang;  on  aura  : 

■<; 

i       i 
> 


1+a   i  +  i 

n 

Donc,  le  rapport  d'un  terme  au  précédent,  dans  la  série 
proposée,  sera  plus  grand  que  le  rapport  correspondant  relatif 
à  la  série  harmonique.  La  série  proposée  est  donc  divergente. 

Il  reste  encore  un  cas  douteux;  c'est  celui  dans  lequel  n«  a  pour 
limite  1. 

Dans  cette  hypothèse  posons  : 

»«  =  *  +  J  (3) 

Si    pour  n>n,  on    a  :  j3<p,  p    étant   un   nombre    positif 
déterminé,  la  série  est  divergente. 
En  effet,  l'égalité  (3)  donne  : 

1  i 


1  +  *      1+1-4-A 

4 

Considérons   la  série    dont  le    terme    général    est  ,   et 

n — p 
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supposons  qu'on  ne  donne  à  n  que  des  valeurs  plus  grandes  que  p. 
Dans  cette  série  divergente,  considérons  le  rapport  d'un  terme  au 
précédent;  on  a: 

n  —  P     =  __J <  * 

n  +  1-^    1  +  -L   "i+i  +  f 

1    n— p  n      n* 

Or,  l'hypothèse  j3  <p  donne  : 

! > ! ■>   —' 

«+:  +  £    «+ï+5    "+,_'' 

n       n  n       n 

donc,  la  série  proposée  est  divergente.  On  peut  dire  aussi  que  la 
série  est  divergente  quand  (9  a  une  limite  finie  et  déterminée. 
Application.  —  Supposons  : 

Mn+i  _  ni  +  an*-*  + 

un   ~~  n^  +  An^-!  + 

On  trouve  : 

-  A~fl   ,        Hn*-8+ 

"  ~       n      +n*  +  an*-*  +  

par  suite,  Uni  n  «  =  A  —  a.  On  voit  déjà  qui  si  A  —  a  est  négatif, 
a  sera  négatif  à  partir  d'un  certain  rang,  et  par  suite  — —  sera  plus 

grand  que  1,  donc  la  série  sera  divergente. 

Si  l'on  suppose  A  —  a  =  1 ,  on  a  lim  p  =  H. 

Il  résulte  de  là  que  la  série  proposée  est  convergente  si  Ton  a 
A  —  a>  1,  et  divergente  si  Ton  a  A  —  a  <  1.  Cette  règle  est  due 
à  Gauss. 

Considérons,  par  exemple,  la  série  dont  le  terme  général  est  : 

1 

/"(n) étant  un  polynôme  entier,  soit  :  f(n)  =  ^-j-fl^"1  +  .;,.. 
On  a: 

'     ^±i  =  .   M     =       n>  +  ar?-l  + 

un       f(n  +  \)       ^+(a  +  rtn^  + 

Ici  A—  a  =  f* ;  donc,  si  f*  =  1,  la  série  est  divergente,  ce  qui  est 
bien  é\ident;  et  si  f*  >  1  elle  est  convergente. 
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366.  Problème.  —  Trouver  une  fonction  continue  f  {x)  satisfaisant  à 
'  Véquation  ' 

A*) -Ay)  =  />  + y)  W 

pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  x  et  de  y. 

Nous  savons  que  la  fonction  a*  vérifie  l'identité  (1);  nous  allons 

prouver  qu'il  n'y  a  pas  d  autre  fonction  jouissant  de  la  même 

.  propriété. 

x 
Remarquons  d'abord  que  si  x  =  y  =  -^ ,  l'identité  (1)  devient  : 


rw=Kt)]'. 


ce  qui  montre  que  la  fonction  f(x)  ne  peut  prendre  que  des  valeurs 
positives. 
En  second  lieu,  on  a  : 

A*i)x/,(»t)  =  /,(*!  +  *J 

f{*i  +  *,)  X  f(xz)  =  f(x%  +x,  +  xs) 


f(xx  +  x%  +  ...  +  *n_,)  X  f{xn)  =  f{xi  +  x%  +  .  .  +  *«), 
d'où,  en  multipliant  membre  à  membre  et  simplifiant  : 

f(xt) .  f(x,) /  (*„)  =  f{xx  -f  x%  +  ...  +  xn 

et,  par  suite,  en  supposant 

Xt  ^  X%  ^  ...  =  Xn) 

on  a  : 

[/(*)]■  =  f(nx)  (2) 

Je  dis  que  l'identité  (2)  est  vraie  pour  toutes  les  valeurs  de  n. 
Soit  d'abord  n  =- ,  p  et  q  étant  positifs  :  on  a  successivement  : 


['{j)]=npx)=vwy' 


et  par  suite,  la  fonction  étant  positive  : 


>®-r/wi' 
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Supposons  n  incommensurable  et  soit  X  un  nombre  commensu- 
rablc  ayant  pour  limite  n;  on  a  : 

Les  limites  des  deux  membres  sont  égales;  donc,  puisque  la 
fonction  f{x)  est  continue  : 

[f(x)Y=f{nx). 

Ainsi  la  formule  (1)  est  établie  par  loutes  les  valeurs  positives 
de  n. 
En  faisant  y  =  o,  l'identité  (1)  devient  : 


donc  : 
On  a  ensuite 

m  =  i. 

donc 

/(*)x /■(-*)  =  a»)  =  »; 

/(-*)=7R 

Soit  n  =  —  ri, 

,  on  aura  : 

A- 

1               1 

nx\  —               —                 —  T  /YrYl-  «*• 

Baf,-A»'*)~[A(«)]"'~lAr  ' 

donc  l'identité  (2)  est  vraie  pour  toutes  les  valeurs  de  n.  On  a  donc 
aussi  : 

[f(n)]   =f[nx) 
et  si  Ton  fait  n  =  1  : 

a*)  =  rAi)j*. 

Mais  f  (1)  est  une  constante  positive;  si  Ton  pose  : 

AD  =  a, 
on  aura  donc  : 

f{x)=a* 

et  la  proposition  est  établie. 

On  verra  de  même  que  la  fonction  logo?  est  la  seule  qui  vérifie 
l'équation 

f(xU)  =  nx)  +  f(y)  (3) 
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En  effet,  on  déduira  de  cette  identité 

nf(x)  =  f(x»)  (4) 

et  Ton  verra,  comme  plus  haut,  que  cette  identité  subsiste  pour 
toutes  les  valeurs  de  n. 

Supposons  que  x  ne  puisse  prendre  que  des  valeurs  positives  et 
posons 

x  =  a*, 

a  étant  positif.  L'équation  (4)  deviendra 

n  et  z  étant  quelconques  :  on  a  aussi  : 

zf(a»)=f[a**)\ 


donc 
c'est-à-dire 

d'où 


nf(a*)  =  zf{a»), 

b  étant  une  constante.  Mais  on  peut,  en  changeant  la  oase,  écrire 
simplement 

f{x)  =  logar. 

Remarque.  —  On  démontrera  d'une  façon  analogue  que  la 
fonction  la  plus  générale  satisfaisant  à  Féquation 

f(x  +  y)=f(x)  +  f(y) 

est  la  fonction  Ax,  A  étant  une  constante. 

Ce  qui  revient  à  cette  proposition  :  pour  que  deux  quantités 
variables  z  et  x  soient  proportionnelles,  il  faut  et  il  suffit  qu'à  une 
valeur  de  x  corresponde  une    seule  valeur  de  x,  et  2°  que  si 
z  =  z  quand  x  =  af  et  z  =  z"  quand  x  =  #",  on  ait  :  z  =  s'+  s* 
quand  x  =  a'-f-  x". 
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EXERCICES 
I.  Trouver  la  limite  de 


quand  l'entier  n  augmente  indéfiniment. 


(Laibant.) 


Hép:   * 


«4-1 

2.  Chercher  les  séries  telles  que  si  l'on  pose  — —  = .         on  ait:»*  =  k,k étant 

um       l  +  « 

une  constante.  Montrer  que  l'on  peut  trouver  la  somme  des  p  premiers  terme*  de 
ces  séries.  Retrouver  la  règle  de  convergence  connue,  ainsi  qu'une  limite  du  reste. 

(G.  Darboux.) 

3.  Ktudier  la  série  dont  le  terme  général  est 

«.  =  («-10   (»~Œ (2--!@ 

(E.  Cahek.) 


4.  Si  Ton  pose 


1  2  ri 

ym=Tx+iiTt  + +;?*'  +  •— 

montrer  que  y    =p   eT 

PM  étant  un  polynôme  entier  en  x. 
x 

5.  Développer  e     suivant  les  puissances  croissantes  de  x 

6.  Résoudre  le  système  : 

(y  +if  =  1000 

(2M-i)x 

7.  Résoudre 

s 
**+*  =  **■ 

2 

8.  Montrer  que  log  x  ne  peut  être  une  fonction  rationnelle  de  x 

9.  Si  Ton  suppose  x  >  0  on  a  :    L  (1  -f  ar)<  «. 

10.  Examiner  ce  que  devient   la  formule  des   intérêts   composés   quand    on 

1  r 

capitalise  par  fraction  -  d'année  au  taux  -   par  franc ,  lorsque    Ton    suppose 


Digitized  by 


Google 


FONCTION  EXPONENTIELLE.  -  LOGARITHMES  381 

que  n  augmente  indéfiniment.  Montrer  que  la  valeur  A  acquise  par  le  capital  C  au 
bout  de  /  années  est  donnée  par  la  formule 

11.  Démontrer  que  le  produit 

(i  +  a,)(i+û,) (l  +  fln).... 

est  convergent  ou  divergent  en  même  temps  que  la  série 

ai  +  aa  + +«„+.«. 

an  étant  supposé  positif,  en  partant  de  l'inégalité  : 
•1  +  x  <  e*       {x  >  0) 

12.  Soient 

ai>a% an 

des  nombres  ayant  pour  modules 

a    a at  ..... 

(i  +  o,)  (!  +  «,) (1 +*.).... 

est  convergent,  il  en  est  de  même  du  produit 

(i  +  a,)(l  +  ûi) (!+««)••■• 


(Gauchy.) 


13.  Prouver  que  si  x  est  inférieur  à  1,  on  a  : 

£->•- 

14.  Montrer  qu'on  a,  pour  toute  valeur  positive  de  x  : 

__1  x  x(x—  1) 


2  X  +  i  (4T  +  1)    (*  +  2) 

=•— >H)  (-!)• 


(BOURCOET,  CH.  DRISSE.) 

15.  La  série  dont  le  terme  général  est 

1 
nLnÇLLnf 

est  convergente  si  Ton  a  (*  >  1,  divergente  si  f*  <  1. 

16.  En  général  si 

! 


Un  —  nLnL*n L;~Vi  (L*n)* 

la  série  est  convergente  si  (*  >  1,  divergente  si  p.<  1.  (L'n  désignant  L.(L»),  LÈn 
désignant  L  (L*n)t  etc.) 
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17.  Une  série  positive  est  convergente  si  à  partir  d'un  certain  rang  on  a  : 


et  divergente  si  Ton  a 


!.»>*>'• 


jt_ 

Ln<1- 


L*» 
Lorsque  lim  -= — *=!  il  y  a  doute. 

18.  Une  série  positive  est  convergente  si,  à  partir  d'un  certain  rang,  on  a 

i 

divergente  si 

1 

10.  Trouver  la  limite  de  cos    —  quand  m  augmente  indéfiniment 
tn 

x 
20.  Trouver  la  limite  de  cos*"—  quand  m  augmente  indéfiniment  par  valeur? 


positives. 

21.  Tro 

22.  Résoudre  l'inégalité 


L.ia;  px 
21.  Trouver  la  limite  de  .   —       quand  x  tend  vers  léro. 


La.au<l     (a>l). 
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Pages. 

Lignes. 

au  lien  de  : 

ft/v  : 

24 

18 

£*•+',  a*+'.  y*+l 

e*j»+i.  a2**1,  y**+l 

V 

20 

id. 

kl. 

» 

7 

(en  remontant) 

.r»=  8 

.^=  —  8. 

33 

-J 

(en  remontant) 

(3) 

(2) 

44 

15 

gmnd 

petit 

48 

11 

(en  remontant) 

"»»  T 

m 

52 

19 

a,  xn*~l 

*,  .^-, 

V 

» 

am  =  * 

«m-t  * 

61 

4 

(en  remontant) 

BxC 

BXt' 

96 

19 

première 

nicnie 

102 

10 

(en  remontant) 

m  objets  p-1  À 

p-1 

m  —  1  objets  p  à  p 

114 

11 

T, 

Vm 

289 

dernière  ligne 

s-s=ls 

8-S=:|  8 

836 

9 

|  sin  (n  -f  h)  — 

sin  x  | 

|  sin  (a?  -M)  —  sin  r  | 

343 

3 

(en  remontant) 

fraction 

fonction. 
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LIVRE  III 


CHAPITRE    PREMIER 
INFINIMENT    PETITS 

367.  On  dit  qu'un  nombre  variable  x  est  infiniment  petit  quand  il 
a  pour  limite  zéro.  Il  importe  de  ne  jamais  oublier  qu'en  mathéma- 
tiques un  nombre  déterminé,  quelque  petit  qu'il  soit,  n'est  jamais 
infiniment  petit.  Cette  définition  ne  s'applique  qu'à  un  nombre 
variable. 

On  dit  qu'un  nombre  imaginaire  variable  est  intiniment  petit, 
quand  son  module  est  infiniment  petit. 

Lorsqu'on  a  à  considérer  des  fonctions  de  x  ayant  pour  limite 
zéro  quand  x  tend  vers  zéro,  on  nomme  x  ('infiniment  petit 
principal  et  on  le  regarde  comme  étant  du  premier  ordre. 

Soient  x  et  y  deux  infiniment  petits.  Si,  lorsque  x  et  y  tendent 

vers  zéro,  le  rapport  —  a  une  limite  A  finie  et  différente  de  zéro, 
x? 

p  étant  un  nombre  positif  déterminé,  on  dit  que  y  est  par  rapport 

à  x,  un  infiniment  petit  d'ordre  p. 

Dans  ce  cas  on  a  : 

y   =  X"(A   +   «), 

a  étant  infiniment  petit  en  même  temps  que  x. 

D'après  cela,  la  formule  générale  des  infiniment  petits  d'ordre 
est 

y=x>{\  +  *), 

«  étant  un  infiniment  petit  quelconque.  On  appelle  partie  principale     * 
de  y,  le  produit  À^. 

11.     O.     MMVKNGUJWSM.     AUiLBItE.  1 
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Plus  généralement,  y  étant  un  infiniment  petit  :  si  le  rapport  ~ 
est  infiniment  petit,  on  dit  que  y  est  infiniment  petit  d'ordre  supé- 
rieur à  p;  si  au  contraire  —  augmente  indéfiniment  quand  x  tend 

vers  zéro,  on  dit  que  y  est  infiniment  petit  d'ordre  inférieur  à  p. 

Il  est  clair  que  si  y  est  infiniment  petit  d'ordre  p,  ky  est 
infiniment  petit  de  même  ordre,  k  étant  une  constante. 

L'ordre  infinitésimal  de  y  peut  ne  pas  être  déterminé. 

Par  exemple,  soit 


y  =  (2  +  sin- +tgx^a*. 
Le  quotient 


Jl  —  2+  sin  -  +  tgx 
jr  x 

reste  fini  quand  x  tend  vers  zéro,  car  2  -j-  tg#  a  pour  limite  2,  et 

1  1 

sin  -  reste  compris  entre  —  1  et  +  1  ;  mais  sin  -  n'a  pas  de  limite 
x  x 

déterminée  quand  x  tend  vers  zéro,  il  n'est  donc  pas  possible  de 

poser 

p  étant  un  nombre  positif  déterminé,  a  étant  infiniment  petit  et  A  un 
nombre  déterminé  ;  cependant  si  Ton  prend  p  =  3  -f-  A,  on  a 

2  -4-  sin  -  -4-  tg  x 
y    __  x 


1 

X* 

Si  au  contraire  on  prend  p  =  3  —  A,  on  a  : 


donc  -jj-£  augmente  indéfiniment  quand  x  tend  vers  zéro. 


J 

x2 


^  =  (2  +  sini  +  tg*)** 


y 
par  suite  -■■—  tend  vers  zéro  en  même  temps  que  x.  Ainsi  l'ordre 

infinitésimal  de  y  est  plus  grand  que  3  —  A  et  plus  petit  que  3  +  h* 
quel  que  soit  A.  On  peut  bien  convenir  encore  de  dire  que  y  est 
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infiniment  petit  du  troisième  ordre,  mais  dans  ce  cas  il  ne  peut  être 
question  de  partie  principale. 

368.  Théorème.  —  La  somme  algébrique  dun  nombre  déterminé 
d*  infiniment  petits  d'ordre  p  est  un  infiniment  petit  d'ordre  p  au  moins. 

Soient  en  effet 

(A +«)*",    (B  +  p)*,     (L +  *)*>, 

un  nombre  déterminé  d'infiniment  petits  d'ordre  p  :  A,  B, L 

étant  des  constantes  différentes  de  zéro  et  a,  |3, I  des  infiniment 

petits,  enfin  x  étant  l'infiniment  petit  principal.  La  somme  algébrique 
de  ces  infiniment  petits  est  égale  à 

[À  +  B  + +  L  +  («  +  p  + +  *)]  x*. 

Or  chacun  des  nombres  a,  p, \  ayant  pour  limite  zéro,  il  en 

est  de  même  de  a  -\- P  + *  ;  donc  l'expression  précédente  est 

un  infiniment  petit  d'ordre  p  tant  que  la  somme  A  +  B  + -\-h 

est  différente  de   zéro;   si    A  +  B  + +  L  =  0»   e^e  cst    un 

infiniment  petit  d'ordre  supérieur  à/>. 

En  particulier,  soient  deux  infiniment  petits  d'ordre  p, 

{k  +  *)xP    et    (B  +  p)xP, 

la  différence  (A  —  B  +  «  —  (3)  x?  est  un  infiniment  petit  d'ordre  p, 
tant  que  la  différence  A  —  B  n'est  pas  nulle. 
Par  exemple,  soit 

y  =  (À +  «)**; 

la  différence  y  —  x*  est  d'ordre  p  pourvu  que  A  soit  différent  de  1  ; 
inversement,  si  y  —  xp  est  un  infiniment  petit  d'ordre  p,  soit 

y  _  xp  =  (B  +  flr *f , 

y  sera  un  infiniment  petit  d'ordre  p  pourvu  que  B  ne  soit  pas  égal 

à  —  1,  car  y  =  (B  +  1  +  p)  xp. 

Ainsi,  par  exemple,  sin  x  et  x  sont  des  infiniment  petits  du  même 

sin  x 

ordre,  mais a  pour  limite  1  ;  et  l'on  sait  que  x  —  sin  x  est  un 

x 

infiniment  petit  du  troisième  ordre. 

On  verrait  d'une  manière  analogue  que  la  somme  algébrique 

d'un  nombre  déterminé  d'infiniment  petits  de  différents  ordres 

p,  </, r  est  en  général  un  infiniment  petit  d'un  ordre  égal  au 

plus  petit  des  nombres  p,  q, r. 
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369.  Théorème.  —  Le  produit  d'un  nombre  déterminé  d'infiniment 
petits  est  un  infiniment  petit  dont  l'ordre  est  égal  à  la  somme  des  ordres 
des  facteurs. 

Il  suffit  évidemment  d'établir  la  proposition  pour  deux  facteurs. 
Or  on  a 

(A  +  u)xpx  (B  +  p)  x'=  (AB  -f  Ba  +  AjS  +  «jSJiM-*. 
Mais  a  et/5  sont  des  infiniment  petits,  donc 

B«+Aj3  +  «j3 

est  aussi  un  infiniment  petit,  et  par  conséquent  l'ordre  du  produit 
est  égal  à  pq. 

370.  Théorème.  —  Le  quotient  d'un  infiniment  petit  d'ordre  ppeu* 
un  infiniment  petit  (tordre  q  est  un  infiniment  petit  d'ordre  p — q,  si 
Von  a 

P>9'> 

ce  quotient  a  une  limite  finie  sip  —  q,  et  enfin  il  est  infiniment  grand, 
si  p  <  q. 
En  effet 

„   ;      a  pour  limite  -  ;  donc,  etc. 
B  +  p     *  B 

371.  Corollaire.  —  Le  rapport  de  deux  infiniment  petits  de  même 
ordre  a  pour  limite  le  rapport  de  leurs  parties  principales. 

372.  Définition.  —  On  dit  que  deux  infiniment  petits  de  même 
ordre  sont  équivalents  quand  leur  rapport  a  pour  limite  1. 

Théorème.  —  Quand  deux  infiniment  petits  sont  équivalents, 
leur  différence  est  infiniment  petite  par  rapport  à  chacun  deux,  et 
récipi  'oquement. 

En  effet,  soient  *  et  |3  deux  infiniment  petits  équivalents  :  par 

B 
hypothèse  —  =  L -f-y,  y  étant  un  infiniment  petit;  donc  :  p  =  «-j-  y« 

et  par  suite  : 


ce  qui  démontre  la  proposition. 
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û „ 

Réciproquement.  —  Supposons  que soit  infiniment  petit,  et 

a 

posons  : 

on  a 

f  =  t+r. 

& 

donc  le  rapport  -  a  pour  limite  1. 

oc 

373.  Théorème.  —  La  limite  du  rapport  de  deux  Infiniment  petits 
n'est  pas  changée  quand  on  remplace  ces  infiniment  petits  par  des 
infiniment  petits  respectivement  équivalents. 

Soient  «  etp  deux  infiniment  petits  et  a',  $  deux  infiniment  petits 
respectivement  équivalents  aux  premiers.  On  a 

</  __  a       a'        |9 


donc 
c'est-à-dire 


,.       a'         ,.      a         ,.       a'         ,.       6 

hm  77  =  hm  -  x  hm  -  X  lim  £, 


hm  -  =  hrn  - . 
374.  Théorème.  —  Soient 

7i  nombres  positifs  tendant  vers  zéro  quand  n  augmente  indéfiniment, 
rt  soient  : 

Pu     P% P«> 

n  nombres  respectivement  équivalents  aux  premiers.  Si  la  somme 

«i  +«j  + +  «» 
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tend  vers  une  limite  déterminée  quand  n  augmente  indéfiniment,  la 
somme 


P.  +  P.+ +  K 


tend  vers  la  même  limite. 
Posons 

S„  =  a,  +  a,  -f~ -\-  a,,. 

T«  =  *.  +  ?,+ +  P- 

P/> 

Par  hypothèse  — a  pour  limite  1  quand  n  augmente  indéfiniment; 


a. 


7» 


on  sait  que  le  rapport 

P,+  P,+ +  ft. 

est  compris  entre  le  plus  grand  et  le  plus  petit  des  rapports 

Pi           Pi  Pn 

«  i   

a,        a^  a» 

par  conséquent  on  peut  poser 

S-  =  1   +  9- 

9„  tendant  vers  zéro  quand  n  augmente  indéfiniment. 
On  a,  par  conséquent  : 

T„  =  S»  -f-  b,i  9»i. 

Or  Su  a  par  hypothèse  une  limite  S,  le  produit  S„0W  a  par  suite 
pour  limite  zéro  et  enfin  T„  a  pour  limite  S. 
375.  Corollaire.  —  Si  Ton  pose  : 

*/> 
on  a 

T„  =  S„  +  («,  X,  +  *t\  + +  «»*■), 

par  conséquent  la  somme 
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a  pour  limite  zéro  quand  n  augmente  indéfiniment,  lorsque  l'on 

suppose  que  les  nombres  «n  «2, «n  tous  positifs  et  les  nombres 

\y  l21 \n  de  signes  quelconques  tendent   vers  zéro  et  enfin 

que  la  somme  S?l  =  a,  -f-  «s  +  ..  ..  -f-  «,»  a  une  limite  finie  quand  n 
augmente  indéfiniment. 

376.  Remarque.  —  Le  théorème  précédent  suppose  les  infini- 
ment petits  «  tous  positifs;  il  subsiste  quand  les  signes  sont  quel- 
conques pourvu  que  la  somme  des  valeurs  absolues  ait  une  limite 
finie. 

En  effet,  si  Ton  désigne  par  ap  la  valeur  absolue  de  «p,  par  bIt,  la 

valeur  absolue  de  Pp,  il  est  d'abord  évident  que  si  —  a  pour  limite  1 , 

«p 

il  en  est  de  même  de  — . 

ap 

Or  si  Ton  désigne  par  pn  la  somme  des  «  positifs  et  par  qn  la 
somme  des  a  négatifs  contenus  dans  Sn,  on  a 

S"  =  pn  —  qn  ; 

par  hypothèse  pn  +  Ç«  a  une  limite,  on  en  déduit,  en  répétant 
un  raisonnement  déjà  fait  dans  la  théorie  des  séries,  que  pn  et  q„ 
ont  des  limites  p  et  q,  de  sorte  que 

S  =  />  —  q\ 

or  si  l'on  pose  d'une  manière  analogue 

Tu  =  pn  —  qn, 

on  a,  d'après  le  théorème  précédent 

lim  pn  =  p,     lim  qn  =  q, 
donc 

lim  T„  =  S. 

tûf  T)X 

377.  Applications.  —  1°   Trouver  la  limite  du   rapport 

tgqx 

quand  x  tend  vers  zéro. 

tfif  t)  X  tfif  Q  X 

En  remarquant  que  chacune  des  fractions   e  r     et    fi  Y     a  pour 

px  qx       g 

limite  1  quand  x  tend  vers  zéro,  on  voit  que  Ton  peut  remplacer  la 
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t)  x 
fraction  donnée  par  - —  et  par  suite  la  limite  demandée  est  égale 

2°  Trouver  la  limite  de  rexpression 


jr  =  (l  +  tgj.x)M*^ 


quand  x  tend  vers  zéro  par  valeurs  positives. 
On  a: 

donc  : 

p 
lim  y  =  e*# 


EXERCICES 

1.  a?  augmentant  indéfiniment,  comparer  l'infiniment  petit 

hx 
x 

\ 
a  Tinfîniment  petit  ^— ,ce  dernier  étant  regardé  comme  étant  l'infiniment  petit 

principal. 

1 

2.  Chercher  si  le  produit  .r  sin  —  est   d'un   ordre   infinitésimal   déterminé   par 

rapport  à  x. 

3.  Chercher  Tordre  infinitésimal  de  e      **,  x  étant  l'infiniment  petit  principal. 

A.  Trouver  Tordre  infinitésimal  de  ; : — -  par  rapport  à  x. 

1  —  cos  .r  v  Vl 

5.  Trouver  l'ordre  infinitésimal  de  la  différence  tg  x —  sin  x,  j*  étant  l'infiniment 
petit  principal. 

6.  Trouver  l'ordre  infinitésimal  de  ax  —  1,  x  étant  l'infiniment  petit  principal. 

î 

7.  Trouver  l'ordre  de  (1  -f  -r.»X  —  <?•  T  étant  l'infiniment  petit  principal. 
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CHAPITRE   II 
DÉRIVÉES  ET  DIFFÉRENTIELLES 


378.  Définition  de  la  dérivée.  —  Nous  avons  vu  que  si  f{x) 

est  un  polynôme  entier  de  degré  m,  on  a  : 

r{x+h) =f[x) +hf(x) + -^ /•(*) + + 12/r  m  rm\*)  (i) 

f  (.c),  f"  (x) fi»*-*)  (#)  étant  des  polynômes  entiers  en  x  et 

f(m]  {x)  une  constante.  L'identité  précédente  donne  : 

f{x+h)    f{x)=fi{x)+x 


a  désignant  un  polynôme  entier  par  rapport  à  h  et  .z,  dont  tous  les 
termes  contiennent  h  en  facteur,  de  sorte  que  a  a  pour  limite  zéro 
quand  h  tend  vers  zéro.  Par  conséquent,  dans  ces  conditions  on  a  : 


D'une  manière  générale,  étant  donnée  une  fonction  f(x) 
continue  pour  toutes  les  valeurs  de  x  appartenant  à  un  intervalle 
déterminé  (r/,  b),  si  le  rapport: 

n*  +  h)  -  f(x) 

h 

tend  vers  une  limite  finie  bien  déterminée  quand  h  tend  vers  zéro 
suivant  une  loi  quelconque,  x  étant  compris  entre  a  et  b:  cette 
limite,  qui  dépend  en  général  de  x,  se  nomme  la  dMvfie  de  f  x) 
et  on  la  représente  par  f  (x),  de  sorte  que  : 

llm/<«  +  *]-'(*  W(«)  (2)       • 

D'une  manière  plus  précise,  dire  que  pour  une  valeur  déterminée 
de   x   la    fonction     continue    f(x)  est    pourvue    d'une    dérivée 
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représentée  par  la  notation  /*'(**•),  c'est  dire  que  l'on  peut  poser: 

a  étant  une  fonction  dex  et  de  h,  ayant  pour  limite  zéro  quand  h 

tend  vers  zéro  suivant  une  loi  quelconque. 

Si  l'on  pose  y  =  f  (x),  on  désigne  souvent  par  k  l'accroissement 

dey  correspondant  à  un  accroissement  h  de  x,  de  sorte  que  la 

k 
dérivée  est  la  limite  du  rapport  y,  quand  h  tend  vers  zéro.  Pour 

que  ce  rapport  puisse  avoir  une  limite  finie  et  bien  déterminée  il 
est  nécessaire  que  k  tende  vers  zéro  en  même  temps  que  h  ;  mais 
cette  condition  n'est  pas  suffisante,  nous  en  fournirons  un  exemple 
dans  une  note. 

379.  On  emploie  généralement  la  notation  A?/,  pour  représenter 
l'accroissement  d'une  variable  quelconque  n  ;  de  sorte  que  si  u 
prend  successivement  les  valeurs  ?/0,  ut  on  écrit  : 

A  ii  —  */,  —  m0. 

Il  convient  de  remarquer  que  An  se  nomme  l'accroissement  de  ?/, 
même  si  //,  est  plus  petit  que  w0;  dans  ce  cas  Ai/  est  négatif. 
Si  l'on  pose  h  =  Ax,  on  a  : 

Ay  =  AA*)  ^  A*  +  A  *)-/■(*) 
et  par  conséquent  : 

r  (*)  =  Km.  -*- 
àx 

quand  Ax  et  Ay  tendent  vers  zéro. 

380.  Différentielle.  —  On  nomme  différentielle  dune  fonction,  le 
produit  dp  la  dérivée  de  cette  fonction  par  f  accroissement  arbitraire 
de  la  variable  dont  elle  dépend.  La  différentielle  de  y  est  représentée 
par  la  notation  dy,  de  sorte  que  si  Ton  représente  par  y  la 
dérivée  de  y,  on  a  par  définition  : 

dy  =  y'.  &x. 

■  m  encore  : 

d./(*)r= /»(*).  A*.  (4) 
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En  vertu  de  l'équation  (3),  on  peut  écrire  : 

Af{x)  =  {f(x)  +  *)bx. 

Si  Ton  suppose  que  Ax  tende  vers  zéro,  a  a  pour  limite  zéro,  par 
suite  on  voit  que  si  f  (.r)  a  une  valeur  finie  pour  la  valeur  considérée 
de  x,  A  f(x)  est  un  infiniment  petit  du  même  ordre  que  A  x,  et  par 
suite  :  df(x)  est  la  partie  principale  de  A /*(*).  Ainsi  la  différen- 
tielle d'une  fonction  de  x  est  la  partie  principale  de  r  accroissement  de 
la  fonction  correspondant  à  un  accroissement  infiniment  petit  de  x. 

Si  f(x)  =  x,  il  est  clair  qu'on  doit  poser  f  [x)  =  1  ;  par  suite 

dx  =  A#  ; 

d'après  cela  on  écrit  : 

dy  —  y'dx 
ou 

df[x)  =  r  m  dx 

et  par  conséquent  si  y  --  fix).  on  a  : 

Il  en  résulte  que  la  dérivée  d'une  fonction  de  x  est  le  quotient  de  la 
différentielle  de  cette  fonction  par  la  différentielle  correspondante  de 
la  variable. 

On  peut  remarquer  que  dx  est  arbitraire;  rien  n'empêcherait  de 
poser  dx  =  1  ;  on  aurait  alors  dy  =  y\  mais  cela  ne  serait  d'aucune 
utilité. 

381.  Interprétation  géométrique  de  la  dérivée  de  la 
différentielle.  —  Considérons  une  courbe  dont  l'équation 
rapportée  à  deux  axes  quelconques.  Soit: 

Y  =  /-(X) 

et  considérons  un  point  M  de  cette  courbe  ayant  pour  coordonnées 

*.y(fig.lO). 

Soit  M'  un  second  point  ayant  pour  coordonnées  x  -f  A.r, 
y  +  A  y  ;  si  Ax  et  A  y  tendent  vers  zéro,  nous  dirons  que  le  point 
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variable  M'  est  infiniment  voisin  de  M.  La  sécante  MM'  a  pour 

A// 
coefficient  angulaire  —  ;  si 
Ax 

la  fonction  f  (X)  a  une  déri- 

Ay 
vée,  —  aura  pour  limite  f  (x). 

A:r 

Si  Ton  mène  par  le  point  M 
la  droite  MA  ayant  pour 
coefficient  angulaire  f'(x)  ou 

-~,  les  formules  de  la  géo- 
dx 

metrie  analytique  nous  ap- 
prennent que  l'angle  V  de  la  sécante  MM'  avec  MA  est  défini  par 
Téquation  : 


tgV  = 


/Av 
\A.r 


dx  ) 


/Ay    .    dy\  ,     A//  dit 


Ay 

$  désignant  Fangle  des  axes;  par  suite  si  Ax  tend  vers  zéro,  — — 

Ax 

ayant  pour  limite  — ,  tg  V  a  pour  limite  zéro.  On  dit  que  la  droite 

MA  est  la  limite  de  la  sécante  MM'  passant  par  le  point  M  et  le 
point  M'  infiniment  voisin  de  M,  quand  M'  vient  se  confondre 
avec  M.  La  droite  MA  s'appelle  la  tangente  en  M  à  la  courbe 
donnée.  Par  suite  si  la  fonction /*(#)  est  continue  et  admet. une 
dérivée,  la  courbe  considérée  a  une  tangente  au  point  M. 

Réciproquement,  si  la  courbe  a  une  tangente  au  point  M,  la 
fonction  f(X)  admet  une  dérivée  pour  X  =  x 

Pour  éviter  toute  difficulté  nous  supposons  que  la  tangente  en 
M  ne  soit  pas  parallèle  à  l'axe  Oy. 

Cela  étant,  menons  par  le  point  M  une  droite  MH  parallèle  k 
l'axe  des  x  et  rencontrant  Yordonnée  P'M'  au  point  H  et  soit  K  le 
point  où  la  tangente  MA  rencontre  P'M';  on  a  : 


PP'  =  Ax  =  dx         HM'  =  Ay,        HK  =  rfy, 


et: 


HK__<ty 
MH 


*:=*' 
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MK 
Le  rapport  ^prr  est  fini  et  déterminé,  en  supposant  toujours  la 

tangente  MA  non  parallèle  à  Oy;  si  l'on  regarde  Ax  comme  un 

infiniment    petit  du    premier  ordre,   MK  est  aussi  du   premier 

ordre,  et  KM'  =  Ay —  dy  est  d'ordre  supérieur  au  premier;  on 

verra  plus  loin  que  Ay  —  dy  est  au  moins  du  second  ordre  ;  d'ail- 

MM 
leurs  MM'  est  du  premier  ordre   puisque  —K — a  une  limite   finie; 

donc  si  Ton  prend  sur  la  tangente  MA  à  partir  du  point  de  contact 
une  longueur  MK,  infiniment  petite  du  premier  ordre,  et  qu'on 
joigne  K,  au  point  M'  de  la  courbe,  dont  la  distance  MM'  au  point 
de  contact  est  supposée  infiniment  petite  du  premier  ordre,  la 
distance  KM'  sera  un  infiniment  petit  du  second  ordre  au  moins. 


CALCUL  DES  DÉRIVÉES 

382.  Dérivée    de  kxmt  m  étant   un  entier.  —  Nous  allons 
chercher  la  limite  du  rapport  : 

A  {x  +  h)m  —  kxm 


quand  h  tend  vers  zéro.  En  développant  par  la  formule  du  binôme 
et  simplifiant,  on  trouve  que  ce  rapport  peut  être  mis  sous  la 
forme  : 

mAa^-'+P.A 

P  désignant  un  polynôme  entier  en  x  et  h.  Or  on  sait  que  si  h  tend 
vers  zéro,  le  polynôme  P.A  a  pour  limite  zéro,  clone  la  dérivée  de 
Axm  est  m  A#m~ l.  On  peut  donc  écrire  : 

y'  z=z  m  Xxm  ~l       et      d.  A.rm  =  m  Axm  ~ !.  dx. 

On  obtiendra  de  même  la  dérivée  de  y,  ou  la  dérivée  seconde  de  y, 
que  nous  représenterons  par  y"  ;  de  sorte  que  : 

y"  =  m(m— 1)  A*"1-1 
on  aura  de  même  : 

ym  —  m  [m  —  1)  [m  —  2)  Xxm  - 3 

y'"  désignant   la   dérivée  de  ?/",  ou  dérivée   tierce  de   y  ;  et  en 
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général  comme  on  le  vérifie  aisément,  en  désignant  par  y[>,]  la 
dérivée  d'ordre  p  de  y  : 

y<*>  =  m  (m  —  1)  {tn—p+  1)  A**-' 

enfin  : 

y<»>  =  m!A. 

On  doit  regarder  la  dérivée  d'une  constante  comme  étant  nulle.  En 

Ay       f 
effet,  si  y  est  une  constante,  on  a  Ay  =  0,  et  par  suite  -^-  =  0  quel 

Ay 
que   soit  x;   on   doit  donc  poser  lim  —  —  0.  D'après  cela,  soit 

Ax 

y  =  Aaf, 
on  a  : 

P  étant  un  nombre  positif  quelconque. 

Avant  de   calculer  la  dérivée  d'autres   fonctions,  nous  nous 
occuperons  des  fonctions  de  fondions. 


FONCTIONS  DE  FONCTIONS 

383.  —  Soit  : 

»  =  /». 

une  fonction  continue  de  la  variable  m;  si  u  est  elle-même  une 
fonction  continue  de  x,  de  sorte  que 

u  =  y  (x), 

il  est  clair  que /*(?/)  estime  fonction  continue  de#;  on  dit  alors 
que  y  est  une  fonction  de  fonction. 

Théorème.  —  Si  y  =  /"  (w)  admet  une  dérivée  par  rapport  à  «, 
soff  /'(m)  #£  *i  m  admet  une  dérivée  par  rapport  à  x,  soit  u'x;  la 
fonction  y  admet  une  dérivée  par  rapport  à  x,  qui  est  donnée  par 
V équation  : 

En  effet,  soit  Ax  l'accroissement  de  or;  on  a  à  chercher  la  limite 
du  rapport  : 

Ax 
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Au  étant  l'accroissement  de  u  correspondant  à  àx;  or, 

Au=  ?{x+  Ar)  —  f(x), 
donc  : 

/>  +  Am)  —  f(u)  _  flu  +  àu)  —  f[u)    ?  (x  +  A x)  —  y  (x) 
Aj  Am  —  Ar      "" 

Le  second  membre  a  pour  limite  : 
donc,  on  peut  écrire  : 

Remarque.  —  En  se  servant  de  la  notation  différentielle,   la 

démonstration  devient  évidente  ;«n  effet,  il  s'agit  de  calculer-—;  or, 

dx 

en  appelant  du  la  différentielle  de  u  correspondant  h  dx,  on  a 

identiquement  : 

dy dy    du 

dx      du  '  dx' 

c'est-à-dire  : 

384.  Corollaire. —  On  a,  quelle  que  soit  la  variable  indépendante  : 

d.f(u)  =  f(u).du. 
En  effet, 

385.  />/«*  généralement,  soient  : 

V  =  />i)       «i  =  A  («',)»       "i  =  /i  ("»> "»  =  A  (*). 

on  a  : 

<fy  _  dy_    rfw,     rf*/2         r/«„  , 
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c'est-à-dire, 


)|  =  m.A>2)./;>3) /■;(*). 


DÉRIVÉE  DUNE  SOMME,  D'UN  PRODUIT,  D'UN  QUOTIENT,  ETC. 

386.  Dérivée  d'une  somme-  La  dérivée  de  la  somme  algébrique 
d'un  nombre  déterminé  de  fonctions  continues  de  x  pourvues  de  dérivées, 
est  égale  à  la  somme  algébrique  des  dérivées  de  ces  fonctions. 

Soit,  par  exemple  : 

y  =  u  —  v  -f  w. 

En  désignant  par  A^,  Aw,  Au,  Aw  les  accroissements  de  #,  m,  r,  ic9 
correspondants  à  A<r,  on  a  immédiatement  : 

Ai/        Au        A  o        Aiv 
Ax        Ax      -Ax        Ax 

Au    Au    Aiv 
Par  hypothèse  — , -1,  —  ont  pour  limites  u,  v,  w  quand  Ax 
Ax   Ax   Ax 

tend  vers  zéro;  donc,  le  second  membre  a  pour  limite  : 

u  —  v  -f-  w, 
par  suite,  la  somme  u  —  v  +  w  a  une  dérivée  égale  à 

u'  —  v  -|-  w/. 
On  peut  donc  poser  : 

y'  z=u  —  o'  +  «r', 
d'où  l'on  tire  : 

d  (a  —  y  4~  /r)  =  du  —  dv  -J-  rfw. 

Remarque.  —  Si 

?/  ±  y  =  a, 

a  6J/crîi/  i//ie  constante,  on  a  : 

u  ±  v'  =  0. 


En  effet, 
donc  : 


A»  ±  Au  =  0, 


Au        Av 

—  ±  —  =  0 

Ax        Av 


Digitized  by 


Google 


DÉRIVÉES  ET  DIFFÉRENTIELLES  17 

et,  par  conséquent,  à  la  limite, 

u±v=0. 

387.  Dérivée  d'un  produit.  —  Soient  w,  v  deux  fonctions 
continues  de  x,  admettant  des  dérivées  u,  v.  11  s'agit  de  trouver  la 
dérivée  de  uv,  c'est-à-dire  la  limite  du  rapport: 

(m  -|-  Au)  {v  +  Av)  —  uv 
Ax 

ou,  en  simplifiant  : 

A  v  Au       Am 

u  —  +  v 1 •  Av 

Ax  Ax       Ax 

Au 
En  remarquant  que  le  produit Av  a  pour  limite  zéro,  puisque 

Ax 

le  premier  facteur  a  pour  limite  u  et  que  le  second  a  pour  limite 
zéro,  on  voit  que  : 

[uv)'  =  uv'  -[-  vu '• 

ou  encore  : 

d .  uv  ~  u  .  dv  -\-v  .  du. 

Il  s'agit  d'étendre  cette  règle  à  un  nombre  quelconque  de 
facteurs.  Pour  cela,  nous  mettrons  d'abord  le  résultat  que  nous 
venons  d'obtenir  sous  une  autre  forme. 

Définition.  —  On  nomme  dérivée  logarithmique  d'une  fonction  y 

ayant  une  dérivée  y\  le  quotient  — . 
Cela  étant,  en  posant  y  =  uv,  on  a  trouvé  : 
y  =  uv'  +  vu\ 
d'où  Ton  conclut  : 

£  =z  - '  +  - 
y        u       v 

et,  par  conséquent  : 

La  dérivée  logarithmique  d'un  produit  de  deux  facteurs  est  égale  à 
la  somme  des  dérivées  logarithmiques  de  ces  fadeurs. 

II.  0.  KlEWEXGLOWftKl.   AUGURE.  2 
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C'est  cette  règle  que  nous  allons  généraliser. 

388.  Théorème.  —  La  dérivée  logarithmique  du  produit  d'un 
nombre  quelconque,  mais  déterminé,  de  fonctions  pourvues  de  dérivées 
est  égale  à  la  somme  des  dérivées  logarithmiques  de  ces  fonctions. 

Le  théorème  étant  .vrai  pour  deux  fonctions,  il  suffit  de  prouver 
que  s'il  est  vrai  pour  n  —  1  fonctions,  il  sera  vrai  pour  n  fonctions. 

Considérons  le  produit  de  n  fonctions  : 

On  peut  considérer  y  comme  étant  le  produit  de  deux  fonctions 

y  =zun9 

en  désignant  par  z  le  produit  des  n  —  i  premiers  facteurs  de  y;  on 
a  d'après  ce  qui  précède  : 

t—  i+ïîk 


mais  par  hypothèse  : 


Z  «i  M.  Un    . 

-  =    --f  —  +  .   ..     +  — ' 
Z  M,  M,  UnV 


donc 


v'        tti        Mi  w',._i        w« 

i_  —  -i  +  —  +        -i —  +  — 

ce  qui  démontre  la  proposition. 

Cela  étant,  si  Ton  multiplie  les  deux  membres  de  l'égalité  précé- 
dente par  ut  ut m»,  on  voit  que  la  dérivée  d'un  produit   est 

égale  à  la  somme  des  produits  obtenus  en  remplaçant  dans  le 
produit  donné  chaque  facteur  successivement  par  sa  dérivée. 

Corollaire.  -  On  a  ; 

rfy  _   a\   ,  rfwj  ,  .  dun 

y   ~~  «i         "t        Un' 

380.  Dérivée  d'un  quotient.  —  Soient  u  et  v  deux  fonctions 

continues  pourvues  de  dérivées  u\v'  .La  dérivée  de  -  est  la  limite  de 


v 


/u  +  au       u\ 

\v  +  Av  ~~~  v) 


àx 
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ce  qu'on  peut  écrire  : 

Au         àv 

v u  — • 

Ax         ùkX 


v  (v-\-  àv) 
La  limite  cherchée  est  évidemment  égaie  à 

vu'  —  uv 


v*       ' 

On  a  donc  : 

(;)' 

vu  —  uv' 

t;2 

d'où,  en  posant  y  —  -  , 

i 

y 

u        v' 

~~  U           V 

Donc  : 

La  dérivée  logarithmique  d'un  quotient  est  égaie  à  ta  dérivée 
logarithmique  du  numérateur  diminuée  de  la  dérivée  logarithmique 
du  dénominateur. 

On  peut  écrire  encore  : 

,  u      vdu  —  udv 
a  —  =  - 


v  v 


En  particulier,  a  étant  une  constante  : 

/a\'  _        ao 

\v)    ~~        v*      v"      **      v  v* 


.     a       — adv 
ou     d  •  -  =  • 


390.  Dérivée  d'une  puissance  entière  et  positive.  —  Soit 

y  =  um,  u  étant  une  fonction  continue  pourvue  d'une  dérivée  u. 

On  peut  regarder  u     comme  le  produit  de  m  facteurs  égaux  à  m, 
et,  par  suite,  en  appliquant  la  règle  du  produit,  on  a  : 

y'  =  mM"îu.  u\ 
On  peut  aussi  chercher  d'abord  la  dérivée  de  u     par  rapporta  m,  et 
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m—- 1 

multiplier  mu  par  ti',  en  appliquant  le  théorème  des  fonctions 

de  fonctions. 
On  a  encore  : 

d  .  um  =  mum~l.  du. 

Remarque.  —  Nous  étendrons  plus  loin  cette  règle  au  cas  où 
l'exposant  m  est  quelconque. 

391.  Application  :  dérivées  des  polynômes.  —   Soit: 

f  (x)  =  A0  xw,+  A,  xm~!  + +  À._,  x  +  km. 

un  polynôme  entier  en  x  à  coefficients  réels.  Ce  polynôme  est  la 

somme  de  termes  de  la  forme  A  x   """.  Chacun  de  ces  termes  a 

P 
une  dérivée,  donc/*(x)  a  pour  dérivée  la  somme  des  dérivées  de 

ses  termes,  de  sorte  que  : 

r(x)=mA0/"V(w-l)A1/l~2+...+('«-p)Ap/^~,+... 

1      m— 1 

La  dérivée  f  (x)  est  un  polynôme  de  degré  m  —  1  dont  on  peut 
calculer  la  dérivée  f*  (x),  et  ainsi  de  suite  ;  après  p  opérations  on 
obtiendra  un  polynôme  de  degré  m  —  p,  qui  se  nomme  la  dérivée 
d'ordre  p  du  polynôme  : 

fi*\x)=m[m  —  V  {m—p+l)A9xm~p 

+  (m  — 1)  (m  — 2) (m  —  p)  A,  zm~p~l 

+ +  (m  -  p)  (m  -p-l) 2.  1.  A, 

et  enfin 

f(m\x)=m\Â.. 

La  dérivée  d'ordre  m  est  donc  une  constante.  Les  dérivées 
d'ordre  supérieur  à  m  sont  nulles. 

DÉRIVÉE  DE  a* 

392.  —  Nous  avons  à  chercher  la  limite  de  : 

x+A 

a    '     — a 
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quand  A  tend  vers  zéro;  cette  fraction  étant  égale  à: 

A 


x  a    —  1 
a   . T 


a    —  1 
la  question  revient  à  trouver  la  limite  de  — 7 — . 

Pour  cela,  si  nous  posons  a    —  1  =  «,  a  tendra  vers  zéro  en 
même  temps  que  A.  Or  de  l'équation  : 

A 


on  tire  : 


et  par  suite  : 


1+a 


A==L(1   +«) 


La 


a     —  1  a  La  La 


A       '    L(l  +«)"  i 

L(i+«)« 

la  limite  de  cette  dernière  fraction  est  égale  à  La;  donc: 

*      4 
x  a  —  1         ,r. 

lima  . — ; — —a    La. 


x 
Iji  fonction  a   ,  a  désignant  un  nombre  positif \  a  une  dérivée  égale 

x 
à  a    La. 

X  T 

En  particulier  la  dérivée  de  e     est  la  fonction  e     elle-même. 


On  a,  d'après  ce  qui  précède  : 


x         x 
d.a   =  a   La.  dx 

d.  e    =  c  .  dx. 


d  \ 

393.  Remarque.  —  Nous  avons  trouvé  que  — - —  a  pour  limite 

La,  quand  A  tend  vers  zéro  d'une  manière  quelconque.  Il  en  résulte 
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1 
que  si  Ton  pose  A  =  — ,  m  désignant  un  entier  croissant  indéfi- 
niment, A  tendra  vers  zéro,  et  par  suite  : 

lim  m  ( "  a  —  \)  =  L.  a.       (m  =00). 


DÉRIVÉE  DE  LA  FONCTION  \ogar 

394.  —  On  a,  en  supposant  x  >  0  : 


1 
log«  (x  +  A)   —  log„  j-  /        A\  A 


Si  l'on  pose  -  =  «,  ou  A  =  «r,  l'expression  précédente  peut  être 


mise  sous  la  forme  : 


log,  (i  +  «)"* 


et  Ton  reconnaît  quelle  est  identique  à 

1 

i  loga(t+«)a. 

Si  A  tend  vers  zéro,  il  en  est  de  même  de  «,  et  par  suite  la  limite 
de  l'expression  considérée  est  égale  à  : 

M 
Donc,  /a  fonction  lognx  a  une  dérivée  égale  à  ~,M  désignant  U 

x 

module  du  système  de  logarithmes  de  base  a. 
En  particulier  la  dérivée  de  Lx  est  égale  à  - . 
Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  : 


et 


d.  log„ x  =-  dx, 
x 


1 
d.\jX  =z=  -  dx\ 
x 
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395.   Applications.   —  La  dérivée  de   L.ti  étant  égaie  à—, 

on  comprend  pourquoi  le  rapport  -  a  reçu  le  nom  de  dérivée  loga- 
rithmique de  t*.  Il  est  utile  de  remarquer  que  la  dérivée  logarith- 
mique de  u  ne  peut  être  remplacée  par  la  dérivée  du  logarithme 
de  u  que  si  u  a  une  valeur  positive. 

Connaissant  la  dérivée  de  la  fonction  logarithme,  on  peut 
retrouver  les  règles  donnant  la  dérivée  d'un  produit  ou  d'un 
quotient.  En  effet,  si  Ton  pose  par  exemple  : 

y  =  u  v, 

on  a  : 

L  y  =  L  u  +  L  v 
et  par  suite  : 

£  =  -  +  -• 
y      u.      v  ' 

mais  il  convient  de  remarquer  que  cette  démonstration  suppose 
que  y  a  une  dérivée.   On  peut  à  la  vérité  s'affranchir  de  cette 
hypothèse  de  la  manière  suivante. 
De  l'équation  y  =  uv  on  déduit  : 


y 

or  la  dérivée  de  e  jU  '     v  est 


_e\M+Lv 


e+ï)- 


eLu+Lv 


donc  si  t*  et  v  ont  des  dérivées,  leur  produit  a  aussi  une  dérivée 

égale  à  uv  (-  -f-  j  c'est-à-dire,  égale  à  vu  -|-  uv. 

Il  n'y  a  plus  qu'une  seule  restriction  à  faire  disparaître  :  dans 
cette  démonstration  u  et  v  sont  essentiellement  positifs.  Supposons 
que  u  ait  une  valeur  négative  et  soit  u  =  —  z  de  sorte  que 
uv  =  —  zv;  on  en  déduit  évidemment  : 

(uv)'  =  —  [zv)' 
et  par  suite  : 

(uv)'  =  —  zv  —  vz  —  uv'  -f-  vu. 
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.  396.  Dérivée  de  «m,  m  ayant  une  valeur  quelconque.  — 

Supposons  d'abord  que  u  soit  positif.  Dans  ce  cas  on  peut  poser  : 

y=zy    =e 

d'où: 

mLu     u  m — 1    , 

y  —  e        m  -  =  mu  u  . 

*  u 

On  peut  étendre  la  règle  au  cas  où  u  est  négatif,  en  supposant  m 

V  P 

commensurable.  Soit  m  =  -,  q  étant  positif,   la   fraction  -  étant 

supposée  irréductible  ;  posons  u  =  —  v.  On  a  : 


Soit  d'abord  q  =  2?';  alors  p  est  impair,  par  suite  :  ( — 1;)^=  —  i^\ 

t 
donc  «^  serait  imaginaire  :  ce  cas  doit  être  écarté. 

Supposons  q  =  2q  -j-  1 . 

1°  Si  p  =  2  p  on  a  : 

£         —        P 
u9  =  Vf  =  j 


donc  : 


car  on  a  : 


£_1  5  P 

,       p     q       ,       p    qv         p     qu 


v  Il 

p       n 


2°  Si/>  =2p'  +1, 


P 

Z        9f 


u*  =  i/-nP=-vil; 
donc  dans  ce  cas  : 


y 


P  —  1  £  £ 

P   q      >  P   q  v'      P   q  M* 
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on  a  donc  bien  dans  tous  les  cas  : 

m — 1    , 
y  —  mu  u . 

397.  Applications.  —  1°  Soit  : 

1 

m 
x 

Au  lieu  d'appliquer  la  règle  relative  à  un  quotient,  il  convient 
d'écrire  y  =  x        ce  qui  donne  : 

— m — 1  m 


y  =  —  mx 


x 

~  m—         m 

on  trouve  : 


.«+!' 


par  exemple  si  : 


on  a: 


w  m 


y  =  n/w 


y  =- 


2\Ju' 

3-  y  =  \/ax*  +  2bx  +  c; 


on  a: 


ûa?  -f-  b 


\'aa^  +  2  bx  -\-  c 


/  \ 

(a  -f  te")P 
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on  trouve  : 


, x  \jna  -f-  bx    {m  —  n  p)\ 

*  =  {a  +  6xn)P+i  ' 

y  =\  y/^T?  +|2l  (x  +  v^T7); 


5» 
on  trouve,  toutes  réductions  faites 


y  =>jx>+p*. 


FONCTIONS  INVERSES 

398.  Soit  y  =  f{x)  une  fonction  bien  déterminée  de  x.  A  une 
valeur  déterminée  x0  de  la  variable  x  correspond  par  hypothèse 
une  valeur  y0  de  y.  Par  conséquent,  en  regardant  x  comme 
inconnue,  l'équation  t/0  =  f{x)  admet  au  moins  une  solution  : 
x  =  x0.  On  peut  donc  considérer  x  comme  une  fonction  de  y  et 
poser  x= y  (y).  Si  Ton  suppose  y=y0,le  synjjjole  ?  (#0)  pourra  avoir 
plusieurs  déterminations,  mais  Tune  au  moins  de  ces  détermina- 
tions est  égale  à  ar0.  On  dit  que  les  fonctions  y  (x)  et  f[x)  sont  inverses 
l'une  de  Vautre. 

On  a  d'après  ce  qui  précède  : 

y0  =  /*W,  *o  =  ?  toc), 

donc: 

Vt  =  A?  (?#)].• 

il  en  résulte  que  si  Ton  soumet  y0  successivement  aux  opérations 
représentées  par  les  symboles  ?  et  f  on  retrouve  y0.  De  même  : 

*t  =  ?[/(*o)]» 

par  conséquent  les  mêmes  opérations,  effectuées  en  sens  contraire, 
se  détruisent  aussi  ;  mais  il  faut,  bien  entendu,  pour  qu'il  en  soit 
ainsi,  choisir  une  détermination  convenable  pour  le  résultat  de 
l'opération  représentée  par  le  symbole  ?. 
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Exemple.  Soit  : 

X 

y  =  a   , 
on  en  tire  : 

*  =  logfly; 

donc,  les  fonctions  a    et  log„  ar  sont  inverses  Tune  de  Vautre.  On 
a  identiquement. 

y  =a]og"yetx  =  \ogaax. 

399.  Théorème.  —  Si  la  fonction  f(x)  est  continue  dans  V inter- 
valle (a,  b)  et  croît  de  A  à  B,  quand  x  croit  de  a  à  b;  la  fonction  inverse 
f(x)  sera  continue  et  croissante  dans  l'intervalle  (A,  B)  et  croîtra  de  la 
valeur  a  à  la  valeur  b  quand  x  croîtra  de  A  à  B. 

En  effet,  x0  et  xt  étant  compris  entre  a  et  b,  on  a,  par  hypothèse, 


c'est-à-dire 


ce  qui  exprime  que  la  fonction  y  (y)  est  croissante  dans  l'intervalle 
(A,  B). 
En  second  lieu,  supposons  xt>  ar0,  et  soit 

xt  =  x0+  h. 

En  désignant  par  P  un  nombre  positif  tel  que  x0  +  P  appartienne 
à  Tintervalle  (a,  *),  on  a  : 

«  étant  positif.  Donc,  on  a  : 

A*o+*)-A*o)<«. 

si   Ton   suppose  h  <  P,  puisque  la  fonction  /"  (.r)  est   supposée 
croissante. 

Je  dis  que  l'inégalité 


/•(*„)- 

-/"(*,) 

>o, 

*o- 

-*i 

y<>- 

-y. 

>o. 

r(y#)- 

-  *(y.) 
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dont  le  premier  membre  est  positif  et  égal  à  h,  sera  vérifiée  si  Ton 
suppose  k  <  «. 
En  effet,  si  Ton  avait  : 

?(».  +  *) -?W>  * 

c'est-à-dire 

on  aurait  A>  «  puisque  À*  est  égal  à 

/(*.  +  *) -A*.) 

et  que  la  fonction  /"(x)  est  croissante. 

C'est  ainsi  que  si  Ton  suppose  a  >  1,  la  fonction  a  est  continue 
et  croissante;  il  en  est  donc  de  même  de  la  fonction  logrtar;  c'est 
ce  que  nous  avons  vérifié  directement. 

400.  Théorème.  —  Si  une  fonction  f{x)  admet  une  dérivée  *  (x\ 

la  fonction  inverse  y  =  f(x)  admet  aussi  une  dérivée  égale  à  — . 

f  iy) 

En  effet,  soit 

.y  =/W; 

on  en  tire  par  hypothèse  : 

x  =  <?(y). 

Pour  savoir  si  y  admet  une  dérivée,  on  cherche  si  le   rapport 

— -  a  une  limite  quand  A  x  tend  vers  zéro. 

Ai 


Or  on  a  identiquement  : 


*j_ 


m 


c'est-à-dire 


Ax         f(.y  +  A, y)  —  y  (y) 
Ay 
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mais,  par  hypothèse,  quand  h  tend  vers  zéro, 

D'autre  part,  si  Ax  tend  vers  zéro,  il  en  est  de  même  de  Ay;  donc 

Ay 

A?/  1 

par  suite  :  —  a  une  limite  égale  à  -77-7,  c'est-à-dire  : 

A*  ?  (y) 

«2?  ^L* 

Application.  —  a    a  pour  dérivée  a  La.  Donc,  si  Ton  pose 

y  =  log«.r, 

on  a  : 

1  1 


y 


x        yf  xha' 

1 

Inversement,  sachant  que  log«x  a  pour  dérivée  — —  ,  si  l'on  pose 

xha  r 

y  =  a   , 


on  a  : 


1  x     " 

=  yLa=a   L«. 


\yLa) 


DÉRIVÉES  DES  FONCTIONS  CIRCULAIRES 
401.  Dérivée  de  sin  x.  —  On  a  : 


•/  ri  ri 

sin(,r  -\-  h)  —  sinar 


2sin^cos(#-[7  -j 
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2  sin  — 
Si  l'on  suppose  que  A  tende  vers  réro,  la  fraction  — ~r~  €lne  * on 

peut  écnre  :  — 7 —   a  pour  limite  1  ;  cos  (  x  -j-  -  )  a  pour  limite 


=  cosx, 


cosx,  donc  : 

d .  sin  x 
~dx 

par  suite  : 

</.  sinx  =  cosx.dx. 

II  résulte  de  là  que  la  dérivée  de  sin  u  est  égale  à  cos  «.  1/ . 
En  particulier,  si  Ton  pose 

y  =  sin(x  +  «,, 
on  a  : 

y'=  COS  (X  +  a)  =  sin  (x  -f  a  +  ^j. 

402.  Dérivée  de  cosx.  —  Si  dans   les  formules   précédentes 
on  pose  :  «  =  -,  on  obtient  : 

y  =  cosx      et      xf  =  —  sin  x, 

par  suite,  la  dérivée  de  cosx  est  égale  à  — sinx. 
On  peut  établir  directement  ce  résultat,  en  partant  de  l'identité  : 

.     h   .     /         h\ 
cos  (x  +  h)  —  cos  x  _  2        \        2/ 

À  -~-2  Â  * 

La  limite  du  rapport  précédent  est  égale  à  —  sin  x.  On  a  donc  : 

ri.  cosx 


rfx 
et  par  suite  : 


=  —  sin  x, 


d.cos  x  =  —  sin  x .  dx. 
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403.  Dérivée  de  tang  x.  —  On  a  : 

^    >        s  1  —  tgx.tg/i        *  1-tgx.tgA' 

par  conséquent 

*g(*  +  *)  —  tg*   __tgA        l  +  tg'.r 


h  h    '  1  —  tgx.tg/r 

tg  A 
Si  A  tend  vers  zéro,  la  limite  de  -^-  étant  égale  à  1,  la  limite  de 

à 

l'expression  précédente  est  égale  à 

l  +  tg**, 
donc 

dx  °  cosa# 

d'où  : 

On  parvient  au  même  résultat  en  cherchant  la  dérivée  de  la 
sin  x 


fraction 

cos  x 

404.  Dérivée  de  cotg  x.  —  Soit 

cos  x 

y  =  COtg  J?  =  — , 

9  *  sm  x  ' 

on  en  tire  : 

—  sin2.r  —  cos'a?  1  ;.    ,        A  ,    . 

V   = r-î = r-r-  =  —  (i  +  COtg*  x) 


par  suite 


dx 
d .  cotg  x  = 7-5—  —  —  (1  +  cotg*  or)  </j\ 


405.  Dérivée  de  sécx.  —  Posons 

1 


y  =  sec  x  = 


cos  j: 
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COURS  D  AI.GKBRE 


1  .       .      ,        sina?         , 

y  = —  X  (—  sm  x)  =  — j-  =  secx.  tga, 

*  cos*  a;  cos*  a: 


donc, 


rf.  sécx 


sinjr.cfa: 


COS'J? 

406.  Dérivée  de  coséc  x.  —  Soit 

1 


y  =  coseca?  = 


sin  ar 


on  a 


—  I 

v  =    .  -     X  cos  ar  =  —  coséc  x .  cotg  x, 
*        sin*  a: 


et  par  suite 


rf.  coséc  ar  = 


—  cos  x.dx 
sin*# 


407.  Résumé.  —  Voici  le  tableau  des  dérivées  des  fonctions 
circulaires  : 


fonction 
sin  a? 

cosa? 

tgx 

cotgar 

séca: 

coséc  x 


DÉRIVÉE 


d.  s'mx 

dx 
d.cosx 

dx 
d .  tg  x 

dx 
d.cotgx 

dx 
d.sécx 

dx 
d  .  coséc x 
dx 


=  cos  a; 

=  —  sin  x 
1 


COS*  X 
l_ 

sin*  a? 

sin  a? 

cos1  x 
cosx 
sin2  a? 


DIFFÉRENTIELLE 

d.sinx  =  cosx.dx 

d.cosx  = — sinx.dx 
dx 


d.tgx    = 


cos*x 


rfa; 

c/.cotga?= r-r- 

m  sin'a 


rf.SéCX   : 
rf. COSéC : 


sin  x .  dx 
cos*  # 
cosar.rfj 


408.  Remarque.  —  Si  Ton  désigne  par  f(x)  l'une  quelconque  des 
fonctions  circulaires,  la   fonction    complémentaire   est  égale  à 
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il  en  résulte  que  si  Ton  a 

/*(*)  =  *(*). 
la  dérivée  de  la  fonction  complémentaire  sera  égale  à  ®  (^  —  x  \ 

multiplié  par   la  dérivée  de- — .r,  c'est-à-dire  par  —  1,  et  par 
suite  sera  égale  à 


Ainsi  la  dérivée  de  sin  x  étant  égale  à  cosx,  celle  de  cos  x  sera  égale  " 
à  —  cos  f- —  #),  c'est-à-dire  à  —  sin  x. 

FONCTIONS  CIRCULAIRES  INVERSES 

409.  Arcsin  x.  —  On  représente  par  la  notation  :  arcsinar,  un 
arc  ayant  pour  sinus  un  nombre  égal  à  x;  de  sorte  que  si  Ton 
désigne  cet  arc  par  y,  on  ait 

sin  y  =  x,  (1) 

en  supposant  vérifiées  les  conditions  : 

-K*<1.  '  (2) 

L'équation  (1)  admet  une  infinité  de  solutions  quand  on  sup- 
pose les  conditions  (2)  remplies.  Parmi  les  arcs  répondant  à  la  ques- 
tion, il  y  en  a  un  et  un  seul  compris  entre  —  -et  +  -;  désignons- 
le  par  z;  on  aura 

sinz  =i=  x.  (3) 

Si  z  varie  d'une  manière  continue,  on  sait  que  sin  3,  c'est-à  dire  x, 
varie  d'une  manière  continue  depuis  —  1  jusqu'à  +  1  ;  donc  (399) 
réciproquement,  si  x  varie  d'une  manière  continue  de  —  1  à  +  t> 

z  varie  aussi  d'une  manière  continue  de  —  -  à  4-  -. 

2  2 

II.  B.     MKWBSGLOWSKI.    AMiKlifiK.  3 
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Cela  posé,  on  sait  que  toutes  les  solutions  de  l'équation  (1)  sont 
données  par  la  formule 

y      .„„_]_(_  i)„.2i  (4) 

n  désignant  un  nombre  entier.  A  chaque  valeur  de  n  correspond 
une  détermination  de  y  qui  varie  d'une  manière  continue  en  même 
temps  que  z,  c'est-à-dire  quand  x  varie  de  —  1  à  +  L 
On  représente  la  fonction  y  par  le  symbole  : 

aresin  x, 

de  sorte  que  l'équation  : 

y  —  aresin  x  (S) 

définit  une  infinité  d'arcs.  En  convenant  que  y  est  déterminé  par 
l'équation  (4)  dans  laquelle  n  est  un  entier  donné,  on  peut  dire  que 
la  fonction  aresin  x  est  continue  quand  x  varie  de  —  1  à  +  1. 

Nous  allons  chercher  la  dérivée  de  cette  fonction. 

410.  Dérivée  de  aresin  x.  —  En  remarquant  que  la  fonction 
aresin  a?  est  l'inverse  de  la  fonction  sina?,on  a  immédiatement  (400) 

1 

Jj        cosy 

*  Mais  de  l'équation  : 

sin  y  =  x 
on  tire  : 


cos  y  —  e  v'i  — x2 
par  suite, 

.  1 

s  désignant  suivant  l'usage  ±  1.  On  prends  =  -f-1,  si  cos  y  est 
positif  ;  e  =  —  1 ,  si  cos  //  est  négatif. 

Si  y  =  z,  c'est-à-dire  si  Tare  est  compris  entre  —  -  et  -f-  -,    son 

cosinus  est  positif;  on  a  donc  : 

1 


z,  ~- 


y/i 
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On  voit  de  plus,  en  vertu  de  l'équation  (4),  que 

yx  =  (-  1)"  zx, 

par  suite  :  à  une  valeur  donnée  de  x  coiTespondent  une  infinité  de 
déterminations  de  la  fonction  arcsinx  ayant  des  délavées  égales  entre 
elles  au  signe  près;  mais ,  dès  que  Vune  de  ces  déterminations  est  choisie, 
la  dérivée  est  complètement  déterminée. 

411.  Méthode  directe.  —  On  peut  chercher  la  limite  du 
rapport  : 

arcsin  [x  4-  h)  —  arcsin  x  k 

1 ou  h 

quand  h  tend  vers  zéro. 

Le  numérateur  représente  un  arc  qui,  par  hypothèse,  tend  vers 
zéro  en  même  temps  que  h;  par  suite,  la  limite  cherchée  est  la 
même  que  celle  de 

sin  k 


h    " 
Or,  *  est  la  différence  des  arcs  y  -{-  k  ety,  on  &  donc  : 

sin  k  =  sin  (y  +  k)  cos  y  —  cos  (y  +  k)  sin  y, 
c'est-à-dire  : 


sin  k  =  {x  +  h)  n/1  —  x*  —  v/i  —  {x  +  h)*  .  x 
et,  par  conséquent: 


A  ~~~  *  ~~  A[(x'+/i)v/î::^'+gv/l--(x+A)2] 

ou,  en  simplifiant  : 

sin  /c 2  x  +  h 

~T~  ~  (,  +  A)  v/1  —  x2  +  x  v/i  _-(*  +  /*)* 

donc: 

sin  À* 2,  x         __        1 

/i     ~~  2a?  v/l  —  a2  ~~  v;l  —  a?â 


Dans  la  démonstration  précédente,  v/i  —  x2  représente  cos  y  et 
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y/[  — (x  -{-  '0*  représente  cos  (y  +  k);  ces  deux  radicaux  doivent 
être  pris  avec  le  même  signe,  puisque  k  peut  être  supposé  aussi 
petit  qu'on  veut.  On  retrouve  donc  bien  : 


yr 


cos  y 


Remarque.  —  Il  est  facile  de  refaire,  dans  le  cas  présent,  la  dé- 
monstration générale  relative  au  calcul  des  dérivées  des  fonctions 

inverses.  En  effet,  nous  avons  à  trouver  la  limite  de  -  ou  de 


sin  (y  -\-  k)  —  sin  y 

i 


lorsque  k  tend  vers  zéro.  Cette  limite  est  évidemment  égale  à  ■ 

°         cosy 

412.  Ârccos  x.  —  On  représente  par  arecosx  un  arc  dont  le 

cosinus  est  égal  à  x3  x  étant  compris  entre  —  1  et  +  1. 

L'équation  : 

cos  y  =  x  (l) 

a  une  infinité  de  solutions,  en  supposant  : 

-.1<jc<1.  (2) 

Parmi  les  arcs  dont  le  cosinus  est  égal  à  ar,  x  étant  .un  nombre 
donné  compris  entre  —  1  et  -f  1,  il  y  en  a  un  et  un  seul  compris 
entre  0  et*r;  désignons-le  parz,  de  sorte  que  : 

cos  z  =  x.  (3) 

Lorsque  x  varie  de  —  1  à  +  1,  z  varie  d'une  manière  continue  en 
décroissant  de  n  à  0. 
La  solution  générale  de  l'équation  (1)  est  donnée  par  la  formule 

y  =  2  kn  ±  z.  (4) 

Si  Ton  suppose  que  k  représente  un  entier  déterminé,  et  si  Ton 
choisit  l'un  des  deux  signes  +  ou  —,  y  varie  évidemment  d'une 
manière  continue  quand  x  varie  de  —  1  à  -j-  1,  et  nous  convien- 
drons de  poser  : 

y  =  arecos  x  $) 

y  étant  définie  comme  on  vient  de  le  dire. 
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413.  Dérivée  de  arccos  x.  —  La  fonction  y  =  arccos  x  et  la 
fonction  cos  x  sont  inverses  l'une  de  l'autre  ;  donc  : 

1 

.y* 


—  sin  y 
mais  l'équation  (l)  donne  : 


sin  ;/  —  e  v^l  — x2 
e  étant  égal  à  dt  1  ;  donc  : 

l 


y*  = 


e  v/l  —  ■ 


•  On  voit  que  Ton  doit  prendre  e  =  +  1 ,  si  le  sinus  de  Tare  y  est 
positif,  c'est-à-dire  si  y  =  2  k  n  +  s;  on  doit  prendre  z  =  —  1,  si 
y  =  2 for  —  z.  En  particulier  : 

-  1 


On  a  donc  yt=±  zx. 

A  une  valeur  donnée  de  x  correspondent  une  infinité  de  détermina- 
tions de  la  fonction  arccos  x  ayant  des  dérivées  égales  entre  elle  fi  an 
signe  près.  Mais  si  l'on  choisit  une  détermination  de  y,  .ça  déiivée  est. 
déterminée. 

On  peut  encore  expliquer  pourquoi  les  dérivées  des  fonctions 
arcsin  x  et  arccos  a:  sont  égales,  au  signe  près,  pour  une  même 
valeur  de  x. 

En  effet,  si  Ton  pose  : 

u  =  arcsin  x       v  =  arccos  x, 
on  a  : 

sin  ?/  =  cos  i\ 


ou 


par  conséquent  : 


cos  (5  —  u)  =cosv, 


-  — u  =  2Ajt  ±  v. 
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On  en  conclut  : 

—  m'  =  db  v' 


Si  l'on  suppose  u  compris  entre  —  -  et  +  -  et  «entre  0 et  tt,  on  a 


».  =  -_«, 


et,  par  suite, 

»T     =    -    ". 

de  sorte  que,  dans  ce  cas  : 


1  l 

et  v,  =  — 


Remarque.  —  On  peut  trouver  la  limite  de 
arccos(a+A) — arccosx 


quand  A  tend  vers  zéro.  On  procédera  comme  pour  arcsinx:  en 

posant  k  =  arecos  (.r  -}-  h)  —  arecos  x,  on    cherchera  encore  la 

..  sinrt 

limite  de  — — . 
h 

414.  Arctg:  x.  —  L'équation  : 

tgy  =  x  (1) 

a  une  infinité  de  solutions  ;  il  y  a  toujours  un  arc  et  un  seul,  com- 
pris entre  —  t  et  +  - ,  que  nous  désignerons  par  z,  et  tel  que  : 

ù  ù 

tg  *  =  *,  (2) 

x  étant  un  nombre  donné  quelconque.  Si  z  varie  d'une  manière 
continue  de  —  -  à  +  - ,  x  varie  d'une  manière  continue  de  —  oc 

té  u 

à  +oo.  Inversement,  si  x  varie  d'une  manière  continue  de  — oc 
à  -(-  oo ,  z  varie  d'une  manière  continue  de  — -  à  -f-  -. 
On  a,  k  étant  un  entier  quelconque  : 

y  =  **  +  *.  (3) 
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Donc,  en  supposant  que  k  désigne  un  entier  déterminé,  y  varie 
d'une  manière  continue,  et  dans  le  même  sens  que  z,  quand  x  varie 
de  — oo  à  +°°-  Nous  représenterons  la  fonction  y  ainsi  déterminée 
par  arctg  x,  en  posant  : 

y  =  arctg  x.  (4) 

415.  Dérivée  de  arctgr  x.  —  La  fonction  y  =  arctg  x  et  la 
fonction  tg  x  étant  inverses,  on  a  : 

'  -_L_" 

y'  ~  1  +  tg*  y  ' 

c'est-à-dire  : 

1 


y,— 


1  +  x* 


A  chaque  valeur  de  x  correspondent  une  infinité  de  détemnbiations 
de  y  ayant  tovtes  la  même  dérivée;  ce  qui  s'explique  facilement  en 
remarquant,  qu'en  vertu  de  l'équation  (3),  on  a  : 

y,  =  ~** 

416.  Démonstration  directe.  —  Il  s'agit  de  chercher  la  limite 
de: 

arctg  (x  +  h)  —  arctg  x 
~~h  ; 

mais  le  numérateur  étant  un  arc  dont  la  limite  est  zéro,  on  peut  le 
remplacer  par  sa  tangente,  la  limite  du  rapport  ne  sera  pas  changée. 
Or,  la  tangente  du  numérateur  est  égale  à  : 

(x  -f-  h)  —  x  h 


1  +  (x  +  h)  x      1  +  a*  +  hx 
nous  avons  donc  à  chercher  la  limite  de  : 

1 

1  +  x*  +  hx 

1 
et,  par  suite,  la  dérivée  de  arctg  x  est  égale  à  j— - — -,  comme  nous 

i    ~j~  x 

l'avions  trouvé. 
417.  Arccotg-  x.  —  L'équation  : 

cotg  y  =  x  (\) 
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admet  une  infinité  de  solutions.  En  raisonnant  comme  plus  haut, 
on  voit  que  la  solution  générale  est  : 

y— /fir  +  Z,  (2) 

z  désignant  un  arc  qui  varie  d'une  manière  continue  de  *  à  0, 
quand  x  varie  d'une  manière  continue  de  —  oo  à  +  °°.  Si  k  désigne 
un  nombre  entier  déterminé,  l'équation  (2)  définit  une  fonction 
continue,  et  nous  poserons  : 

y  =  arccotg  x, 

418.    Dérivée   de  arccotg  x.  —  La  fonction    y  =  arccotg  x 
est  l'inverse  de  cotg  x. 
Donc  : 

._  1 

.*'--(! +  ootg- y)' 

par.  suite, 

—  j 

Vr  "       1  +x*' 

On  a  yx  =  zT,  par  suite,  à  chaque  valeur  de  x  correspond  une 
seule  dérivée. 


Si  l'on  pose 


on  aura 


d'où: 


par  suite 


u  =  arctg  x 
r  =  arccotg  x 


tgw  —  cotg  v  —  tg  U  —  t\  j 


ce  qui  explique  pourquoi  les  dérivées  des  fonctions  arctga?  et 
arccotg  a?  sont  égales  et  de  signes  contraires,  pour  une  même 
valeur  de  x. 
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419.  Démonstration  directe.  —  On  cherche  la  limite  de 

arccotg  (x  -f-  h)  —  arccotg  x 
h 

ou,  en  remplaçant  le  numérateur  par  sa  tangente,  la  limite  de 

1  1 

x  4-  h      x  —  \ 

—  -,  etc. 


h  [l  +  ;      '         I 
L  (x  +  h)  xj 


a:2  -f-  hx  +  1 


420.  Arcsécx.  —  On  sait  que  la  sécante  d'un  arc  a  une  valeur 
absolue  plus  grande  que  l'unité.  L'équation  : 

sécy  —  x  (1) 

a  une  infinité  de  solutions,  pourvu  que  Ton  ait  : 
x^>  \      ou  bien      x  <C  —  1. 

Parmi  les  arcs  répondant  à  la  question,  il  y  en  a  un  et  un  seul 
compris  entre  0  et  »;  désignons-le  par  z.  Si  z  croît  d'une  manière 

continue  de  -f-  -à  w,  sécz  croit  d'une  manière  continue  de  — oo  à 

ù 

—  1;  et  si  z  croit  d'une  manière  continue  de  0  à  -,  secs  croit   de 

-{-  1  à  -j-oo.  Donc,  inversement,  si  l'on  pose  : 

séc  z  =  x  (2) 

quand  x  varie  de  — ooà  —  1,  z  croit  d'une  manière  continue  de- 

£ê 

à  ir;  et  quand  x  varie  de  -f  1  à  +oo,  z  croît  de  0  à  -.  En  résumé, 

on  peut  dresser  le  tableau  suivant  : 

x- 

croît  . 


z 


—  oo —  1 

2'  " 


+  1 +  *° 

0  .  .  .  croit  .  .  .  * 

ù 


On  a  ensuite  : 

y  =  2kn±z,  (3) 

k  étant  un  entier  quelconque.  Si  Ton  donne  à  k  une  valeur  entière 
déterminée  et  si  l'on  choisit  le  signe  -f  ou  le  signe  —,  la  formule  (3) 
définit  une  fonction  y  continue  dans  chacun  des  intervalles  de 
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—  oo  à  —  i  et  de  +  1  à  +oo,  et  que  nous  représenterons  par  la 
formule  : 

y  =z  arcséc  x. 

421.  Dérivée  de  arcsécx.  —  La  fonction  y  que  nous  venons 
de  définir,  étant  l'inverse  de  séc  ar,  on  a  : 


V* 


séc//.tg.y 


or,  séc  y  =  x,  donc  :  tg  y  =  e  yfx*  —  1 . 
Par  suite, 

1 

Ut' 


t  x  /r*  —  1 

«  étant  égal  àdt  1. 

L'équation  (3)  donne  y'x  =  ±  z'x;  donc,  à  chaque  valeur  de  x 
correspondent  deux  déterminations  de  y'x,  égales  et  de  signes 
contraires.  Si  y  est  donnée,  on  prendra  t  avec  le  même  signe 
que  tgy.  En  particulier  : 

1 


x  Jx2  —  1 

422.  Autre   méthode.  —    On    a   y  =  arccos  -;  on  en    déduit 

x 

facilement  la  dérivée  de  y  en  appliquant  le  théorème  des  fonctions 
de  fonctions. 
On  peut  aussi,  en  posant  : 

k  =  arcséc  (x  +  h)  —  arcséc  x, 

chercher  la  limite  de  — —  quand  h  tend  vers  zéro. 

423.  Arccoséca?.  —  Si  x  désigne  un  nombre  compris   entre 
—  oo  et  —  1,  ou  entre  +1  et  +  oo  l'équation  : 

coséc  y  =  x  (i) 


admet  une  infinité  de  solutions,  parmi  lesquelles  on  peut  choisir 
un  arc  compris  entre  —  5^+5  que  nous  désignerons  par  z,  et 
Ton  reconnaît  aisément  que  si  x  varie  de  — 00  à  —  i,  s  décroit 
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d'une  manière  continue  de  0  à  —  -,  et  quand  x  croit  de  -f  1  à 
-f-x-,  5  décroit  de  -  à  0;  de  telle  sorte  qu'on  peut  former  le 


tableau  suivant: 

X 

—   00 

.  —1 

I 

0  .  .  .  décroit  .  . 
Snfin,  on  a  : 

n 

'  ~2 

+ 1 


y  =B*+(—  l)".z, 


+* 

décroit.  .  .  +  0 


?i  désignant  un  entier  quelconque.  Si  Ton  donne  à  n  une  valeur 
entière  déterminée,  cette  équation  définit  une  fonction  continue 
de  x  que  nous  représenterons  par  l'équation  : 


y  --  arccosec  ,r. 


(3) 


424.  Dérivée  de  arccosec  x.  —    La  fonction  y  que  nous 
venons  de  définir  est  l'inverse  de  coséc  x;  donc  : 


par  suite. 


yx  = 


y, 


i 


—  coséc  or.cotgy 


V-r2  —  1 


W 


L'équation  (2)  donne  yx  =  ( — i)"^;  le  double  signe  de  la 
formule  (4)  se  trouve  ainsi  expliqué.  On  donnera  à  t,  quand  la 
détermination  de  y  sera  choisie,  le  signe  de  cotg  y. 

Enfin,  si  Ton  pose  : 

u  =  arcséc  x,      v  =  arccosec  x, 


on  a  : 


par  suite, 


séc  m  .--  coséc  v  =  séc  f  -  —  V  j 


-  —  v  =  2kn  ±  v, 
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v'   =  ±  V 


Si  l'on  suppose  w  entre  0  et  *  et  v  entre  —  -  et  -f  -,  on  a: 


et,  par  conséquent  : 


v  =  -  - 


»,  =  —  wl 


Autre  méthode.  —  En  posant  : 

k  =  arccoséc  [x  f  h)  —  arceosée  .r, 

on  cherchera  la  limite  de  Sm  *. 

h 

425.  Résumé.  —  Il  faut  savoir  par  cœur  les  dérivées  des  fonc- 
tions circulaires  inverses.  En  voici  le  tableau  : 


d .  arcsin  x 

Ih: 
d .  arccos  .r 

dï  : 

d  .  arctg  x 


_ _ _  —  1 

dx  ~~  1  +  ar" 

rf.arccotg.r  i 

rf .  arcséc  x  i 


1                  il                                    dx  . 

. .  î ; = rf  •  arcsin  x  =     — ■■  =     ajr 

«\  1  -  r*       cosy                                             «vMT^^  cos  y 

.                                    dr  —  rfr 
a  .  arccos  x  =  —  - 


_  —  1 
sin  »/ 


rf.  arccoséca?  *  —   ! 


(te 


t«i.>i_l        oAsér  y  cotgj 


r/.arctg*   = 

1  -f-  .r* 
rfr 

d .  arccotg  j- = ! — 

1  -f-  #* 

d .  arcsec  a*  = 


dx 


dx 


d .  arccoséc  x=  — 


ur^r1  — 1       sécytsry 


^y/x»  —  I         cosécycot^jr 


«  représentant  ±  1. 
426.  Applications.  —  1°  Soit 


rt  —  # 


y  =  arct*  r+^ 


Si  Ton  pose 


a  — x 
1  -f-  ax 


=rt/, 
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on  a: 

y  =  arc  tg  u, 
donc  : 


c'est-à-dire  : 

-(!  +  «") 


Vx: 


(1  +  a*)'  +  (a  -  x)'       1+x*" 


U  est  facile  d'expliquer  ce  résultat.  En  effet,  si  l'on  pose  a  =  tg«, 
et  x  =  tg  z,  on  a  : 

«  —  x  ta  a  —  ta  z 

par  suite, 

y  -^  «—  z  +**î 
donc  : 

y*  =  -  V 


«  —  *r 


y  =  a.  arccos ^a*  __ 


a 

a  —  x 


Supposons  arccos compris  entre  0  et  «;  on  doit  supposer 

/q  jr»\  2 

ix  —  x2>0et( j     <   1;  ces  deux   conditions  rentrent 


d'ailleurs  l'une  dans  l'autre. 
Cela  posé  : 


y/î  ax  —  x'2 
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3°  Soient  : 

y  =  L.sin  x,  z  ~  L.cos  x  u  =  L.tg  .r, 

on  a  : 

yx=z  COtgJ,  Z,=:  — tg*  , 


*      ^sin  2x 

427.  Dérivées  des  fonctions  hyperfcoU^f  e».  —  Nous  avons  établi  (363)  le 
formules 


cos  x  : 


sm.r  = : 

2i 


qui  peuvent  servir   à  définir  les  fonctions  circulaires   cos  x  et  sin  x.  On  a  été 
conduit  à  introduire  dans  l'Analyse  les  fonctions 


auxquelles  on  a  donné  les  noms  de  cosinus  hyperbolique  et  de  sintis  hyperbolique. 
En  posant 

Ch  x  = Sh  -r  = 

*  2 

on  vérifie  immédiatement  la  relation 

Ch*j  —  Sh1*  =  1, 

de  sorte  que  l'on  peut  regarder  Chx  et  Shx  comme  étant  les  coordonnées  d'un  point 
d'une  hyperbole  équilatère  rapportée  à  ses  aies  de  symétrie,  de  même  que  cos  a-  et 
sin  x  peuvent  être  regardés  comme  étant  les  coordonnées  d'un  point  d'un  cercle  de 
rayon  égal  à  l'unité  et  rapporté  à  deux  diamètres  rectangulaires. 
On  peut  également  considérer  les  fonctions 

Shr       e*-e-x    „    u  Ch*      ex-f-*-x 

Th  x  =  — -  = ,  Goth  x  =  - 


Ch*       e'+e"''  SIu:      eJ  —  <TX 

12  12 

Séch  x  =  ~ —  = — ,    Coséch  x  =  — —  =  — ;; 

Ch  a-      ex  -f  e  *  Sh  x      €x  —  é~x 

que  l'on  nomme  tangente  hyperbolique,  co tangente  hyperbolique,  etc. 
On  a: 

Ch  (—  x)  =  Ch-r,        Sh  (—  t;  =  Shx,  etc. 
Si  x  croit  de  0  à  +  œ  ,    -  K* -  )  croît  de  0  à  -f  oo  ,  donc 


Ch  jr  =  \'i  +  Sh«  x 


Digitized  by 


Google 


DÉRIVÉES  ET  DIFFÉRENTIELLES  tf 

va  aussi  en  croissant  de  1  à  -f-  x  .  On  doil  prendre  le  radical  avec  le  signe  -f ,  car 

la  fraction est  positive  quel  que  soit  x. 

Cela  étant,  on  peut  déterminer  un  angle  ç  tel  que 

Oh  x  cos?  =  1. 


On  trouve  sans  peine 


Ch  x  =  séc  ç. 

Sh  x  =  tg  ç. 

Th  x  =  sin  ç. 

Sec  h  x  =  cos  ç. 

Coséc  h  x  =  cot  ç. 

Cot  /*  x  =  coséc  ?. 


On  obtient  encore  cette  formule 


et  enfin 


d'où 


Thî.r=  tg   i« 


*'=«(M) 

=  L,8(J  +  1). 


On  calcule  aisément  les  dérivées  des  fonctions  hyperboliques.  On  obtient   le 
tableau  suivant  : 

d.Ch  x 

■  =  Sh  x. 


dx 
d.Sh  .* 


Ch  x. 


dx 
d.Th  x  1 


dx  Ch1 x 

d.Coth  x 1 

~~dx"       ""  Sh«  x  * 

rf.Séchr 

=  Th  x  séch  x. 

rfjt* 

d.Cosécha- 


dx 


=  CothxCoséch.r. 


On  trouve  encore 


d.L  Shx       .,    . 

r=  Coth  x 

dx 

d.L  Ch  us 

dx 


:Th  x. 


428.  Fonction*  hyperboliques  Inverse».  —  Si  Ton  pose 

ex+e— 

y  =  — z — 
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on  en  tire 

elx-2yex+l  =  0, 

équation  du  second  degré  en  e*  dont  les  racines  sont  réelles  quand  y  est  supérieur 
al,  de  sorte  que  Ton  a  les  deux  solutions 


et  par  suite 


x  =  ±  L(y  +  M*-i). 

La  fonction  ±  L  (x  -}-  Vxl  —  ï)  se  nomme  argument  dont  le  cosinus  hyperbolique 
est  x,  et  on  la  représente  par  la  notation 

ArgCh  x. 

De  même  en  posant 

on  trouve,  en  remarquant  que  e*  doit  être  positif 


On  pose 

Enfin  l'équation 

donne 
La  fonction 


ÀrgSh  x  =  L  (x  -f  v'xï+T). 


-*   «    --* 


e*  +  c" 

y=7* — 1= 


Vi-y 


L  f  /  -  -r  * 


a  reçu  le  nom  de  :  Argument  dont  la  tangente  hyperbolique  est  x,  et  Ton  pose 
ArgTh  x  =  L  i/*  +  * 
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On  trouve  de  môme 


Puis, 


ArgSéch  x   =±l(i  +  >>'i'"mj:%\ 

ArgCoséch  x  —      L  (\  +  ii±JL*  \ 

ArgCotha;    =      L\/:r  +  i. 
V  x  —  1 


</  .  ArgCh  .r  ,  1 

rf.r  ^  _  t 

d  .  ArgSh  .r  1 


dx  \/ïrTÏ 

d  .  ArgTh  x  __  1 

rfx  ""  i  —  x* 

d .  ArgCoth  x  __  1 

dï  ~~  1  —  .r» 

d .  ArgSéch  x  _^        =p  1 

d.  ArgCoséch  #  —  1        * 

dx  ~~  x  v'i+.r«' 


(.r*<l) 

<*»  >  i) 
(>■»  <  1) 


THÉORÈME  DES  ACCROISSEMENTS  FINIS 

429.  Nous  établirons  d'abord  le  théorème  suivant  dû  à  Rolle. 

Soit  F  (x)  une  fonction  de  x,  continue  dans  V intervalle  (a,  é),  limitée 
dans  cet  intervalle  et  admettant  pour  chaque  valeur  de  x  comprise 
entre  a  et  b  une  dérivée  finie  et  bien  déterminée  :  si  Von  a  F  (a)  =  0, 
et  F  (b)  —  0,  on  aura  aussi  ¥'(c)  —  0,  c  ^/anf  wn  nombre  déterminé 
compris  entre  a  et  b. 

En  d'autres  termes,  les  conditions  précédentes  étant  supposées 
remplies,  deux  racines  réelles  a,  b  de  V équation  F  [x)  =  0,  compren- 
nent au  moins  une  racine  de  V équation  dérivée  ¥'(x)  —  0. 

En  effet  la  fonction  F  (x)  étant  continue  et  limitée  dans  l'inter- 
valle (<n,  b)  atteint  nécessairement  un  maximum  et  un  minimum 
absolu  pour  une  valeur  de  x  appartenant  à  cet  intervalle.  Or 
la  fonction  a  pour  valeur  initiale  et  pour  valeur  finale  zéro  ;  elle 
atteint  nécessairement  un  maximum  ou  un  minimum  pour  une 
valeur  de  x  comprise  entre  a  et  b,  car  autrement  il   faudrait 

•  Pour  plus  do  détails  sur  les  fonctions  hyperboliques,  voir  par  exemple  :  Mathcsis,  t.  IV 
•  PrtVis  de  la  théorie  des  fonctions  hyperboliques,  par  M.  Mansion.  » 

11.   D.    KUWKKOLOWfH.1.   AJjObBRE.  4 
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admettre  qu'elle  est  maximum  pour  x  =  a  et  minimum  pour  .r  =  b 
ou  inversement,  mais  dans  ce  cas  elle  serait  nulle  pour  toutes  les 
valeurs  comprises  entre  a  et  A,  ce  que  nous  ne  supposerons  pas. 
Il  existe  donc  au  moins  une  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  b  et 
pour  laquelle  F(.r)  est  maximum  ou  minimum  ;soit  c  cette  valeur  ou 
l'une  de  ces  valeurs  s'il  y  en  a  plusieurs.  En  désignant  par  h  un 
nombre  positif  tel  que  c —  h  et  c-\-  h  soient  compris  entre  a  et  b, 
les  deux  différences  : 

F  {c  +  à)  —  F  (c)  et  F  (c  —  h)  -  F  (c) 

ont  le  même  signe  ;  donc  les  rapports 

F(c  +  h)  —  F(c)      Ylc—h)  —  F  (c) 
Â  et  HÂ 

ont  des  signes  contraires.  Or,  par  hypothèse,  ces  deux  rapports 
ont  une  limite  commune,  finie,  quand  h  tend  vers  zéro; cette  limite 
ne  peut  être  différente  de  zéro.  On  a  donc  : 

F(c)  =  0. 

430.  Théorème.  —  La  fonction  f[x)  ayant  une  valeur  finie  H 
déterminée  pour  x  =  a,  pour  x  =  b  et  pour  toutes  les  valeurs  comprises 
entre  a  et  b;  si  en  outre  elle  admet  une  dérivée  finie  et  bien  déterminée 
pour  chaque  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  A,  on  a  : 

f{b)-f(a)  =  {b-a)nc) 

c  désignant  un  nombre  compris  entre  a  et  b. 

En  effet,  /"(a),  f(b),  b  —  a  sont  par  hypothèse  des  nombres 
déterminés,  de  plus  la  différence  b  —  a  est  supposée  différente  de 
zéro,  par  suite  la  fraction  : 

b  —  a 

aune  valeur  finie  et  déterminée  que  nous  représenterons  par  P, 
de  sorte  que  : 

f(b)-f(a)  _ 
b—a  ' 

d'où: 

f  (b)  -/'(«)-  P  (b  —  «)  =  0.  m 
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Cela  posé,  la  fonction: 

f(b)-f{*)-P{à-*) 

est  évidemment  finie  et  déterminée  pour  toute  valeur  de  x  com- 
prise entre  a  et  b;  de  plus,  cette  fonction  est  nulle  pour  x  --  a,  en 
vertu  de  légalité  (1);  elle  s'annule  identiquement  quand  on  rem- 
place x  par  b.  En  outre,  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre 
a  eXb,  elle  admet  une  dérivée  finie  et  bien  déterminée,  égale  à  : 

donc,  en  vertu  du  théorème  de  Rolle,  cette  dérivée  est  nulle  au 
moins  pour  une  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  b,  valeur  que  nous 
désignerons  par  c,  de  sorte  que  : 

ou: 
c'est-à-dire  : 

ce  qui  démontre  la  proposition. 

En  posant  b  —  a  =  h,  on  peut  écrire  : 

c  =  a  -f-  0/*, 

0  étant  un  nombre  inconnu,  mais  certainement  compris  entre 
0  et  1.  On  a  ainsi  la  formule: 

f{a  +  h)  -  M  -  A/>  +  OA)      (0  <0  <  1) 

qui  a  reçu  le  nom  de  formule  des  accroissements  finis. 

Remarque.  —  La  démonstration  précédente,  remarquable  en  ce 
sens  qu'elle  n'exige  pas  que  la  dérivée  f\x)  soit  continue,  est  due  à 
M.  0.  Bonnet.  Cette  démonstration  suppose  seulement  que  la 
dérivée  f  (x)  existe  et  soit  finie  dans  l'intervalle  (a,  b). 

On  démontre,  d'une  manière  toute  pareille,  le  théorème  suivant. 

431.  Théorème.  —  Soient  f(x)  et  ?  (x)  deux  fonctions  finies  et 
continues  dans  l'intervalle  (a,  b),  admettant,  dans  cet  intervalle,  cha- 
cune une  dérivée  finie  et  bien  déterminée;  supposons  en  outre  que 
f{a),  f(b),  y  {a),  y  [b)  soient  des  nombres  déterminés,  que  la  différence 
^  (/,)  — y  (a)  ne  soit  pas  nulle,  et  enfin  que  /"(/)  et  f  (x)  ne  puissent 
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être  nulles  pou?*  une  même  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  b.  Toutes  ces 
conditions  étant  remplies,  on  a: 

f[b)-f(a)  =  f'{€)^ 
?  (/>)  —  f  (a)       ff    (c)  ' 

c  étant  un  nombre  compris  entre  a  et  b. 
En  effet,  nous  pouvons  poser: 

/<*W(")  =  l,t  (1) 

f[b)-T(a)       *'  ''' 

P  désignant  un  nombre  bien  déterminé.  La  fonction  : 

f(b)-f{x)-P[f(b)-i(x)] 

est  nulle  pour  x  =  a,  en  vertu  de  l'égalité  (1),  elle  s'annule  pour 
x  =  b  et  sa  dérivée,  égale  à 

-/'W  +  Pî'W, 

est  finie  et  bien  déterminée  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre 
a  et  b;  on  a  donc  : 

-nc)  +  p*'(o  =  o,  ■ 

c  désignant  un   nombre  inconnu,   mais  compris  entre  a  et  A. 

Un  ne  peut  pas  supposer  f  (c)  =  0,  car  on  aurait  aussi  f'(c)  =  0, 
en  vertu  de  l'égalité  précédente, et  cela  est  contraire  à  l'hypothèse: 
donc  : 

p  =  ffl   ou    /'(*)-/»_/» 

ou    encore,   en    posant  6  =  a  +  A,   et  Q  désignant  un  nombre 
compris  entre  0  et  1  : 

/>  +  *)-A«)  =  />  +  8*) 
cp  («  -j-  A)  —  cp  (al       <p'  (fl  -|-  g  //) 

Remarque.  —  En  général,  on  applique  ce  théorème  dans  un  intervalle  «,  A 
dans  lequel  chacune  des  deux  dérivées  /"i/;,  ç'(a-)  ne  s'annule  pas. 

432.  Dérivées  partielles  du  premier  ordre  d'une  fonc- 
tion de  plusieurs  variables  indépendantes.  —  Soit,  par 
exemple,  f(x,  y,  z)  une  fonction  de  trois  variables  x,  j/,  z,  continue 
par  rapport  à  chacune  d'elles  pour  des  valeurs  données  de  ces 
variables.  On  dit  que./"  (i,  */,  z)  admet  une  dérivée  par  rapport  à  x, 
si  le  rapport  : 

f[x  +  h,  y,  s)  —f(x,  y,  z) 
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a  une  limite  finie  et  bien  déterminée  quand  h  tend  vers  zéro. 
Cette  dérivée  est  représentée  par  la  notation  f'x{x,  ?/,  z),  ou 
simplement  f'x.  De  même  f'y  représente  la  dérivée  par  rapport  à  ?/, 
et  f'z  la  dérivée  par  rapporta  z;  chacune  de  ces  trois  dérivées  porte 
le  nom  de  dérivée  partielle  du  premier  ordre.  On  les  représente 

a/    ïf    Y 

encore  respectivement  par  les  notations^-,  ^-,  ^(en  employant 

la  lettre  D  au  lieu  de  rf),  mais  alors  ^  n'est  plus  un  quotient  :  on  ne 
peut  pas  séparer  y  de  àr;  on  pourrait  employer,  pour  représen- 
ter  /y,  la  notation  -~,  rfx  /*  représentant  la  différentielle  de  /"cor- 
respondant à  un  accroissement  cta  de  la  variable  x,  en  supposant 
que  y  et   r    restent   invariables;   de  même    on    pourrait  poser 

fi     f  *\  f 

fy=-j-!-  etc..  Mais  ces  notations  sont  plus  compliquées  que  ^, 

— ...,  et  ces  dernières  sont  généralement  adoptées. 

Remarque. —  Nous  représenterons  par/j'  (x  -f  «,  .y  +  6,  -  +  c)  ce 
que  devient  £  (or,  y,  z)  quand  on  y  remplace  .r,  y,  z  par  .r  -f-  a, 
?/  +  A,  s  +  <*•••  respectivement. 


FONCTIONS  COMPOSÉES 

433.  Définition.  —  Soient  m,  *?,  w...  des  fonctions  de  x,  et 
f  (w,  v,  ?/'...)  une  fonction  de  w,  v,  w...  On  dit  que  cette  fonction 
de  .r  est  une  fonction  composée.  Pour  abréger  l'écriture,  supposons 
qu'il  y  ait  trois  fonctions  composantes  w,  t>,  w;  pour  calculer  la 
dérivée  de  la  fonction  f{u,v,tv)  par  rapport  à  a?,  on  établit  le 
théorème  suivant. 

434.  Théorème.  —  Si  w,  v,  w  sont  des  fonctions  continues  de  xy 
pourvues  de  dérivées  iir,  v'^  tvx;  si  la  fonction  f(u,  v,  ic)  admet  des 
dérivées  partielles  /*M',  f^  fw  et  si  ces  dernières  sont  continues  pour  une 
valeur  déterminée  de  x,  la  fonction  composée  f[u,  v,  w)  admet  une 
dérivée  par  rapport  à  #,  et  cette  dérivée  est  égale  à  : 

fi  u,  +  £*>'*  +  f'w  «V 

En  effet,  donnons  à  a?  un  accroissement  Aar,  les  fonctions  w,  v,  w 
prendront  des  accroissements  correspondants  Au,  Au,  Aw;  il 
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s'agit  de  prouver  que  si  les  conditions  précédentes  sont  remplies 
f{u  -f-  A  w,  v  -f-  A  v.  w  -f-  A  m»)  —  /*(«,  r,  te) 


a  une  limite  quand  ^x  tend  vers  zéro. 
Considérons  les  fonctions  : 

/•(m,  t>  +  At;,  tr  +  Air),     /"(m,  r,  w  +  àw),     /"(m,  r,  w). 

A  m,  At\  Am»  étant  regardées  comme  des  constantes.  En  appliquant 
successivement  à  ces  trois  fonctions  le  théorème  des  accroisse- 
ments finis,  on  obtient  : 

f  (u  -f  Ait,  v  -f-  Au,  u'-f  Aw)— /("»  »  +  Ai%  w  -f-  Au;)  =Am  /'m  (a-f  ÔAa,  u+Af,  tt7+Aw\v 
/'(m,  r  +  AF,  u?-f  AU')— /'("»  l%  »'  +  A  w)  =  Au  fv  (m,  r+ô'Ar,  tr+Aie) 
/'(m,  v,  tt?+AU')— /*(«,  »,  w)  =  Aie  /*'fr  (m,  t?,  id-J-6"Ait), 

0,  0',  ô"  étant  des  nombres  compris  entre  9  et  1.  En  ajoutant  membre 
à  membre  ces  identités  et  divisant  par  \x  les  deux  membres 
obtenus,  on  a  : 

f(u+  Ait,  v  +  A»,  w  +  Au?)  —  f(u,  p,  w)       A«    ., 

ïï =  AÏ  /m(M  +         '  P_hlr'  *  +  SW' 

Au    /.' 

H /„  [ut  v  -f  0'Ai\  te  +  Air) 

Aj* 

En  tenant  compte  des  hypothèses  faites  plus  haut,  on  voit  que  si 
A  a?  tend  vers  zéro,  le  second  membre  a  pour  limite  : 

< .  fu  («i  *>,  w)  +  vx.  f'v  (u,  v,  w)  +  <./■;  («,  «,  If>), 

donc,  en  supposant  remplies  toutes  les  conditions  indiquées,  nous 
pouvons  écrire  : 

W  —  lL  ^  +  11  ^Ij^K   ^L 
dx       du  '  dx       h)  '  dx       ho  "  <£r  * 

435.  Applications.—  Soit  d'abord  y  =  m  .  ».«>.  On  a,  en  appli- 
quant le  théorème  précédent  : 


y'xz=  u.vw  -f-  t/  .mm;  -f-  w'.wi;, 
on  retrouve  la  règle  relative  à  un  produit. 
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2°  Soit 

y  =  u\ 
On  a  : 

ty  ,  ày 

^l=vuv-i     et    ^=«L«; 

OU  ùv 


donc 


dy 

—  —  vuv-j .  ?/ -f  vvLu.v'=  uv-{  [viï  +  uLu.v]. 


Par  exemple,  si  u  =  v  =  a? 


rfx 


**(l  +  L*). 


Vérification.  —  Remarquons  qu'on  doit  supposer  u  positif; 
on  peut  donc  écrire  : 


uv=evLui 


par  suite 


d-uV  =  e«Lw  <*(»Lm)  =   ^  (^ 
dx  '      dx 


(^«  +  ï») 


ou 

rf.u" 
tfar 


Cette  formule  ne  diffère  pas  de  la  précédente. 
Soient  encore 


et  par  suite 


on  en  conclut 


11  =  1+--,     v  =  x, 


1        „ 

w=-^  »  =  *; 


'-^--O+SX'+S-^J- 


Digitized  by 


Google 


56  COURS  D'ALGÈBRE 

436.   Extension  du  théorème  des  accroissements  finis 
au  cas  de  plusieurs  variables.  —  Soit 

fi**  .y* z)' 

une  fonction  de  variables  indépendantes  que  nous  supposerons, 
pour  fixer  les  idées,  au  nombre  de  trois. 

Donnons  à  j\  y,  z  des  accroissements  arbitraires  /*,  À\  /,  et  suppo- 
sons que  la  fonction  f{x,  y,  z).  admette  des  dérivées  finies  et  conti- 
nues dans  les  intervalles  de  x  à  x  +  /*,  de  y  à  y  +  k  et  de  z  à  z  -f  / 
respectivement. 

La  différence 

Af=f(x  +  h,    y  +  k,    z  +  I)-f(x,y,z) 
peut  être  obtenue  en  faisant  t  —  1  dans  l'expression 

f(x  +  ht,    y+kt,     z  +  lt)  —  f[x,y,s). 

Si  Ton  pose 

f(x  +  ht,    y  +  kt,    *  +  /*)  =  *(/), 

on  a  donc  : 

A/*=  9(1)  —9(0). 

Or,  d'après  le  théorème  des  accroissements  finis, 

?(1)_  <p(0)  =  <f'(9), 

0  étant  un  nombre  compris  entre  0  et  t. 

Cette  dernière  égalité  suppose  que  cp'(/)  est  finie  et  bien  déter- 
minée dans  l'intervalle  de  0  à  1  ;  ces  conditions  seront  remplies  si 
le  théorème  des  fonctions  composées  est  applicable  à  la  fonction 
o,;/)  ;  et  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  suffit  de  supposer  que  les  dérivées 
partielles  f'x,  fv,  f'z  existent  et  soient  continues  dans  les  intervalles 
de  x  à  x  +  A,  y  à  y  +  k,  z  à  z  +  /.  Ces  conditions  supposées 
remplies,  on  a  : 

V  (/.)  =  hf'x{x  +  ht,  y  +  kt,  z  +  lt)  +  kfy  (x  +  ht,  y  +  kt,  z  +  ftj 
+  lf,{*+ht,y+ki,z  +  lt); 
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donc 

A*  +  *,  y  +  *,  5  +  /)  -  fix,  y,  5)  =  h  fax  +  9A,  .y  +  9*,  5  +  9/) 

+  */ï(*  +  9A,y  +  3*,5  +  9/J 
+  //*(*  +  M,y  +  9*,s  +  9/), 

9  étant  un  nombre  compris  entre  0  et  1. 

437.  Corollaire.— Regardons  h,  k,  l  comme  des  infiniment  petits 
du  premier  ordre,  et  posons  h  =  dx,  k  =  dy,  l  =  dz;  il  résulte  de 
la  formule  précédente  que  l'accroissement  de  f(x,  y,  z)  correspon- 
dant à  des  accroissements  dx,  dy,  dz  est  donné  par  la  formule 

«,  P,  y  tendant  vers  zéro  en  même  temps  que  dx,  rfy,  rf«, 
de  sorte  que 

a  rf x  +  P  rfy  +  7  dz 

est  un  infiniment  petit  d'ordre  supérieur  au  premier;  on  en 
conclut  que 

<*/■  3/1  M 

tLdx  +  '-Ldy  +  ldz 
ex  oy  oz 

est  la  partie  principale  de  À/*;  on  l'appelle  pour  cette  raison  la  dif- 
férentielle totale  de  f,  et  on  la  désigne  par  d/1.  Ainsi,  par  définition 

ox  Oy  cz 

Remarque.  —  On  voit  que  l'on  ne  peut  supprimer  àr  et  dx  comme 
facteurs  communs;  ni  ty  et  dy,  ni  Dz  et  dz,  car  on  aurait 

df=3df, 

ce  qui  est  absurde  ;  ceci  explique  pourquoi  il  est  convenable  d'em- 
ployer des  caractères  particuliers  pour  représenter  les  dérivées 
partielles. 
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Si  Ton  écrit -^  au  lieu  de  ^  et  de  même  -f^-  et  -fs  au  lieu 
dx  àr  <fy         *fc 

de  —    et    ~,  on  peut  poser 

1        dx         x     dy     y    '    dz 

Il  est  maintenant  permis  de  supprimer  dx,  dy,  dz,  et  d'écrire  : 
df=d,f  +  duf+dzf, 

de  sorte  que  la  différentielle  totale  est  la  somme  des  différentielles 
partielles  par  rapport  à  chacune  des  variables. 

438.  Dérivée  d'une  fonction  implicite.  —  Considérons  une 
équation  à  deux  variables 

/(*,  y)  =  o. 

Si  Ton  donne  à  x  une  valeur  déterminée  a,  on  obtient  l'équation  : 

/■(«.y)=o. 

Admettons  que  cette  équation  ait  une  solution  b,  de  sorte  que 
l'on  ait 

f(a,  A)  =  0 

et  supposons  que  la  fonction  f(x,  y)  admette  des  dérivées  partielles 
continues  ~-  et  r1-  qui  pour  x  =  a  et  y  =  b  prennent  des  valeurs 

déterminées  que  nous  représenterons  par  ^-  et  ^ .  Je  dis  que  si 

la  dérivée  ~  est  différente  de  zéro,  l'équation 

f(a  +  h,y)  =  0 

aura  une  racine  b  -\-k  telle  que  si  h  tend  vers  zéro,  k  tende  aussi  vers 

k 
zéro,  et  en  outre  le  rapport  ~  aura  une  limite  bien  déterminée  quand  h 

tend  vers  zéro.  Autrement  dit,  pour  x  =  a,  l  équation 

f{x,  y)  =  0 

définit  y  comme  une  fonction  de  x  continue  et  admettant  une  dérivée. 
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En  effet,  d'après  le  théorème  des  accroissements  finis,  on  a  : 
fl„,  b  +  P)  -AM)  =  fif'h[a,  b  +  gp)f 
c'est-à-dire,  puisque  f(a,  b)  =  0  : 

/•(a,  A  +  p)  =  p  /l(fl,  A  +  gp),        [0  <  9  <  1], 

de  même 

/•(a,  é  —  F  =  —  p  /l  (a,  A  —  g'p),        [0  <  9'  <  lj. 

Nous  supposerons  que  l'on  puisse  choisir  |3  assez  petit  pour  que 
/^(x,  y)  ne  change  pas  de  signe  quand  y  varie  de  b  —  P  à  6  +  p; 
dans  ces  conditions 

AM  +  P)       et      /•(«,*-« 

auront  des  signes  contraires,  et  il  en  sera  de  même  de 

A"+M  +  fletfla  +  M-«, 

pourvu  que  l'on  suppose  h  suffisamment  petit.  Il  en  résulte  que 
l'équation 

f{a  +  A,  y)  =  0, 

a  au  moins  une  racine  comprise  entre  b  +  p  et  b  —  0,  racine  que 
Ton  peut  représenter  par  b  +  A,  de  sorte  que  : 

f(a  +  h,b  +  k)  =  0. 

On  a,  par  suite, 

f(a  +  h,b  +  k)-f(a,b)  =  hra(a  +  U,b+Qk)+kn(a+6h,b  +  Qk); 

mais  le  premier  membre  est  nul;  donc  : 

hfâ  (a  +  *h,  b  +  6k)  +  kfb(a+  M,  b  +  •*)  =0, 

9  étant  un  nombre  compris  entre  0  et  1. 

Remarquons  maintenant  que  Ton  peut  supposer  |3  et,  par  suite, 
h  assez  petit  pour  que  f'a  (a  +  ôA,  A  +  6>&)  et  /J  (a  -{-  ô/i,  £  +  **) 
diffèrent  aussi  peu  qu'on  veut  de  fa  (a,  6)  et  de  fi  (a,  6)  ;  donc,  en 
vertu  de  l'identité  précédente,  si  h  tend  vers  zéro,  k  tend  aussi  vers 
zéro  et,  par  suite,  comme  on  a  : 

k  K  (a  +  Qh,b  +  Qk) 

*  ~       ft{a+9h9b  +  Bky 
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il  en  résulte  : 

,.     A-  f.'n.b 

limT  ~  — 


L'équation  /"(x,  y  =  0  définit  donc  une  fonction  de  x  ayant  une 
dérivée  y'  donnée  par  la  formule  : 

/•; 

OU 

/;  +  /;.  y, =o 

en  supposant  /^  différent  de  zéro. 

On  dit  que  ;/  est  une  fonction  implicite  de  x  quand  l'équation 
qui  la  définit  n'est  pas  résolue  par  rapport  à  y. 

Remarque. —  Si  l'on  admet  a  priori  l'existence  de  y'x,  cette  dérivée 
est  nécessairement  donnée  par  la  formule  précédente.  En  effet, 
f(x,  y)  étant  une  fonction  de  x,  sa  dérivée  est  égale,  d'après  le 
théorème  des  fonctions  composées,  à  : 

ïx  ^  ty  Jï 

y  satisfait  par  hypothèse  à  l'équation  f(x,  y)  =  0;  par  conséquent, 
la  fonction  f{r,y),  regardée  comme  fonction  de  a?,  étant  constam- 
ment nulle,  sa  dérivée  est  nulle  et,  par  suite  : 


430.  Dérivée  d'une  fonction    Imaginaire    d'une    variable   réelle.  — 

Soient  x  une  variable  réelle  et  f  (x)  -f-  *  ?  (#)  une  imaginaire  dont  la  partie  réelle 
et  le  coefficient  <le  z  sont  des  fonctions  continues  et    admettant   des    dérivêVs 

r  w,  ?'  ('). 

Le  rapport 

/•  (j-  f  /Q  +  i  ?  .v  -f  h)  -  [/*  (jj  + 1  ?  (j)  ■ 

que  l'on  peut  écrire  sous  la  forme 

flx  +  h)  +  f(x)  .     ?  (.r  +  /Q  -  ?  (*) 
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a  pour  limite 

/'W  +  i'rW 

quand  A  tend  vers  zéro. 
Cette  expression  est  ce  que  nous  appelons  la  dérivée  de 


f(x)+i^(x). 

Soit  par  exemple 

1 

On  a 

x  —  i    •         a;           .1 

^  ""  *«  +  1  ~~  jc1  +  1      '  a-1  +  1 

tr  suite 

,./  

1  —  a*                 2  a;             1  —  *«  +  2  i  a- 

y  x— 

(*»  +  !)»      I(Jf1  +  l)1  ""       (**  +  *)« 

on  peut  écrire  aussi 


7*  (x1— i)»- 


donc 


U'  +  t)1 


Il  est  facile  de  trouver  directement  ce  résultat.  En  effet,  on  peut  chercher  la 
limite  de 

1  /        1         _      1     \  __ i 

h  \x  +  h  +  î       a:  -f  i)  ~       (x  -f  i)  (x  +  h  +  i  ) 

et  cette  limite  est  évidemment 


\pt  +  i)"  ' 


D'une  manière  générale,  si  m,  v,  m;  représentent  des  polynômes  à  coefficients 
imaginaires,  on  vérifie  aisément  que  les  règles  relatives  à  la  somme,  au  produit, 
au  quotient,  aux  puissances  commensurables  subsistent  entièrement. 

440.  Fonction»  d'une  variable  imaginaire   —  Soient  : 

z=x+iy        et        u  =  f{x,y)+ia(x,y). 

Supposons  que  les  fonctions  f  (a\  y)  et  <jp  (a?,  ?y)  admettent  des  dérivées  partielles 
et  proposons-nous  de  chercher  à  quelles  conditions,  en  posant 

As  =  Au  H-  î  Ai/ 
A  u  =  /"(  x  -f  Ax,  y  +  Ay)  +  i  <p  (x  +  A-r,  y  +  Ay)  -  [/(a;,  jf)  +  if  (x,  y)] 
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le  rapport  —  a  une  limite  bien  déterminée  quand  A-  tend  vers  zéro,  c  est-à-dire  une 

A  - 

limite  indépendante  de  la  limit»*  du  rapport  — ^-,  ou  ce  qui  revient  au  même, indépen- 
dante du  chemin  suivi  par  le  point  M',  ayant  pour  condonnées  (x  4-  A*,  y  -f  A;/', 
quand  ce  point  vient  se  confondre  avec  le  point  M  ayant  pour  condonnées  j,  y. 
Si  nous  supposons d'al»ord 

Ay  =o 
c'est-à-dire 

AS  =  AX, 


Aw  _  f  ( t  -h  A-r.  y)  —  /"  f.r.  y)  .  ?  (>  -f  Ar.  y)  —  ?  (.r.  y) 

Aj:  Aj*  Ax 


et  par  suite 


..      At/       df    .    .  tfç 

lim  -— =  -7-  4-  *  ~r> 

A.r        «x  au: 


Supposons  en  second  lieu 

ax  =  o; 
alors , 

A:  =  i  Ay, 
et  nous  avons  : 

An    _  Z1^  ?/  -f  Ay)  —  f  (x,,/)        cp  (.*•,  y  -f  Ay)  —  frQr.  y) 
i  Ay  t  Ay  +  Ay 

d'où 

Am  .  df       rf© 

lim  r-r— =  —  1  -r-  4-  -r^. 
t  Ay  riy  ^  dy 

Ces  deux  limites  devant  être  les  mômes,  on  en  déduit  : 

dx~  dy  dx  ~~  "~  dy' 

Ces  conditions  sont  nécessaires;  je  dis  qu'elles  sont  suffisantes.  En  effet,  suppo- 
sons-les remplies  et  soit  : 

A*  =    Ax  -f  iAy. 

Alors,  en  posant  pour  abréger 

A.r=A,  Ay  =  * 
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l'expression  do  Aw  est  donnée  par  la  formule  : 

A u  ==  hfx(x  +  M,  y  +  6A)  -f  kpy(x  +  6/*,  y  +  0*)  + 
+  t  [/i?'x(* -f  M,  y  +  6ft)  f  *cpy  (*  +  M, y  +  O'Ar)] 

0  et  ô'  étant  des  nombres  compris  entre  0  et  1. 
Posons  k  =  X  A  ;  on  trouve,  en  supposant  que  x  ait  pour  limite  l 


i_     5^  +  'rfy+>    \3x  +  i3y) 


..      Att 
Or,  en  remplaçant    *j*   par  -^-  et  -f-    par   -~,    on  a  : 

<R  +i*t  +  ii(*r  +  ijt\ 

..     Aï*       rf.r  ^     <fe  r       \c/x  ^     rfjr  /        df  t    .d<? 

lim  r~  — r — p-r^ =  t1  +  *  -r  • 

As  1   -f  il  d;r  dx 

donc  les  conditions  précédentes  sont  suffisantes. 

Si  f  (z)  désigne  un  polynôme  A  coefficients  réels  ou  imaginaires  on  vérifie  facile- 
ment que -les  conditions  précédentes  sont  remplies,  et  l'on  voit  en  outre  que  la 
dérivée  f  (z)  s'obtient  par  la  même  règle  que  la  dérivée  d'un  polynôme  entier  à 
coefficients  réels. 

Considérons  encore  la  fonction 

u  =  ex  "*" yx  ou  ex  (cos  y  +  i  sin  y). 
Dans  cet  exemple  : 

f  (a-,  .y)  =  ex  cos  y,  ?  (x,  y)  =  e*  sin  y 
par  suite, 

df       ^  rf<P         *  rf/"  *   .        '/?         .r   . 


donc  on  a  bien 


On  en  conclut  que 


dœ       dy  '  dy  dx' 


rf'**,       =  e*  (cos  y  +  «sin  y)  =  <?*  +  <", 

Le  théorème  des  fonctions  de  fonctions  subsiste.  Soient  : 

u  =  9(s)et  v=f(u), 
on  a 

dv^df    du 
dz       du  '  dz 

en  supposant  que  /*  (w)  ait  une  dérivée  par  rapport  à  u  et  que  u  ait  une  dérivée  par 
rapport  à  z. 
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DÉKIVÉES  SUCCESSIVES  DE  QUELQUES  FONCTIONS 

441.  Nous  savons  déjà  comment  on  calcule  les  dérivées  succes- 
sives d'un  polynôme  entier. 

Nous  avons  trouvé  que  la  fonction  ax  a  pour  dérivée  axLa;  la 
dérivée  seconde  de  a' est,  par  suite,  égale  à  a* (La)2,  la  troisième 
à  a*  [La)* et  la  est  »e,  a' (La)'1.  La  ne  dérivée  de  e*  est  e*. 

Nous  avons  trouvé  que  la  dérivée  de  sin  (x4~«)est  sin(,r-f-«  +  rY 
On  en  conclut  que  la  dérivée  n°  de 

À  sin  x  -f-  B  cos  x 
est  égale  à 

A  sin  ( x  -f-  n  -  j  +  B  cos(x  +  n  -  V 

442.  Dérivée  ne  de  [x  —  a)-*.  —  Soit  : 

y  =  (x  —  «)""*. 

On  a  : 

y"     =    *(*   +     1)    (j  —  fl)-«*+*î 

y*  —  —  *  (A  +  1)  (*  +  2)  (x  —  <!)-«*+*). 
Je  dis  que,  dune  manière  générale: 

y<n)  =  (_l)n  A  (A  +  1)  ....  (A  +  H  —  1)   [X—  a) -<*+»>. 

En  eifet,  la  formule  est  vraie  pour  n  =  1, 2, 3.  Supposons-la  vraie 
jusqu'à  n  =;;,  je  dis  qu'elle  sera  vraie  pour  n  —  p  +  1.  Soit  : 

yW  —  (—  1)1»  A  (A  +  1) (A  +  p  —  1)  (x  —  a)  -*+*), 

« 
on  en  déduit  : 

yfr+l;  =  -   (_  1);>  A  (A  +    1)    ...     (A  +  ,,  -   1)  (A  +  p)    (X  -  «)-l*+*.-l; 

c'est-à-dire  : 

yW-D  =  (—  l)P+i  .  *  (A  +  1) (A  +p)  (X—  fl)-<*-HH-i). 

donc  la  loi  est  générale. 
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Application.  —  Soit  : 

Ax  +  B 


x'  —  «' 


On  vérifie  facilement  l'identité  : 

x*  +  a*  x  —  a  x  +  a 

par  suite  : 

En  particulier,  soit  : 

1 


2/  = 


s2+1 
On  peut  écrire  : 

=  i  r_i l__] 

par  suite  : 

Posons  x  =  cotg  «  ;  on  aura  : 

,    *     ,     m*    »  m  *      ,       ^T  sin  n«  sin  "a        1 

,/«-»)  — (— 1)«-».  1.2...  (n  — t)    ; — — — r—  : — — r 

•'  '  L(cos  «  +  *  sina)n      (cos« — isin«;nJ 

ou 

y(n-i)  __  ^ —  jjn-i    |    2 (n  —  1)  sin  n«  sin  na. 

Si  l'on  remarque  que  y  est  la  dérivée  de  arctg  a?,  on  voit  qu'on  a 
obtenu  la  dérivée  ne  de  arctg  x. 

Autre   méthode.  —  On  peut  obtenir  d'une  autre  façon  cette 
dérivée. 

Posons  : 

y  —  arctg  #, 

II.  B.    MBWEKOLOWDKI.  AL0B8RB.  5 
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on  a  : 

y  =  cosa  y  —  cos  y  .  cos  y, 

par  suite  : 
y'  r=  —  2  cos  y. sin  y  .y  =  —  2  cos3  y  .  sin  y  =  —  sin  2 y . cos*y. 

De  même  : 
y™  =  —  (2  cos  2y.cos2  y  —  2  cos  y  .  sin  y  .  sin  2 y)  .  cos8  y, 

ou 

y;=  — 2cos3y.  cos3  y. 

Je  dis  que  Ton  a,  en  général  : 

y(n)  —  (_  i)n-t  .  1. 2  ...  (n  —  1)  cos"  y. sin  n  (|  —  y\ 

En  effet,  la  loi  est  vérifiée  pourn  =  1,  2,  3.  Supposons-la  vraie 
jusqu'à  la  valeur  p  de  n,  et  soit  : 

yO0=  (_  1)p— *  .1.2 (p  —  1)  cos*y.sin/>/|  —  y^ 

on  aura  : 

ou 

yO+« = (_  1;p  i.2..„#/,rgin  y  <si|1  p^j  _  ?/^  +  cos  yxw  p/«  _  ^IcosT*"1  y. 

Or,  l'expression  entre  crochets,  est  égale  à 
cos[pg-y)-yJ 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  : 

Sin   (;,+  |)Q  — y). 
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Si  Ton  remarque  que  : 


67 


on  voit  que  ce  résultat  coïncide  avec  celui  que  nous  avions  déjà 
trouvé. 

443.  Formule   de   Leibniz.  —  Soit  y  =  uv.  On  se  propose  de 
trouver  la  dérivée  ne  de  uv. 
On  a  : 

y'  =  vu    -f-  uv 

y*  =  vu"  +  2uv  +  wu" 

ym  =  vum  +  3  v  u"  +  3  ii V  +  uvw. 

Je  dis  qu'en  général  : 

y»  =  Moo.  „  +  (£„(*-».„' 4.  Cîwt*-»).  »*+... +  GT!.ti(»^H.oO^«) + 
CJ  «<"-*.  t>w  + 4-w.vî»). 

Supposons  la  loi  vérifiée  jusqu'à  la  dérivée  nème  et  calculons  la 
dérivée  d'ordre  n  +  1. 

On  voit  immédiatement  que  cette  dérivée  est  donnée  par  la 
formule 


+ +  cr' 

+  1 


M(«-» .?,"+ +  G5-1 


M(»-H-i) ,  v(p) 


mais, 


CS-1  +  CS  =  Cï+1, 


"donc,  la  loi  est  vraie  pour  la  dérivée  d'ordre  n  +  1.  Elle  est  donc 
générale  puisqu'elle  a  été  vérifiée  pour  les  trois  premières  dérivées. 
On  peut  écrire  symboliquement  : 


y 


fin) 


:(«  +  *) 


en  convenant  que  (m  +  v)n  représente  le  résultat  obtenu  en  déve- 
loppant (u-f-  v)n  par  la  formule  du  binôme,  et  remplaçant  le 
terine  CS  un~p  vv  par  Cîî  vp-^  v{p\  u^p)  représentant  la  dérivée 
d'ordre  n  —  /;  de  m  et  v(p)  la  dérivée  d'ordre  p  de  v;  en  outre,  les 
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termes  ir*  et  r*  devant  être  remplacés  respectivement  par  u'U).c 
et  u.c. 

Remarque.  —  On  obtient  très  simplement  la  formate  de  Leibniz 
en  remarquant  que  la  dérivée  «*  est  évidemment  de  la  forme  : 

Kh    .  r  —  A,  a  '"'■.  r  — —  A,  tir*  , 

les  coefficients  A.  A, A»  ne  dépendant  pas  de  la  forme  parti- 
culière des  fonctions  u  et  r.  Or.  si  Ton  pose  u  =  ***.  r  =  e*x,  on  a  : 

y  =  ^^ 
par  suite 

y  ->  =  [a  -f  *■■  .  e" .  <** . 

et  Ton  peut  écrire  : 

yr")  =  «-.e".e**  +  Ci.a— «.éf  .6e**  +  (î.a"-i-e".6».  e*  + 

+  C£.  *■-*  e" .  A>.  e*»  +.-..  +  6".  «**. 

Le  terme  général  est  C£ .  w*"10  -  »(|,) ,  donc  le  coefficient  Aj,  =  C£- 
444.  Applications.  —  Soit  la  fonction  y  =  e"* .  cos  6x. 
Si  l'on  pose  u  =  e**,  v  =  cos  éx. 
On  a: 

par  suite  : 

yo»)— <**   a*Xoste+fia"-|A.cosfte+£j+^^^ 

+ +  ^COS  (**  +  •!?)  J 

On  peut  procéder  autrement.  Posons  : 

z  =  e'x  (cos  bx  +  t  sin  &rj  =  e{û  +  ib)z, 
on  a 

^)  =  (a4-t6)n.e(a  +  ,'ft)x=(a+^)n.eflJ   cos  bx  +  îwn  A*); 
donc 

z[l>—  Un  +ma       b YT~  ~123 —  a       * +— |(cosfc;r+lsin^)*    • 
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Si  Ton  développe  le  second  membre,  la  partie  réelle  sera  la  dérivée  n"  cherchée 
le  coefficient  de  i  sera  la  dérivée  n*  de  la  fonction  :  * 

t'  =  e**.sin  bx, 


on  a  ainsi 


,4,[«»-«Û£!«-».6+ ] 

+  e".  sin  6xp— .6+"(W-11S()3("-2«''-3-6,+ ] 

+  f*.  sin  **[««  -  S^l»  a— ».*•+ ] 

£•  Trouver  la  dérivée  «*««  de  e**. 

Soit  y  =  e*  ;  en  remarquant  que  a-1  a  pour  dérivée  2.r,  on  trouve  : 

y'=2xy 
y"  =(4  *»+8).V 

y'"  =(8:r«  +  12T)  .y. 


En  général,  on  aura 


?/(,,)  =  y.P„ 


(1) 


(2) 


PM  =2n.xn  +  A,  r"-1  -I-  ô2  *"l~  v  + +  6p*»-»P  +  , 


On  vérifie  aisément  cette  loi,  et  il  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  les  coefficients 
à  ,  t>£, *, Pour  cela,  remarquons  que  l'équation  (2)  donne  : 


et  par  suite 


>/n+,)  =  (rn  +  i*K)y 


P,1  +  1  =  2*Pn  +  P'H 


La   formule  dp  Leibniz  appliquée  à  l'équation  (1)  montre  que  : 

et  par  conséquent 

P,1  +  1  =  2-rPn  +  2«Pn_I. 

Les  équations  (3)  et  (4)  donnent  cette  relation  : 

P'„=2nP.,    . 


(3) 


(4) 
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ou,  hi  rhangeant  »«*nn*  1  : 

F.  +  I  =  8(»-ri    P.- 

Prenant  les  dérivées  des  «ieux  membres  de  l'équation  '3  : 

f.* ,  =  *'»*.  +  *  P.  +  P".=  <fc 

donc  enfin  : 

PM  -h  «  x  P*H  —  2  n  Ph  =  o. 

Si  l'un  remplace  dans  cette  identité  Pn  par  son  expression  au  moyen   de  j*,  on 
trouve  en  annulant  le  coefficient  de  jrn~  *  : 

h   —A  '"  --  2/pH-  Sj  ta  —  2  p  +  1  > 

On  a  ainsi  successivement 

nln  —  1) 
4 

(»  — 2)     ;i  —  3) 


*»  =  *•  4 


*=* ÏX 


.    _  k         (7i-îp+2)   (n-8p  +  1) 


et  par  suite,  en  remarquant  que  60  =  2* 

.    _  2u- »P  n(w-l) (n-gp  +  1)  (f> * 

P~  '  1.2 p 

3#  »Soi7  à  trouver  la  dérivée  nè0ic  rfc  f  ^x1)  en  supposant  connues  les    dérivées 
def(x). 
En  posant 

x*  =  u,  et  y  =  /*(*«), 
on  trouve  aisément  : 

or,  il  est  évident  que  les  coefficients  pf  P8 $p  sont  indépendants  de  la  forme  de  la 

fonction  /»;  donc  fy,  est  égal  au  coefficient  bp  donné  par  la  formule  (6). 
Soit,  par  exemple  : 

/*(.r»)  =  (*»+«)-«*, 

on  a: 

fn- ^  (U)  =  (-!)»- ''.  f*(^4-  1)  (u  +  H-p-i)  (*«  +  ar(|fc  +  w"')i 
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donc,  en  posant 


y=(x*+ar*,        9 


y(M)=2(-lJH",'-|*(f*+i) (n+n-p-l).2 


^,»("-i) (*-*P+4)        ■*' 


11-ty 


*■* /'  'u-t+fljH-"-'' 


Si  n  est  pair  on  fera  varier  p  depuis  o  jusqu'à  -   et  si  n  est  impair,  depuis  o  jus- 

,.«  — 1  ,  „  .„  n(w  —  1) (n  —  2  +  1)  t.     .  , 

qua — - — ;  on  remplacera  d ailleurs  — ^— - — par  limité,   quand 


on  fera  p  =  o. 


1.2. 


EXERCICES. 


Calculer  les  dérivées  des  fonctions  suivantes 


1.  y  =  v'.r  —  1 


\x  —  1 


2.  y  =  x  (L*-l) 

3.  y  =  e*  (x— 1) 

4.  y  =  L  arcsin  x 
h.  y  =  L  arccos  .r 

6.  y  =  L  arctg  x 

7.  y  =  L  ArgSh  .r 

8.  y  =  L  ArgCh  o; 

9.  y  =  L  ArgTh  a; 

10.  y  =  arcsin  2xjt—x* 

11.  y  =  arcsin  (3a?  —  4a;1) 

12.  y  =  arcsin  (16  x*—  20  x*  -f  5jt) 

13.  y  =  arccos  (2x*—l) 

14.  y  =  arccos  (4x,—3j) 

15.  y  =  arccos  (8x*— &r»  -f  1) 


Rép.  y7  = 


2(VÏ=Ï)8 
?/  =  L* 
y'  ^  jc/ 


1 


y  1— -c«  arcsin  x 

yl+a-*  arccos  .r 
1 


*        (1  -f  x%)  arctg  x 

,__ 1 

~~  y'ar*+l  ArgSh  .r 


y  = 


vAt*+1  ArgCh  x 

1 

(1— a:»)  ArgTh  X 


y  = 


y'  =  db 


y  =  =«= 


V'1-hr1 
3 

y'i— x« 
5 

yl—  jt» 


y  =  ^ 


y  =  =F 


v  =  =p 


18.  y  =  ArgSh2x  y/l+x». 


yl— ./.« 
3 

y/l—x* 
4 
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Expliquer  les  résultats  obtenus  pour  les  n**  10,  11, 12,  13,  14, 13,  16. 
17.  On  pose    Ll±±f{x) 

Irouver  les  dérivées  des  fonctions. 


/Q  +  -r\    _       /a+b+x  +  abx\ 
y~~'  \a+ax)'  z  —  \l  +  ab  +  (a  +  b)x) 


2 

on  trouve  y»  =  z'  =  ,__   , 

Expliquer  ce  résultat. 
18.  Trouver  la  dérivée  de 


.    v* — e*.sin.T 

y  =  arcsin  - 

1  —  <?,co?  x 


J\ et 

Réponse  :  '/= 


i  —  e.cos  x 


—       *       f     - Sin  r                b  l^a%      b%  Sin  T\\ 

*      ~~  a*  —  b*  [a  +  b  cos  x     s'a*  __  frt  arc  ?    \  b  +  a  cos  x  )  J 

1        |~    a  sin  x             2  6  /a  —  b          i     \  ~| 

»•  »=snrïi  L^MÏ^Tx-^f^  arc*  V^i=P  lg  ixjj 

1        f     «  si»  *                  6  /  6  -f  tf  cos  .r  \"| 

21 .  y  =  — -     — — ==-  arccos  I —r J 

a*  —  />*  [/i  -f  6  cos  x     Nfl*__6*  \  a  +  o  cos  .?•  /  J 

__       1        f"    fl  sin  x               b  (b+a  cos  ,r-f-  yft«— <i«  sins  ^ 

û*  —  A*  |  «  -{   6  cos  x     y'ut  _  ^1  \              a -|-6  cos  j             /J 


Ces  quatre  fonctions  ont  la  même  dérivée  : 

cos  x 


y 


a  -+-  b  cos  .r 


■;--L,N,'+x*  +  xN'*_     1      ., 

'  iJj  1     _    .1-1  J    ./S" 


23.  y  =  — p  L  >'  t*  --r-\*  __  _L_  arcsin  . x V * 


A  yl  2  l-.r»  4^  l+.r» 

Réponse  : 


19  ""  (i  -  *')  y!  +  * 


.     Les  numéros  1, 2,  3,  4,  5,  G,  10, 17, 18, 19,  20,  «1,  22,23  sont  empruntés  à  l'aigu 
de  M.  J.  Bertrand. 


24.  Trouver  la  dérivée  de  ee- 

X 

25.  Trouver  la  déri  véo  de  .r r 


Digitized  by 


Google 


DÉRIVÉES  ET  DIFFÉRENTIELLES 

Trouver  les  dérivées  des  fonctions  suivantes  : 
26. 


,-K-+# 


27.  y  =  arcsin  (x  y'i  —  a*  +  «  \/l  —  .?•*) 

28.  y=e'retg7; 

i 


29.  y  =  arctg 


x  -f  1 


30.  y  =  arctg  ^r  -f  v'-***  —  l) 

31. 


€ 

y  =  arcsin  — 


52-  y  =  arcsin  (r  -f  v'jp  -f-  l) 


3/ 

33.  w  arcsin   \'x  +  « 


y  =  arctg 


34. 

35.  y  =  arcsin 


a? 


36.  y  =  arctg   — 

37.  y  =  arccos  e^ 


38.  y=LarctgU-*  +  vV-D 

39.  y  =  arctg 


v'F 


-f-  cos  .r 

40.  Trouver  la  dérivée  de  la  fonction  y  définie  par  l'équation 

.r«  -f  y«  =  «Vearc  l,r; 

41.  j%  y,  z  sont  des  fonctions  d'une  variable  /,  ayant  pour  dérivées  premières  et 
secondes  y,  y',  *',  *",  y",  5"  et  vérifiant  l'équation 

.r*  -f-  y«  -f  z»  =  1. 
Montrer  que 

AC—  B*  —  A"  =  D1, 
en  posant 

A  =  x'*  +  y'*  +  z'« 

B  =  x<x"  +  y'y"  +  z' z" 

C  =  x"1   +V'1  -f  s"» 

D  =  x(y'z"~zy")  +  y  (z'.r"  — .r'2";  -f  f  (.T'y"— y'»1). 

(E.  Catalvn'. 
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42.  Montrer  que  la  fonction  .y  définie  par  l'équation 

arc  cos-  =  log^-l 
vérifie  l'équation 

43.  Trouver  la  dérivée  nf  de  l'expression 

x*  (1  —  x/1 

Vérifier  le  résultat  obtenu  en  développant  d'abord  xn  (1  —  x)n  par  la  formule  du 
binôme. 

i 

44.  Calculer  la  dérivée  n*  de  eB .  Montrer  que  cette  dérivée  est  de  la  forme 


>)=hlL".P,j 


Pn  étant  un  polynôme  entier  de  degré  n  —  1.  Prouver  que  ce  polynôme  vérifie 
l'équation 

**  K  -  [l  +  *  {»  -  «  *]  K  +  n  (n  -  1)  Pn  =  0. 

45.  Trouver,  en  appliquant  la  formule  de  Leibniz,  la  dérivée  tic  de  la  fonction 
arc  sin  x. 

1 

46.  Trouver  la  dérivée  «■  de    — ■ — -     en  écrivant    y  (1  -f  x%)  =  1. 

1  -}-  a*1 

47.  Si  l'on  pose 

y  =  (x  —  a)  («  —  h) (x  —  0 

on  a  : 

y("-l.  2 p.Sm_p 

Sm      désignant  la  somme  des  produits  m-pàw-p  des  binômes  a:  —  a,  x  —  ô, 
a:  —  /. 

48.  P  et  Q  étant  deux  fonctions  de  x,  on  a  : 

p  Q(,w)  =  (P  Q)(w)  —  w,  (P'  Qym-|)  +  t^  (F  Q)(m-2>  - -f  (-  l)w  P(m)  Q 

mf,  m,, étant  les  coefficients  binominaux. 

(Delaunay). 

48.      X,  Xi, Xn  et  y  étant  des  fonctions  de  xy  montrer  que  si  l'on  pose  : 

*y  -  (x,y)'  +  (x,y)"- +  (-i)n  (x„y)(n)=^  +  f*,.y'  +  rW+ +  i"*vw 

ji,  jx, p,n  étant  des  fonctions  de  #,  réciproquement  : 

W  -  (t*ty)'+  ta  VT  -■•.+(-  Wf*»iy)W  =  ty+  Xi  .V'  +  X,/  +  . . .+  X„  y<-> 
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50.  On  pose  : 

?»(*)  =  — — — 

Pi 

et  Ton  suppose  que 

<p0(a?)==l, 
prouver  que 

•.*)(')  =  ?!»-*(*  —  *?) 

Prouver  que  tout  polynôme  /»  de  degré  m  peut  se  mettre  dans  la  forme  : 

f[x)==\0o0{x)  +  lî9£x)+  xs<PlW  +  . . .+  xw?m(*) 

>h,,  X,,  ...  Xw  étant  des  constantes.  Calculer  ces  constantes. 

(Halphen). 

Cas  particulier  :  f(x)  =  (x  -f  «)m.  On  trouve  : 

(*  +  «)"  =  a"  +  ro.r  (J  +  a)"-1  +  ^^J  i*r  -  *p)  (2p  +  a)»"* +.. . 


m— i 


+  x(.r  -  mP) 

Cette  formule  ne  diffère  pas  de  la  formule  d'Abel  ;  en  efTet,  si  nous  permutons  a 
et  x  et  changeons  p  en  —  6,  il  vient  : 

+  wfw^\;-(7P+i)a(«+f>ér'  (—  P6f-  + ... 

51.  P  et  Q  sont  deux  polynômes  entiers,  liés  entre  eux  par  l'équation  : 


y/1  —  p»  =  Q^T— *t 

Vérifier  que  : 

P'  a 


^1  —  P1  ""  v/1  —  *«' 

a  étant  une  constante. 
Si  l'on  pose  P  =  sin  cp  cette  équation  prend  la  forme 


¥ 


x       Jl—x* 

donc  les  fonctions  <p  et  arc  sin  x  ont  môme  dérivée  ;  par  suite 
ç  =  a.  arc  sin  x  -f-  Ctp, 
P  =  sin  [a.arc  sin  x  +  Cle]. 
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52.  Si  l'on  pose  cosa  =  .r,  m  étant  un  entier,  on  trouve  f  (x)  =  cosma,  f(x) 
étant  un  polynôme  entier  en  x  de  degré  m. 

De  même,  si  m  est  un  entier  impair,  on  peut  exprimer  sin  ma  en  fonction  entière 
de  sin  a  =  x  par  une  équatation  de  forme 

?  (x)  =  sin  ma 

Si  m  est  pair,  on  a  une  équation  de  la  forme 

4>  (x)  =  sin  ma 


<};  (.r)  étant  égal  à  un  polynôme  entier  en  x,  multiplié  par  y'i— x*. 
Prouver  que  les  polynômes  /  (x),  ?  (x)et  l'expression  <j»  (x),  vérifient  l'équation 

m*  (i— *«)  =  x'»  (1-x*). 

53.  Prouver  que  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  l'expression 

f  (x)  =  Xe"  +  Be6j  +  Ce"  -f +  Ulx 

soit  identiquement  nulle  quel  que  soit  x;  a,  6,  e...  /  étant  des  nombres  réels 
inégaux,  sont 

A  =  o  B=  0  C=o...   I,=ro 

(ClL'CHY). 

—  On  considérera  f  (x)  et  ses  dérivées  pour  x  =■  o. 

54.  Trouver  les  conditions  pour  que  l'expression 

eax(K+Atx+ktx*  + +  A/)  +  eb'(B+B1i  +  Bir«+ -f  B,x>)  + 

soit  nulle  identiquement 

(Méray). 

55.  Soit  z  =  f  (x)  +  1  ç  (x).  Montrer  que  si  x  varie  de-»à  +  »,lp  module 

de  z  est  croissant  ou  décroissant  suivant  que  la  partie  réelle  de  -  est  positive  ou 

négative. 

(Poisedx). 

56.  Si  la  fonction  f  (z)  =X  4-  Y/  où  2=  x  -f  yi\  admet  une  dérivée,  démontrer 
que  si  le  point  (x,  y)  décrit  deux  courbes  se  coupant  en  un  point  a  sous  un  angle  «, 
le  point  (X,  Y)  décrira  deux  courbes  se  coupant  au  point  A  correspondant  à  a,  sous 
le  même  angle  «. 
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CHAPITRE   III 

APPLICATION    DES  DÉRIVÉES  A  L'ÉTUDE  DE   LA   VARIATION 
DES  FONCTIONS 

445.  Théorème.  —  Si  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre 
a  et  by  la  dérivée  f\x)  est  nulle,  la  fonction  f{x)  est  constante  dans 
V intervalle  [a,  b). 

En  effet,  soit  a  +  Aun  nombre  compris  entre  a  et  b  ;  d'après  le 
théorème  des  accroissements  finis, 

f(a  +  h)- f{a)  =  h  f'(a  +  9h)      (0  <  9  <  1) 

or,  a  -f-  Q  à  étant  compris  entre  a  et  b  : 

f'{a  +  9  h)  =  0 
d'où  il  résulte  que  : 

f{a  +  k)  =  f{a); 

l'égalité  précédente  exprime  évidemment  que  la  fonction  proposée 
conserve  une  valeur  constante  quand  x  varie  de  a  à  b.  On  verrait 
de  même  que  f(a  +  h)  =  /*(*),  de  sorte  que  f(a)  =  f(a  -f  h)  =/\é). 

446.  Théorème.  —  Si  deux  fonctions  ont  des  dérivées  égales 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  deux  nombres  a,  b;  leur 
différence  est  constante  dans  cet  intervalle. 

En  effet, 

f  l*)  —  <?'  (*) 
est  la  dérivée  de 

par  conséquent  l'égalité 

/»  =  <?»     ou     /"(a)-,' (a)  =  0 
exprime  que  la  différence 

A*)  —  <?(*) 

conserve  une  valeur  constante  quand  #  varie  de  a  à  6. 

447.  Corollaire.  —  Soient  u  et  v  deux  fonctions  de  x  ayant  respec- 

u1      v' 
tivement  pour  dérivées  u   et  v'  ;  si  les  dérivées  logarithmiques  —  et  - 

sont  égales,  le  rapport  -  est  indépendant  de  x. 
En    effet,  supposons  d'abord   que   u  et  v  aient    des    valeurs 
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positives  :  -  et  -  sont  les  dérivées  de  Lu  et  Lv;  ces  deux  dernières 
r  w        v 

fonctions  ayant  des  dérivées  égales  par  hypothèse,  Lu  —  Lu  est  une 

u 
constante,  ce  qui  revient  à  dire  que  L  -  est  une  constante  ;  donc  il 

en  est  de  même  de  -. 
v 

Supposons  maintenant  que  u  ait  une  valeur  négative  ;  la  dérivée 

—  w'  —  u 

du  logarithme  de  — u  est ;  on  en  conclut  que est  cons- 

—  u  v 

m 
tant,  par  suite  -  est  aussi  constant,  etc. 

v 

t/        ri 

On   peut  encore  dire  que   l'égalité  —  =  ~  entraîne  celle-ci  : 

.  u       v 

m  —  uv'        x  /wy 

vu  —  uv'  =  0  ou —  0  ou  encore  f  -  \  =  0  par  suite 

u 

-  =z  constante. 

v 

448.  Théorème.  —  Si  la  fonction  f(x)  est  continue  et  croissante 
dans  l'intervalle  de  a  à  b,  et  si  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  a  et  b  elle  admet  une  dérivée  f  (jet),  cette  dérivée  ne  sera  négative 
pour  aucune  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  b;  ni  constamment  nulle 
dans  un  intervalle  compris  entre  a  et  b,  quelque  petit  qu'il  soit. 

En  effet,  soit  xQ  un  nombre  compris  entre  a  et  b.  On  a  par 
hypothèse  : 

quand  h  tend  vers  zéro. Mais  la  fonction  étant  croissante,  te  rapport  : 


est  positif,  pourvu  toutefois  que  x0  +  h  soit  compris  entre  a  et  by 
ce  qui  a  lieu  dès  que  h  est  suffisamment  petit  en  valeur  absolue  : 
il  en  résulte  que  la  limite  f  (x0)  est  positive  ou  nulle. 

Soient  a:,,  xÈ  deux  nombres  compris  entre  a  et  b.  On  ne  peut  avoir 
f  [x)  =  0  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  xt  et  xv  car 
la  fonction  f(x)  demeurerait  invariable  dans  cet  intervalle,  et  par 
suite  ne  serait  pas  croissante  dans  tout  l'intervalle  de  a  à  b. 

Réciproquement. — Sif'[x)  n est  jamais  négative  dans  l'intervalle  [a  %b) 
et  si  en  outre  f'(x)  nest  constamment  nulle  dans  aucun  intervalle  com- 
pris entre  a  et  b,  la  fonction  f(x)  est  croissante  quand  x  varie  de  a  à  //. 
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En  effet,  soient  x0  etx0  +  h  deux  nombres  compris  entre  a  et  b; 
d'après  le  théorème  des  accroissements  finis  : 

f{*.  +  h)-f[xj=hf[x.  +  9h)' 

0  étant  compris  entre  0  et  1.  Par  hypothèse,  x0-\-tjh  étant 
compris  entre  a  et  b,  on  a  : 

/>„  +  9/,)>0 

donc,  en  supposant  h  >  0,  on  en  conclut  : 

f(xa  +  h)-f(xB)>0.  [i) 

Soit  k  un  nombre  positif  plus  petit  que  A,  on  aura  aussi  : 

n*.  +  i)-n*.)>o  (2) 

A*.  +  A) -A*. +  *)><>;  (3) 

or  si  la  différence 

était  nulle,  on  aurait  nécessairement  pour  toutes  les  valeurs  de  k 
comprises  entre  0  et  h  : 

/>o+*)-/Vo  +  *)=0, 

car  si  lune  de  ces  différences  est  positive,  leur  somme  égale  à 
f(x0  -f-  h)  — f(x0)  est  aussi  positive;  mais  alors  f(x)  conserverait 
une  valeur  constante  dans  l'intervalle  (x01  xQ  +  A),  et  par  suite 
f  (x)  serait  nulle  dans  tout  cet  intervalle,  ce  qui  est  contraire  à 
notre  hypothèse  ;  donc  on  a  : 

/>.  +  *)>/•(*«) 

et  par  conséquent  la  fonction  est  croissante. 

Remarque.  —  Si  Ton  suppose  f  (x)  >>  0  pour  toute  valeur  de  x 
comprise  entre  a  et  b,  la  démonstration  se  simplifie  et  Ton  a 
immédiatement  : 

f(x.  +  h)-f(xo)>0, 

en  supposant  toujours  h  >  0. 

449.  Théorème.  —  Si  la  fonction  f[x)  est  continue  et  décroissante 
dans  r intervalle  de  a  à  b,  et  si  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  a  et  b  elle  admet  une  dérivée  f  (x),  cette  dérivée  ne  sera  positive 
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pour  aucune  valeur  de  x  comprises  entre  a  et  b,  ni  constamment  nulle 
dans  aucun  intervalle  compris  entre  a  et  b  et  réciproquement. 

La  démonstration  est  identique  à  celle  du  théorème  précédent; 
il  n'y  a  à  changer  que  le  sens  des  inégalités. 

450.  Remarque.  —  Il  est  indispensable  de  supposer  la  fonction 
f  [x)  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  b  : 
ainsi  par  exemple  soit  : 


y 


c  —  x 


c  étant  un  nombre  quelconque  ;  on  a 

1 


y 


{c  —  xf 


cependant  la  fonction  n'est  pas  croissante  quand  x  varie  de  —  oc 
à  +  °°>  car  e^e  est  discontinue  par  x  =  c  et  quand  x  atteint  et 
dépasse  cette  valeur  critique,  y  devient  infinie  et  passe  brus- 
quement de  +  oo  à  — oo.  Mais  si  h  désigne  un  nombre  positif 

1 

aussi   petit  qu'on  veut,    la    fonction   est    croissante  dans 

l'intervallle  de  —  oo  à  c  —  A,  et  aussi  dans  l'intervalle  de  c  -f-  h 
à+oo. 
Pareillement,  la  dérivée  de   tgx  est  1  +  tg*x;   si  x  varie  de 

0  à  -  —  h,  par  exemple,  h  étant  un    nombre  positif  aussi  petit 

té 

qu'on  veut,  tgx  est  croissante  ;   il  en  est  de  même  de  -  +  h  à. 

q 

-  7r  —  h.  Mais  si  x  traverse  en  croissant  la  valeur  critique  -,  tgx 

varie  brusquement  de  +  oo  à  —  oo. 
Il  n'est  pas  nécessaire  que  la  dérivée  soit  continue.  Par  exemple, 

yjx  a  pour  dérivée  ;^7="î  ;  cette  dérivée  n'est  jamais  négative  ni  nulle  ; 

elle  est  infinie  pour  x  =  0.  La  fonction  v^  est  croissante  quand 
x  varie  de  —  oo  à  -f-  q^ 

451.  Théorème.  —  Sait  f(x)  une  fonction  ayant  une  dérivée  f1  (x); 
on  suppose  que  f  (x)  s'annule  pour  x  —  a;  si  Von  peut  trouver  un  nom- 
bre  positif  «,  tel  que  f'(x)  conserve  un  signe  invariable  quand  x  varie 
de  a  —  a  à  a  et  qu'il  en  soit  de  même  quand  x  varie  de  a  à  a  -f-  «y  fc 
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f'U)  .  .  - 

rapport  ■  sera  négatif  dans  le  premier  intervalle  et  positif  ians  le 

second. 
En  effet,  donnons  à  x  une  valeur  comprise  entre  a  —  «  et  a  : 

a  —  a  <  x  <  a 

et  supposons  /"(x)  >  0.  Alors  la  fonction  est  croissante  dans  l'in- 
tervalle de  a  —  «  à  a;  donc  on  a  : 

/•(*)<  A") 

c'est-à-dire 

/»<0; 

par  suite 

™<o. 

Si  au  contraire  on  suppose  /\^)<0,  la  fonction  est  décroissante, 
par  suite  on  a 

/»>/"(«)     ou     /"(*)>o, 
et  par  conséquent 

r  ■:■*) 


On  verra  de  la  même  manière  que  le  rapport  — y  est  positif, 


i  même  mai 

si  Ton  suppose 

a  >  #  >  a  +  *• 

Remarque  I.  — On  peut  présenter  autrement  la  démonstration. 
Supposons  /*  moindre  que  «en  valeur  absolue;  on  a 

c'est-à-dire  : 

/■(a  +  A)  =  A /"(a +  fl  A). 

Mais  /'  (a  -f-  9  A)  a  le  même  signe  que  /"  (a  +  A)  ;  donc 

/"(«  +  *) 
/■(a+A) 

a  le  signe  de  A,  ce  qui  démontre  la  proposition. 

II.    —    B.    KIIWEKOLOWSKI.  ALOÊBRK.  0 
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Remarque  II.  —  Si  une  fonction  <p  (x)  est  continue  pour  x  =  « 
et  si  <y  (a)  est  différent  de  zéro,  on  peut  trouver  un  nombre  «  tel 
que  de  a  —  a  à  a  -f-  a,  cp  (jr)  ait  le  signe  de  ©  (a)  ;  car  en  désignant 
par/3  un  nombre  positif  moindre  que  la  valeur  absolue  de  <?  (a),  on 
peut  trouvera  tel  que  de  a  —  a  à  a  -f-  «,  9  (jt)  soit  compris  entre 
©(a)  —  p  et  <?(«)+?;  mais  si  9(0) =0,  on  ne  peut  pas  affirmer  qu'il 
existe  un  nombre  «  tel  que  <f  (x)  ait  un  signe  déterminé  quand  x 
varie  de  a  à  a  -f  «  ou  de  a  —  a  à  a.  Il  en  résulte  que  si  f[x)  a  pour 
dérivée  f  (x),  lorsque  f  (a)  =  0  on  ne  peut  pas  trouver  nécessai- 
rement un  nombre  «  tel  que  f  (x)  garde  un  signe  invariable 
quand  x  varie  de  a  —  a  à  a,  ou  de  a  à  a  +  «  et  par  suite  la  fonction 
n'est  pas  nécessairement  croissante  ou  décroissante  dans  l'un  ou 
l'autre  de  ces  intervalles. 

Remarque  III.  —  Lorsque  la  fonction  f(x)  est  un  polynôme 
entier,  la  question  se  simplifie.  Il  convient  de  donner  une  démons* 
tration  nouvelle  pour  ce  cas  particulier.  Supposons  que/* (a)  soit 
nul.  Alors  f{x)  est  divisible  par  x — a;  soit  n  la  plus  haute 
puissance  de  x  —  a  que  divise  f(x),  de  sorte  que  l'on  puisse  poser  : 

f(x)  étant  un  polynôme  entier  en  #,  non  divisible  par  x  —  a; 
autrement  dit  y  {a)  étant  supposé  différent  de  zéro. 
De  Tidentité  précédente,  on  tire  : 

f'(x)  __         H  f    (X) 

f(x)        ar  —  a        <t[x) 

si  x  tend  vers  n,  ^-f-'  tend  vers  ^-— ,  et 

9  [x)  9  [a)  x  —  a 


augmente  indéfi- 


niment en  valeur  absolue.  Soit  |3  un  nombre  positif  plus  grand  que 


la  valeur  absolue  de 
l'inégalité  : 


.  On  peut  trouver  un  nombre  «  tel  que 


|  x  —  a  |   <  a 


entraine  les  suivantes  : 


x —  a 


et 


M 


?(*) 


</*• 
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Dès  lors,  le  second  membre  aura  le  signe  de ,  par  suite, 

/"  (%) 

quand  x  varie  de  a  —  «  à  a,  on  a  <  0,  et  quand  x  varie  de  a 

i  >x) 

à-f«,  on  a4rv>0. 

Ainsi,  en  résumé,  si  x  atteint  et  dépasse   une  racine  réelle  a 

r  fx\ 

de  l'équation  algébrique  f[x)  =  0,  la  dérivée  logarithmique  W 

/  W 

passe  du  signe  —  au  signe  +,  et  est  infinie  pour  x  —  a. 

La  démonstration  précédente  est  encore  valable  lorsque  le  quo- 
tient de  f[x)  par  [x  —  a)n  est  une  fonction  continue  y  (x)  admettant 

une  dérivée  y'(x)  et  que  le  rapport  ^y-^  tend  vers  une  limite  finie 

quand  x  tend  vers  a. 

Remarque.  —  La  démonstration  peut  être  présentée  ainsi  :  On  a 

r'ix)     w  +  * 


où  l'on  pose 


k  Hri*i 


Il  est  visible  que  A  a  pour  limite  zéro  quand  x  tend  vers  a;  donc  on  peut  trouver 

un  nombre  a  tel  que  de  a  —  *  à  a  +  *,  la  valeur  absolue  de  A  soit  moindre  que  «  ; 

f'U) 
dans  l'intervalle   précédent,  -j—-  aura  le   sipne  de    x  —  a,  ce  qui  démontre  la 

proposition. 

452.  Condition  pour  qu'une  fonction  continue  /  {x), 
pourvue    d'une    dérivée,  soit   maximum    pour  x  =  a.  — 

Soit  f[x)  une  fonction  continue,  maximum  pour  x—. a;  nous  sup- 
poserons qu'il  existe  un  nombre  a  tel  que  la  fonction  f  (x)  soit 
croissante  quand  x  varie  de  a  —  a  à  a  et  décroissante  quand  x  varie 
de  a  à  a  -f  a. 

Par  suite,  dans  le  premier  intervalle  f  (x)  aura  le  signe  -f-  et  dans 
le  second  le  signe  —  ;  et  il  en  sera  encore  ainsi  en  supposant  que« 
tende  vers  zéro  :  il  en  résulte  que  si  f\x)  est  finie  et  continue  pour 
.r  =  a,  on  a  f  [a)  =  0.  Donc,  lorsque  x  atteint  et  dépasse  «,  si  la 
/onction  f{x)  passe  par  un  maximum,  ou  plus  exactement,  de  croissante 
devient  déaoissante,  sa  dérivée  f'(x)  change  de  signe  en  passant  du 
signe  -f-  au  signe  — » 

Réciproquement  :  si  l'on  peut  trouver  un  nombre  et  tel  que  la  dérivée 
f  (x)  soit  positive  quand  x  est  compris  entre  a — a  et  a  et   négative 
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quand  x  est  compris  entre  a  et  a  +  a,  la  fonction  f(x)  est  maximum 
pour  x  =  a. 

En  effet,  la  fonction  f  [x)  est  croissante  dans  l'intervalle  de  a  —  « 
à  a  et  décroissante  de  a  à  a  +  «. 

Remarquons  qu'il  n'est  pas  nécessaire  que  f'(x)  soit  positive  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  —  «  et  a  et  négatives 
quand  x  est  compris  entre  a  et  a  -f-  *î  il  peut  se  faire  qu'elle  soit 
nulle  pour  des  valeurs  de  x  appartenant  à  l'un  ou  l'autre  de  ces 
intervalles,  pourvu  qu'elle  ne  s'annule  pas  constamment  dans  un 
intervalle  contenu  dans  l'un  de  ceux-là. 

453.  Condition  pour  qu'une  fonction  continue  /*(?}, 
admettant  une  dérivée,  soit  minimum  pour  x  =  a.  —  On 
démontrera  de  la  même  manière  que  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  que  la  fonction  f  (x)  soit  minimum  pour  x  =  a,  ou  plus 
exactement  cesse  de  décroître  pour  commencer  à  croître  quand  x  atteint 
et  dépasse  a,  est  qu'il  existe  un  nombre  a  tel  que  f  (x)  soit  négative  dans 
l  intervalle  de  a  —  et  à  a  et  positive  dans  l'intervalle  de  a  à  a  -\-  a, 
de  sorte  que,  si  la  dérivée  est  finie  et  continue  pour  x  —  a,  elle  doit 
s'annuler  en  passant  du  signe  -f-  au  signe  — . 

Il  y  a  lieu,  d'ailleurs,  de  faire  la  même  remarque  que  pour  le 
maximum,  la  dérivée  pouvant  s'annuler  pour  des  valeurs  isolées 
de  x  appartenant  à  l'un  ou  l'autre  de  ces  intervalles. 

Il  importe  de  remarquer  que  la  condition  f  (a)  —  0,  qui  est 
nécessaire  quand  f'(x)  est  continue  pour*  =  a,  n'est  pas  suffisante 
pour  que  la  fonction  f(x)  soit  maximum  ou  minimum;  il  faut,  en 
effet,  que  la  dérivée  s'annule  en  changeant  de  signe. 

454.  Usage  des  dérivées  d'ordre  supérieur  pour  recon- 
naître si  f{x)  est  maximum,  minimum,  croissante  ou 
décroissante  pour  x  =  a.  —  Soit  f(x)  une  fonction  continue 
admettant  des  dérivées  successives 

/»./■». /*''-' (*)>/viw> 

qui,  jusqu'à  celle  d'ordre  »,  exclusivement,  soient  nulles  pour  x  =  a. 
de  sorte  que  : 

f  (a)  =  0        f  [a)  =  0  /'"-1  (a)  =z  0        /»(a)  =£  0, 

et  supposons  de  plus  fiu)  (x)  continue  pour  x  =  a  : 

Si  n  est  pair  et  f{H)[à)<0,  la  fonction/"^)  est  maximum  pour  x=a 
Si  n  est  pair  et  f{n){a)>  0,1a  fonction  f(x)  est  minimum  pour  x —  a 
Si  n  est  impair  et  /*(,1,(a)>0,  la  fonctionna?)  est  croissante  pour  x=*t 
Si  n  est  impair  et  fw  (a)  <0,  la  fonction/*^) est  décroissante  pour x= a 
et  réciproquement. 
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Ces  quatre  théorèmes  se  démontrent  de  la  même  manière;  il 
suffit  de  considérer  par  exemple  le  premier. 

Supposons  donc  f{n)(a)  <0;  on  peut  trouver  un  nombre  a  tel 
que  de  a  —  a  à  a  -f  «  /»  (x)  soit  négative  ;  alors  fn~l  (x)  est  décrois- 
sante dans  cet  intervalle,  et  comme  f^-^ia)  —  0,  f^n~^{x)  est  posi- 
tive dans  l'intervalle  (a  —  «,  a)  et  négative  dans  l'intervalle 
[a,  a  +  «);  par  suite,  la  fonction  px-^[x)  est  maximum  pour  x~  a\ 
donc,  defl~aàa-(-«,  ^«-*) (#)  a  le  signe  —  sauf  pour  x  —  a.  On 
peut  donc  refaire  les  mêmes  raisonnements  et  conclure  que 
pl~k)  (x)  est  maximum  par  x =a ,  et  ainsi  de  suite  ;  comme  n  est  pair, 
on  arrivera  ainsi  à  prouver  que  f{x)  est  maximum  par  x  —  a. 

Réciproquement,  si  f{x)  est  maximum  par  x  =  a,  nous  suppo- 
sons qu'on  puisse  trouver  «  tel  que  de  a  —  a  à  a,  on  ait  f  (x)  >  0, 
et  de  a  à  a  +  a,  /" (x)<  0;  mais,  par  hypothèse,  /' [a)  =  0,  donc, 

en  supposant  a  suffisamment  petit,  '  passe  du   signe  —    au 

f    \x) 

signe  +  quand  x  atteint  et  dépasse  a,   et,  par  suite,  f"{x)  a   le 

signe  —  dans  l'intervalle  (a  —  a,  a):  donc  on  a  :  /"'(aj^O;  soit 

f  (a)  =z  0.  On  vpit  que  passant   du  signe   —  au   signe  -f 

quand  x  atteint  et  dépasse  a,  fm  (x)  passera  du  signe  -f-  au  signe  — , 
et,  par  conséquent,  f"  (x)  est  maximum  pour  x  =  a;  on  peut  donc 
recommencer  les  raisonnements  déjà  faits  à  propos  de  f{x),  et  en 
continuant  ainsi,  et  en  admettant  que  toutes  les  dérivées  ne  soient 
pas  nulles  quand  x  =  a,  on  arrivera  à  une  dérivée  d'ordre  pair  qui 
sera  négative  ;  donc  la  proposition  est  établie. 


APPLICATIONS 

456.  Variation*  du  trinôme  dn  second  degré.  —  Posons 

f  (x)  =  a.r*  -f  b.r  -f  c, 
on  a 

f  (.r)=2<u:+  b. 

Cotte  dérivée  s'annule  par;r:=  —  —-  ;  si  a  est  positif,  quand  x  varie  de  —  x 
a  —  —  ,  f  (.r)  est  négative,  et  quand  t  varie  de  —  ■—  à  -f-  »  »  f(x)  est  positive  ; 
donc   le  trinôme  est  minimum  par  .r=  — —  .   En  résume,  on    a  le  tableau 
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b 
2a 


+  x       décroît 

r 


croit     +  x 


/         b\  _  éac—b* 


Lorsque  a  est  négatif,  la  dérivée  s'annule   en  passant  du  signe  +  au  signe  — 
quand  .r  traverse  en  croissant  la  valeur  —  —  ,  par  suite  le  trinôme  est  maximum 


pour  .r  =  —  -—  .On  peut  donc  faire  le  tableau  suivant. 


a  <  o 


f{') 


b 
2  a 


croit 


maximum 
4  ac — b1 


+» 

décroît     —  « 


r(-JL\  _  4ac~" 
'  \     2a7  ~~       4« 


En  particulier,  soit  y  =  r{b  —  .r)  ou  y=  —a1  -f  A.r  ;y sera  maximum  pour  t  =  -  : 

donc  :  te  produit  de  deu.r  facteurs  .r,  A  —  .rt  tfonf  /n  somme  est  constante,  est  maxi- 
mum quand  ces  facteurs  sont  égau.r. 
456.  Variation  du  trinôme  bicarré.  —  Soit 

f  {jr)  =    ao-+  -f  6.r*  -f-  /.■ 

1 

^  f  {*)  =  Sou'  +  6x  «  x  (2  au»  +  b} 

1 


Lorsque  j- traverse  en  croissant  la  valeur  zéro,  /"(*)  s'annule  en  changeant  de 
signe,  donc  zéro  correspond  à  un  maximum  ou  a  un  minimum.  D'ailleurs  f"{x)  =  6; 
si  b  est  négatif,  zéro  correspond  à  un  maximum;  si  b  est  positif,  zéro  correspond  à 
un  minimum. 

On  a  encore /"(.t)  =  o,  quand  a  et  b  sont  de  signes  contraires,  pour  r  =  db  i/"Z__. 

V  2  a 
Pour  Tune  ou  l'autre  de  ces  valeurs,  la  dérivée  seconde  est  égale  à  —  2  b  ;  donc  on 
aura  un  maximum  quand  6  sera  positif,  et  un  minimum  quand  6  sera  négatif. 

En  résumé,  on  peut  dresser  les  tableaux  suivants  : 


«  >o    b  >  o 


r» 


—  X 

+  00 


a>o  b>o 
a<  o      6>o 


décroit 


maximum 


+   00 

+ 


\Jé 


-f   * 


-f  oo... décr...minim... croît.. .max....décr...minim.. croit...  -f  « 
—  oo... o 4-°d 


—  oo    croît     maximum     décroît    -f  » 
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-\/—  "  +  l/—  +* 

V    2  «  V2« 

—  oo ... croît.. .max...  décr...  rninim...  croît. ...max.. .décr. ..+  ». 


Enfin,  il  convient  de  remarquer  que  f  ( —  x)  =r  f(x). 

Il  reste  à  considérer  le  «*as  de  A  =  o  :  alors  /"(.r)  =  «.r*  -f  c. 

/'  (jr)  =  .  4  ax* 
f  (*)  =  12flr« 
f  '  (,r)  =  21  <w 
/•'"(.r)  =  24  <7. 

La  dérivée  première  s'annule  par  x  =  o  ;  la  première  dérivée  qui  ne  s'annule  pas 
est  la  quatrième;  donc  si  a  est  positif,  zéro  correspond  à  un  minimum  et  si  a  est 
négatif,  il  correspond  à  un  maximum. 

457.  Variation»  de    af  +   * 

a  x  +  ô' 

Si  l'on  désigne  cette  fraction  par  y,  on  a 

*  ""  («'.r  +  6')* 

donc,  trois  cas  à  distinguer  : 
r  «//  —  6a7  >  o.  on  a  .y'  >  o,  donc  y  est  croissante  dans  les  deux  intervalles  de 

b'       '         V  '  £' 

—  »    a r  et  de •  à  -f  oo  ;  quand  x  traverse  en  croissant  la  valeur  —  —, 

a  a'  a 

y  passe  de  -f  oo  à  —  oo . 

2'  aV  —  ha!  <  o,  la  dérivée  y'  est  négative  ;  y  est  décroissante  de  —  oo  a ; 

a 

w  y 

et  de  ~  à  -f  *  ;  quand  r  traverse  en  croissant  la  valeur  critique •  ,  y  passe  de 

—  oo  à  -f  oo. 

3°  Ob'  —  ha'  =  o  ;  alors  ?/'  =  o  et  par  suite  y  est  indépendante  de  x. 

458.  Yarlatloaa  de    -  -  -f  .     J  ,. 

a'x*  4-  b'x  ~f-  e* 

Posons 

f(x)  =  ax*  -f  for  -f  c,        <?  f>)  rz:*?'**  -f  b'x  -f  c7, 
y=_fona.y= ^ • 

On  trouve,  en  simplifiant  : 

,  __  (al/  —  ba^  x*  +2  (ad  —  ca')  x  -f  hd  —  ch' 

Posons 

A  =  («</  —  ca')*  -  («^  -  b(F)  (b&  —  e6'). 

Supposons  af  ^  o.  Si  l'on  désigne  par  j^  et  x"  les  racines  de  9  (x)  =0,  on  a 
comme  on  sait,  et  comme  on  le  vérifie  directement  sans  peine  : 
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Nous  supposerons  A  ^  o,  sans  quoi  f(r)  et  ?(j)  auraient  un  diviseur  commun. 
Posons  encore  ^=  4a'&  —  b'*.  Nous  distinguerons  plusieurs  cas. 

A)*<o: 

9  (.r)  =  o  a  ses  racines  réelles  et  inégales. 

1°  A  >  o,  c'est-à-dire  f  {x/)  f(x")  >  o  ;  par  suite  si  les  racines  de  f  [x)  =  o  sont 
réelles,  elles  sont  toutes  deux  entre  a/  et  jr",  ou  toutes  deux  hors  de  l'intervalle 
(.r,  a-").  D'ailleurs,  si  l'on  pose 

on  a 

A' 
Or,  la  racine  de  9'  (x)z=zo,  qui  est  égale  à ,  est  comprise  entre  j"  et  x", 

de  sorte  que  l'on  a 

9' (*')  ?'(*")<<>, 
et  par  suite 

donc  les  racines  de  9  {x)  =  o  séparent  celles  de  ^  (j?)  =  o  ;  si  l'on  nomme  a  et  B  les 
racines  de  cette  dernière  équation,  supposons  a  <  3  et  x'<  x'\  et  soit  ab'—ba'  >  o  ; 
y  sera  positive  quand  x  varie  de  —.00  à  oc  ou  de  p  à  -f  00  ,  et  négative  quand  x  varie 
de  a  à  p;  donc  *  correspond  à  un  maximum  et  fi  a  un  minimum;  si  l'on  suppose, 
par  exemple, 

.r'<a<ar"<8, 
on  aura  le  tableau  suivant  des  valeurs  correspondantes  de  x  et  de  y  : 


—  M  a?'  «  x"  p  -j-x 

-...  croît...  -f  »   —  oo,croît,maxim., décroit—  oc    -f-  oo,décroît,  minim., croit,  — 


et  Ton  vérifiera  facilement  que  l'on  a 

9  1%)        9(P)? 

2°  A<  o;  dans  ce  cas  il  n'y  a  ni  maximum  ni  minimum.  Si  aA'~  £«'  est  positif,  y 
est  croissant  de  —  ®  à  x\  de  x'  à  x"  et  de  x"  à  -f  ao ,  quand  x  traverse  x',  y  passe  de 
-h  00  à  —  00  ;  il  en  est  de  même  quand  .r  traverse  x"  ;  le  contraire  a  lieu  si  ab'—ba'  est 
négatif. 

B)  J>o. 

9  (x)  =  0  a  s«s  racines  imaginaires,  y  reste  toujours  fini  ;  dans  ce  cas  A  est  positif, 
car  f{jf)  f(x")  est  positif;  si  l'on  suppose  ab'  —  6a'  >  0,  y  est  maximum  pourar=a. 
minimum  pour  s  =  p;  c'est  l'inverse  si  ab'—ba  est  négatif. 

C)J  =  o: 

9  {x)  est  alors  un  carré  parfait:  «  =  p.  Dans  ce  cas  particulier,  ^(«)=o, 
Il  en  résulte  que  pour  x=  *,  y  est  infini,  mais  on  peut  dire  que  y  est  maximum 
ou  minimum  pour  cette  valeur. 

Il  resterait  à  examiner  un  certain  nombre  de  cas  particuliers,  tels  que  ceux  où  a 
ou  bien  a' deviendrait  nul,  celui  où  ab'  —  ba'  =  o.  Nous  laissons  au  lecteur  le  soin 
de  compléter  cette  discussion. 
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459.  Considérons  en  particulier  la  fonction 

b 

?/  =  £  +  - 
.r 

on  a 

*  =  *-;?. 

donc  si  l'on  suppose  a  <  o,  la  fonction  est  croissante  quand  x  varie  de  —  co  à  0  et 
de  0  à  -f  oo ,  d'ailleurs  quand  x  traverse  la  valeur  zéro  en  passant  du  signe  — 
au  signe  -f,  y  passe  de  -f  oo  à  —  oo . 

Supposons  maintenant  a  >  o,  et  soit  a  =  -f  b*;  la  dérivée  y'  est  nulle  pour 
xz=±b;  d'ailleurs 

//  —  ??  —  *£î, 

-V     —  A.S  — j.3 

est  négative  pour  #  =  -f  6,  positive  pour  a*  =  —  b.  Donc  la  fonction  est  maximum 
pour  x-=.  —  6,  minimum  pour  x  =  +  A. 

2 

460.  y  =  *'. 

y  =-x   3-  donc,  quand  x  traverse  la  valeur  zéro    en  passant  du  signe  —  au 
o 

signe  -f,  y  passe  de  —  oo   à  -+-  oo ,  de  sorte  que  zéro  correspond  à  minimum  ; 

d'ailleurs,  pour  x  =  o  on  a  aussi  y  =  o. 

Dans  ce  cas,  la  dérivée  est  infinie  pour  x=o. 

461.  Problème.  —  Étudier  les  variations  de  la  fonction  (  1  -f  -), 

1  +  -  j.    Nous  devons   supposer   1  +  -  >  o,    pour   que  y  soit 

continue;  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  que  x  ne  soit  pas  compris 
entre    i  et  0. 
On  a 


'-['(•+JK-kl- 


y  étant  toujours  positif,  nous  sommes  ramenés  a  étudier  le  signe  de  In  fonction 
définie  par  l'équation  : 


*=l(i+  !)-;tï; 


- 1 


ar  (a;  -f  l)1  ' 

donc  si  x  varie  de  —  oo  à  —  1,  z'  est  positive  ;  or  pour  x  =  —  oo ,  r  =  o  ;  donc, 
dans  ce  premier  intervalle,  on  aura  z>o. 

Supposons  x  >  <i.  on  a  alors  z'  <  o,  ou  pour  x  =  -f  oo ,  z  =  o  ;  donc  pour  les 
v;»  leurs  positives  de  x,  on  a  z>o;  il  résulte  de  là  que  la  fonction  y  est  toujours 
croissante. 

Or,  pour  x  =  —  » ,  y  =  e;  pour  a:  =  —  1,  y  est  infinie;  donc,  quand  x  varie 
de  —  oo  à  —  1,  y  croît  de  e  à  -f-  x  . 
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Pour  x—o,  y  se  présente  sous  la  forme   oo»  ;  or  on  a 


.y=Th  (1+  -)  =  __i iL(x  +  IV 

V        ^  1  +  i 

1    .r 


Le  premier  facteur 


.  +  ■! 

X 

a  pour  limite  zéro,  le  second  a  poui  limite  1  ;  donc  Li/a  pour  limite  o;  par  suite  y  a 
pour  limite  1.  11  en  résulte  que,  quand  x  croît  de  o  à  -f  oo ,  y  croît  de  1  à  e. 
462.  Maximum  on  minimum  de  la  foaetlon  u  —  f(x,  y)  (tachant  que 

<p  (.r,  y)  =  o. 

Regardons  y  comme  une  fonction  de  x  déterminée  par  l'équation  »  (a,  y)  =  o,  et 
supposons  que  y  admette  une  dérivée  y  ;  on  a  dans  ce  cas 


«Wx  +  Vv'      «*    •,/,=-f' 


par  suite 


« 


© 


Si  l'on  supppose  9'  ^0,  on  aura  les  valeurs  de  x  et  y  correspondant  à  un 
maximum  ou  à  un  minimum  de  u,  en  résolvant  le  système 

9(.r,y)=o,    /•;«ptf-^/'î;  =  o.  (1) 

On  remarquera  que  la  dernière  équation  peut  être  obtenue  en  considérant    la 
fonction 

*/"(*.  y) +  ?  (*•!/) 

et  en  éliminant  X  entre  les  deux  équations 

*/,  +  *»  =  <>• 

Il  convient  de  remarquer  que  toutes  les  solutions  du  système  (1)  ne  correspondent 
pas  nécessairement  à  un  maximum  ou  à  un  minimum  de  t/. 
Exemple.  —  Trouver  le  maximum  ou  le  minimum  de  x*  -h  y*,  sachant  que 

àj-«  +  2ar.v  +  Cy*  =  l.  (1) 

En  appliquant  la  règle  précédente,  je  considère  les  équations 

kx  -f  By  —  X-c  =  0 
Bx  +  0/  —  ty  =  0 
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(A-X)ar+By  =  o  W 

Bj-  4-  (C  —  X)  =o  <3) 

et  j'élimine  X,  ce  qui  donne 

(Ax-f  B.y)  y  —  (Bj?  ■{-  Cy)  .r  =  o. 

•m 

B  (y*  —  .r«)  +  (A  —  C)  ai/  =  o  (4) 

Si  x  et  y  cjésijment  les  valeurs  correspondant  à  un  maximum  ou  à  minimum 
(j0  j.i  +  ytt'  ieS  équations  (î)  et  (3)  ont  des  solutions  différentes  de  zéro,  puisque 
l'équation  (1)  doit  être  vérifiée  ;  donc  on  a 


(A- X)  '(C-x)  -B»  =  o. 


(5) 


Supposons  que  X  soit  remplacée  par  une  racine  de  cette  équation  :  les  équations 
(2)  et  (3)  donnent 

A.r«  -f  2B*y  +  Cy*=\{r*  4-  y»), 

ou  à  cause  de  l'équation  (1) 


G'*1  +  .y1) 


l 


par  suite  les  inverses  des  racines  de  l'équation  (5)  donnent  les  valeurs  du  maximum 
ou  du  minimum  de  .r*  +  y1. 
463.  Problème.  —  Trouver  le  maximum  ou  le  minimum  de  la  fonction 


n  =  j»  +  !/'+** 
.r,  y,  s  étant  assujettis  à  vérifier  les  équations 

y1  ,  *■ 


*o 


«*  ^  /j»  ^  c* 


(1) 


(3- 


(Trouver  les  axes  d'une  section  diamétrale  d'un  ellipsoïde). 
Regardons  y  et  s  comme  des  fonctions  de  x  déterminées  par  les  équations  (>)  et 
(3)Vef  ayant  pour  dérivés  y',  i.  Les  conditions  de  maximum  ou  de  minimum  sont 
données  par  les  équations  : 


x  +  y\f  +  *z  '  =  ° 

a»  ^  6»   ^  c» 

auxquelles  il  faut  joindre  les  équations  (1),  (2),  (3). 
Si  l'on  élimine  y  et  z'  entre  les  équations  (4),  (5),  (6),  on  obtient  : 


(4) 
(«î 


y 


or 

a 

*      y      j 

o*      6*      c 


=  0. 


(7) 
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ou  en  développant 


w 


Cette  équation,  jointe  aux  équations  (2)  et  (3),  détermine  les  valeurs  de  a\  .y,  r. 
(L'équation  (8)  représente  un  cône;  on  voit  facilement  qu'il  est  coupé  par  le  plan 
sécant  suivant  deux  droites  rectangulaires,  qui  sont  les  axes  de  la  section.) 

On  peut  obtenir  l'expression  de  u  de  la  façon  suivante  :  L'équation  (7)  exprime 
que  l'on  peut  trouver  des  nombres  X,  p.,  v  non  tous  nuls  et  vérifiant  les  équations: 


X.r  +  |i*+  vl  =  0 


x.y  +  M  +  *fs  =°  *> 


Xz  +  J*7  +  vl  =  0. 


J"      y     s 

X  est  différent  de  zéro,  sans  quoi  a,  (J,  X  seraient  proportionnels  à  — ,  ^,  -  ,  et 
l'équation  (2)  donnerait  : 

j.1  y%  Z% 

ce  qui  est  incompatible  avec  (3).  On  voit  aussi  que  ji  est  différent  de  zéro. 
Cela  étant,  on  déduit  des  équations  (9), en  les  multipliant  par  a*,  y,  z  et  ajoutant. 

X  u  +  v  =r  o  ; 

donc  on  peut  écrire.: 

X .'  (  1  ~  I-  \  +  |i  a  =  0 


ou  bien  : 


V--(»-^)+^T=0, 


*,  +  *.£».  =  « 

A*  —  M 
C*    Y 

r*  —  m 


d'où  en  multipliant  par  a,  p,  y,  ajoutant,  et  tenant  compte  de  (?. 


fl*  —  «  6*  —  M  Cs  —  M 
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464.  Remarque.  —  Lorsqu'on  applique  les  théories  précédentes  à  la  géomé- 
trie, il  convient  de  tenir  compte  de  certaines  circonstances  qui  peuvent  se  présenter 
comme  dons  l'exemple  suivant  : 

Soit  A  un  point  pris  dans  le  plan  d'un  cercle,  à  l'extérieur  par  exemple  ;  on  sait 
que  la.  distance  de  A  à  un  point  M  du  cercle  est  la  plus  petite  possible  quand  M  est 
confondu  avec  celle  des  extrémités  du  diamètre  qui  passe  par  A,  qui  est  la  plus  rap- 
prochée de  A  :  elle  est  la  plus  grande  possible  si  M  coïncide  avec  l'autre  extrémité 
du  même  diamètre.  Abaissons  du  point  M  la  perpendiculaire  MP  sur  OA  et  posons 
OP  =  x  ;  on  trouve  : 

u-  AM2=  a*  +  R»  —  2  ax, 

R  désignant  le  rayon  du  cercle  et  a  la  distance  OA.  Or  u'x  =  —  2a;  par  suite  w, 
considérée  comme  fonction  de  x  est  une  fonction  décroissante  ;  à  ce  point  de  vue,  il  n'y 
a  ni  maximum  ni  minimum.  Effectivement  si  x  croit  de  —  R  à  4-  R,  AM*  décroit  de 
'a  -f  IV à  (a—  Rj".  Mais  si  l'on  désigne  par  «  l'angle  ÂOM,  on  a  : 

«  =  AM,  =  a*-h  R1—  2«Rcos  o>, 

et  par  suite  : 

wm  =  j!flR  sin  tû, 

de  sorte  que  »  étant  la  variable  indépendante,  um  s'annule  en  changeant  de  signe 
quand  le  point  M  se  meut  sur  la  circonférence,  chaque  fois  qu'il  passe  par  l'une  ou 
l'autre  des  extrémités  du  diamètre  passant  par  A,  et  l'on  reconnaît  que  l'extrémité 
la  plus  voisine  de  A  correspond  à  un  minimum  et  l'autre  a  un  maximum.  Ainsi 
quand  on  fait  un  changement  de  variable,  une  fonction  qui  avait  un  maximum  ou 
un  mininimum  peut  cesser  d'en  avoir,  ou  inversement. 
D'ailleurs,  soient 

y  =  f{u),    u  =  *{x); 


Si  y  est  regardée  comme  fonction  de  u,  il  peut  se  faire  que  f'(u)  ganle  un  signe 
invariable,  et  que  par  suite  f(u)  n'ait  ni  maximum  ni  minimum  ;  mais  si  y  est 
regardée  comme  fonction  de  x  les  valeurs  de  x  pour  lesquelles  ç'  (x)  s'annule  en 
changeant  de  signe,  correspondent  à  un  maximum  ou  à  un  minimum  de  y. 

EXERCICES 

1.  Étudier  les  variations  de  ax  —  x. 

x 

2.  Variations  de      — . 

x 

3.  Variations  de  logrt  x  —  x. 

4.  Variations  de     — 2 — . 

x 

En  conclure  la  solution  de  ce  problème  :  Trouver  s'il  y  a  dans  le  système  de  base 
a  un  nombre  égal  à  son  logarithme. 

5.  Variations  de  | 


■H+i) 
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6.  Variations  de  a  en  supposant  a  >  1. 


7.  Variations  de  e 

8.  Étudier  les  variations  de  la  fraction 

"  +  "'' («.>*;. 

(a*  +  b*  j*j  [a*  x*  -h  b*)* 

9.  Étudier,  à  l'aide  des  dérivées,  les  variations  de  la  somme 


.»■«  —  3j?-fi       -r» -f5.r+l 
.r«— 5x-f  1  +  jr»  +  3.f+  l" 


10.  Étudier  tes  variations  de  x  (p  —  x1). 

11.  Étudier  les  variations  de  xm  —  px  . 

12.  Étudier  les  variations  de 

a*  —  3  jt  -f-  5 


jp«  +  1 


13.  Variations  de  arc  tg  jt  4-  wjt. 

..    .,     .  ..         ,       si n  (x  —  a) 

14.  \anations  de     — — . 

sur  x 

xm 

15.  Variations  de    —  suchant  que  ax  —  />//  =  e. 

16.  Variations  de     x  e    *        v      x/  o  >  «  >  -     . 

17.  Étudier  les  variations  de  la  fonction 


sin  {x  —  a) 


[o  <•<=]■ 


18.  x  et  y  sont  deux  arcs  compris  entre  o  et  -,  liés  entre  eux  par  1  équation 

tg  V  =  a  tg  *i 

a  étant  conpris  entre  0  et  1 .  Trouver  les  variations  de  la  différence  y  —  x. 

19.  Étudier  les  variations  de 

a  sin  x  -f  b  eus  x- 
a  sin  j;  -|-  6'  cos  x' 

20.  Étudier  les  variations  de 

a  tg  .i-  4-  b  cotg  .r 
«'  tg  x  4-  6'  cotg  x  * 

21.  Étudier  les  variations  de 

«  séc  .r  4  b  coséc  .**. 
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22.  Étudier  les  variations  de 

a  sec  s  -+-  b  coséc  x 
a  séc  x  +  b'  coséc  .r" 

23.  Étant  données  deux  sphères  de  rayons  r,  r  et  dont  les  centres  sont  à  une  dis- 
tance d,  étudier  les  variations  de  la  somme  des  zones  vues  d'un  point  situé  entre  les 
deux  sphères. 

24.  On  considère  un  point  mobile  M  placé  sur  une  ellipse  ayant  pour  foyers 
F  et  F.  Étudier  les  variations  de  la  quantité 

1  1 

FM*      FTP 


CHAPITRE  IV 

FORMULES  DE   TAYLOR  ET  DE  MAC-LAURIN 

465.  Soit  f(x)  une  fonction  continue  admettant  h  -{- 1  dérivées 
successives  finies  et  continues,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  com- 
prises entre  deux  nombres  donnés  a  et  6,  et  soit  b  -.  -  a  -f-  h. 

Le  rapport 

fia  +  Ai  -  f(a)  -  A/»  -  —  /*  l«)  - -  O" ^  " <"' 

_ 

/>  étant  un  nombre  donné,  que  nous  supposerons  positif,  est  un 
nombre  déterminé,  que  nous  désignerons  par  A,  de  sorte  que,  en 
remplaçant  a  -f-  A  par  b,  et  A  par  b  —  a,  on  peut  écrire  : 

m  _  f[iv  _  (/,  _  tt)  r{tl)  _  i*z^Lf  r(.f  )  _ .. . 


Dans  le  cas  où  f(x)  est  un  polynôme  entier  de  degré  /*,  on  aurait, 
comme  on  le  sait,  A  =  0. 
Considérons  la  fonction  . 

/•(*)  -  f{*)  -  (A  -  -r  /*'!'•)-  ^=^  r(')  - 
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que  nous  désignerons  par  «(*).  On  a  ç(a)  —  0,  en  vertu  de  l'éga- 
lité (1)  et  <?(&)=  0,  puisque,  si  l'on  remplace  x  par  6,  il  est  clair 
que  <?{x)  devient  identiquement  nul,  à  la  condition  que  p  soit  un 
nombre  positif,  comme  nous  l'avons  supposé.  Or,  la  fonction  *(x) 
est  continue  ;  d'ailleurs  on  trouve  aisément 

f  {x)    --  —  ?7X^H  f  M+l  (^  +  P  (b  —  J)'-1  A. 

Donc  la  fonction  (Sj(x)  est  finie  et  continue  et  admet  une  dérivée 
finie  et  bien  déterminée  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  a  et  h  et  comme  on  a 

cj>(a):=0    et    9(A)=0, 

on  a  aussi 

9  étant  un  nombre  inconnu,  mais  compris  entre  0  et  i. 
En  remarquant  que  b  —  a  —  Qh  =  h{\  —  0),  on  en  conclut  : 

p  a,-i(|  _  6),-i A  -  hy  —  to*  f^i)[a  _j_  rjh]  =  0t 
I  .  L  ...  f  i 

d'où  Ton  tire 

ht'  A  = r^ i — : . 

1.2... n. p. 

On  a  ainsi  la  formule  suivante,  connue  sous  le  nom  de  formule 
de  Taylor  : 

Aa+*)=A«)+Jn«)+^rw+^r(«)+ \ 

+  J7/-W  +  R-.  \ 

en  posant 

A»+i .  (  i  _  B)»+i-j. . />+d  (a  _|_  9/j) 
1.2 w.p. 

Le  reste  R„  renferme  un  nombre  positif  arbitraire  p  et  un  nombre 
inconnu  9,  compris  entre  0  et  1.  Cette  forme  du  reste  a  été  donnée 
par  MM.  Schlômilch  et  Roche.  (Voir  Journal  de  Liouville,  t.  III.) 
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Si  l'on  prend  p  =  »  -j-  1,  on  obtient  le  reste  de  Lngrange 

_  /<''+l./V'+"(«  +  8/<i 

•       K"-       i^+ÏÏi       * 

et  si  Ton  fait  p  —  1,  on  obtient  fe  raf#»  rf*  Cauchy, 
R„  — j . 

Si  Ton  remplace  a  -j-  h  par  ,r,  et  //  par  x  —  «,  on  obtient 

/w=Aa,+f^r(fl)+iî^n«)+(-^>w+.. 

+  l— —-L^aJ+R,,  )  (3) 


R„ 


(.r  —  q)H-t  (1  —  Q)»H-i»  /■(»+ p  [(g  _|_  g)  g  —  fli 


1.2....??.;> 
et  si  «  =:  0  : 


A*)-Yio)+ïrw  +  ^r-M+35r(o)+-.-+ïïiP,(o)+iu  (4) 


R« 


1.2 n.p 


Cette  dernière  formule  est  connue  sous  le  nom  de  formule  de 
Mac-Laurin. 

Remarque.  —  La  démonstration  donnée  plus  haut  exige  que 
les  n  premières  dérivées  soient  finies  et  continues  dans  l'intervalle 
de  a  à  b,  et  seulement  que  la  (n  +  l)e  dérivée  soit  bien  déterminée 
dans  le  même  intervalle  ;  s'il  s'agit  de  la  formule  (3)  ces  conditions 
doivent  être  remplies  dans  l'intervalle  de  «  à  x,et  pour  la  formule  (4) 
de  zéro  à  x. 

Remarquons  enfin  que  la  formule  des  accroissements  finis  n'est 
pas  autre  chose  que  la  formule  de  Taylor  arrêtée  au  premier  terme. 

466.  Séries  de  Taylor  et  de  Mac-Laurin.  —  Supposons  que 
f(x)  soit  pourvue  d'une  infinité  de  dérivées  successives,  finies  et 
continues  entre  a  et  x;  si  R,t  a  pour  limite  zéro  quand  n  augmente 
indéfiniment,  la  série  dont  le  terme  général  est 

(x  —  a)*f<n)[a) 
w! 

est  convergente  et  a  pour  somme  f{x).> 

11.    tl.    MKWKXGLOWttCt.    AlALURt .  i 
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En  effet,  la  somme  des  n  + 1  premiers  termes  de  cette  série  est 
égale  à 

M  -  Rn, 

et  par  suite,  lorsque  lim  R„  =  0,  on  a  : 

+  ^V',(«)  + ) 

On  aura  de  la  même  manière,  quand  on  suppose  a  =  0  et  si  le 
reste  a  pour  limite  zéro  : 

A*) = f{o) + xxn°) + £/•» + ••••• + £  rw + & 

Ces  formules  donnent  le  développement  de  f[x)  en  série 
ordonnée  suivant  les  puissances  entières  de  x  —  a,  ou  de  x. 

La  série  (5)  est  la  série  de  Taylor,  la  série  (6),  qui  n'en  est  qu'un 
cas  particulier,  se  nomme  la  série  de  Mac-Laurin. 

467.  Remarque.  — Lorsque  R„  a  pour  limite  zéro,  la  série  de 
Taylor  est  convergente,  mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie  ;  il  peut 
se  faire  que  la  série  soit  convergente  sans  que  R„  ait  pour  limite 
zéro;  dans  ce  cas  la  somme  de  la  série  n'est  pas  égaie  à  f{x);  R»  a 
alors  nécessairement  une  limite  différente  de  zéro  que  nous  pou- 
vons représenter  par^(x),  et  la  série  a  pour  valeur  f{x)  —  $(x). 

Nous  en  donnerons  un  exemple.  On  démontre  facilement  que 

i 
e~~  5  et  toutes  ses  dérivées  sont  nulles  pour  x  =  0. 
En  effet,  posons 

t 

y  —  e~  *%. 


On  a  : 

■2         .       -4r4        6-1 


--Ï*       y      --vr4       6"l 

=  e    *.-,     y  =e    -  ^  -  y} 


etc. 


Une  dérivée  d'ordre  quelconque  sera  la  somme  d'un  nombre 

e    **  1 

déterminé  de  termes  de  la  forme  — — .  Si  Ton  pose  -5  =  /,  quand  x 

tend  vers  zéro,  t  augmente  indéfiniment,  l'expression  précédente 
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devient  : 

/' 
p  (ï 

e'-i.ft    ou    -; 
e* 

or  on  sait  que  la  limite  de  cette  fraction  est  zéro  quand  t  augmente 
indéfiniment. 

Cela  posé,  soit  f(x)  une  fonction  supposée  développable  par  la 
formule  de  Mac-Laurin;  si  Ton  développe  suivant  les  puissances 
de  x  la  fonction 

/■(*)  +  «"  5, 
on  obtient  : 

Rrt  se  compose  de  deux  parties,  la  première  provenant  de  f(x)  et 

i 

la  seconde  provenant  de  e    *%  ;  on  en  conclut  que  Rn  a  pour  limite 

_  L  * 

e    «■  ;  ainsi  la  série  obtenue  représentera  f[x)  et  non  pas  f(x)  -\-e    **. 

Cas  particulier.  —  Lorsque  la  valeur  absolue  de  fW{x)  est  tou- 
jours inférieure  à  un  nombre  déterminé,  dans  l'intervalle  de  a  à 
a  -f-  A,  on  peut  affirmer  que  R„  a  pour  limite  zéro;  en  effet,  pre- 
nons la  forme  de  Lagrange 

"—       1.2...(n+i)     ' 

AM+l 
le  facteur  — - —  a  pour  limite  zéro,  puisque  c'est  le  ternie 

1 .2...  (n  -f- 1) 

général  de  la  série  convergente 

h       A*  A"  AH+' 

et  par  hypothèse 

est  en  valeur  absolue  moindre  qu'un  nombre  déterminé;  donc  R„ 
a  pour  limite  zéro  quand  n  augmente  indéfiniment,  et  par  suite  : 
Une  fonction  f{x),  dont  toutes  les  dérivées  sont  continues  et  limitées 
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dans  V intervalle  de  a  à  x,  est  développable  en  série  procédant  suivant 
les  puissances  entières  et  positives  de  x  —  a. 

468.  Développement  de  e*. —  Les  dérivées  de  e*  étant  égales  à 
la  fonction  ex,  sont  toutes  limitées  quand  x  varie  de  0  à  une  valeur 
donnée  quelconque,  que  nous  représenterons  par  x:  donc,  en 
remarquant  que 

/•<»  • .  0  )  =  1 , 


on  a  : 


çt-l     I     f      I     i     !     !      £1      I 


l    '    2! 
D'ailleurs 

n  ! 

6  étant  un  nombre  compris  entre  zéro  et  i. 

469.     Développement   des   fonctions    circulaires  sinr, 
cos#.  —  1°  Soit  f{x)  —  sin  x. 

On  a  : 

/■<">(*)=  sin  (*+w0- 

Par  suite  : 

/*(o)  =  0,       /-(*"+!)  (M)  =  (_  i)-. 

D'ailleurs,  toutes  les  dérivées  de  f[x)  ont  une  valeur  absolue 
moindre  que  1,  par  suite,  le  reste  R„  a  pour  limite  zéro;  on  a  donc: 


x       xr 


r»+l 


sinx:-î-3-!  + +(- !)-__  + 

Remarquons  que  le  coefficient  de  x*n+*  étant  nul,  on  peut  poser 

r       xz  xin+l 

sin  x  .=  L  _  _  + +  (_  i).  (2h  +  1,!  +  R»+. 

R^-(2^Sin(°-r+l2',  +  3)l)- 
En  particulier  : 

.    x*    .    /'a      i    3ff\ 


3î 
sin  a?  =  j- 


Digitized  by 


Google 


FORMULES  DE  TAYLOK  ET  DE   MAC-LAUHIN  101 

et  si  l'on  suppose  x  >  0,  comme  on  a  sin  x  <  ,r,  on  peut  poser 


sin  x  --  x  —  6  — , 


0  étant  positif  et  moindre  que  1;  par  suite,  on  a,  pour  tout  arc 
positif  : 


.r  —  sin  -r<y 


2°  Soit  f(x)  --  cos  x. 

On  trouve  d'une  façon  analogue  : 


x*      "2*  xln 


Exercice.—  Développer  sin*  a:  ou  cos*.r  suivant  les  puissances  croissantes  de  r. 
On  a 

sin  3j*  =  3  sin  r  —  4  sinV: 

par  suite 

sm1  jr  =  -  sin  .r  —  -  sin  3.r  ; 
4  4 

donc  : 
ou 

On  trouvera  de  même  cos'  jr. 

470.  Développement  de  (1  +  xf.  -  Soit  f(x)  =  (I  +  .r)1*;  on 
trouve  aisément  : 

/•(»>(.r)=rfjl(/x_  1)  .  ...fo-n-f.  1,(1  +  .r)"-\ 
et  par  suite, 

/WW-"^(P-1) fr-n-f  1). 

On  a  donc  : 
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Nous  allons  chercher  à  quelles  conditions  R,  a  pour  limite  zéro 
quand  n  augmente  indéfiniment.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  est 
nécessaire  que  la  série  dont  le  terme  général  est 

u   ^Ffr-1) (p-^  +  t)^ 

1.2 n 

soit  convergente.  Or. 


*,.-H 


n 


par  suite, 


«  +  1 


hm  — —  =  x. 


x% 


Donc,  la  série  considérée  est  convergente  lorsque  la  valeur 
absolue  de  t  est  inférieure  à  1.  Si  la  valeur  absolue  de  x  est  supé- 
rieure à  1,  la  valeur  absolue  de  i/n+l  sera  supérieure  à  celle  de  u« 
dfcs  que  n  dépassera  un  entier  déterminé  ;  w„  n'aura  pas  pour  limite 
zéro  et,  par  conséquent,  la  série  étant  divergente,  il  est  impossible 
alors  que  R„  ait  pour  limite  zéro. 

Cela  posé,  je  dis  que  si  x  est  compris  entre  —  1  et  + 1»  R»  a  pour 
limite  zéro  quand  n  augmente  indéfiniment. 

Effectivement,  on  a,  en  prenant  le  reste  de  Cauchy  : 

R"  ^ÛTZTn  • (1  ~  9'"  •  *  k  ~  j) ^~  ">  (1  +  9Xr"" 

<:e  que  l'on  peut  écrire  ainsi  : 

_.Hf.-i) b-n)*+*  ,_,  /i-ey 

R 1.2 n •(1+9*)    Ar+w 

Or,  si  Ton  pose  : 

_  f*  (f  —  1) (fi  —  *)#"+' 

""■  1.2 n 

on  en  déduit  : 

wn+i  _  f*  —  «  —  1 


w»  n  +  * 


a? 


et,  par  suite  :  lim  -^  =  —  x.  Donc,  puisque  x  est  compris  entre 
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—  1  et  +  1,  la  série  ayant  pour  terme  général  «„  est  convergente, 
et,  par  suite,  lim  un  =  0.  Le  facteur  (1  +  9  xT~~l  reste  fini,  puisque 

I g 

1  +  Bx  est  moindre  que  2;  enfin,  la  valeur  absolue  de  -   ,  -     est 

inférieure  à  1  ;  donc  lim  RM  =  0. 
On  obtient  ainsi  la  formule  : 

{l+xy=si+fiX+r±^L*+.  •+f,(,t-i)2-;^~w+1)^+- 


/*  étant  quelconque,  mais  en  supposant  —  1  <  .r  <  1. 
Supposons  .r  = —  1  ;  et  considérons  la  série. 

P  1.2  '  1.2 n  "*" 


en  posant 


1.  ^ n 

on  a: 

t/w  +  i  _  n  —  u. 
ua     ~~  w  +  l' 

donc  : 


lim    5±i=i, 
«m 

par  suite,  à  partir  d'un  certain  rang,  les  ternies  de  la  série  finissent  par  avoir  tous 
le  même  signe  :  on  peut  donc  appliquer  la  règle  de  Gauss  (365)  ;  or  on  doit  avoir 
A  —  a  >  1  ;  dans  le  cas  présent,  A  =  1,  <?=—  u,  donc  on  doit  avoir  : 

1  -Ku  >  1         ou  n>0. 

Cela  posé,  la  série  considérée  étant  convergente  pour  x  =  —  1,  est  conver- 
gente pour  toute  valeur  de  x  dont  le  module  est  moindre  que  1,  et  continue  pour 
les  mêmes  valeurs  de  x  et  aussi  pour  *■==— 1;  or,  lorsque  .r  est  compris  entre 
—  1  et  -f-  1,  la  série  a  pour  valeur  (1  +  x)* ,  donc  en  supposant  I*  >0,  on  aura  sa 
valeur  pour  x  =  —  1  ;  en  cherchant  la  limite  de  (1  +  x)*  quand  x  tend  vers  —  1  ; 
cette  valeur  étant  0,  on  a  : 

o=i—+  dLzD  - +  (-i,-  EiEZi? »— +  *>  + 
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**n  «upf»r*U)t  u-  >  ft.  CW  d'ailleurs  ce  que  l'on  peol  tr»»uver  en  partant  iHii^'il-' 

%  «■  —  Il  .  u  a — 1  ...u. —  *— 1, 

j__tt~C_: ...  _-__|.    :_: : 

'  !  .*  I.?...  « 


I!  ...  H 
Il  t'A  1.u\\**u  eftVt  d'établir  que  la  fraction 

«.  u  —  1  ...    a  —  n) 


tt  =  ' 


1.2...    M 


a  pour  limita  lém  quand  n  augmente  indéfiniment,  si  toi  suppose  p  >  0. 
Eu  effet,  **oit  : 

On  a,  en  supposant  n>  p  : 

ji.(tt — |   ...     a—//       /;r  1 — U.     p-t-î—'jL  >|—  a 

"  =  ~~  TT~^  *       ;.  f  1    "       ;»t  *  ~~«~~ 

or  <*n  posant  : 

;*  -+-  !  —  «a    /i  4-  -2  — ."■  »  —  a 


p     = 


//-ri  //  -r  * 


il* où  : 

î         r       i  i  i    n 

r(j  ^*  L  j>  +  i  -  .«*     ;>  +  *  -  .u  »  -*J 

Olte  dernière  expression  croît  indéfiniment  avec  a,  donc  : 

limrn  =  0 

et  par  suite  : 

lim  f/M  =  0. 

La  formule  est  donc  établie. 
Soit  enfin  x  =  1,  et  considérons  la  série  : 

i+  ..  +»fc-i)   ,  ■   frfr-i) (^-»  +  il  ■    .... 

1,2      ^  ^  1.2.  ...  n 
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si  l'on  pose  : 

{*({*  —  1)  (p  —  n  +  l) 

""  ~ 1.2 n  ' 


n  +  l 


donc 


lim    '  =  —  1; 


par   suite,  à  partir  d'un  rang  déterminé,  la  série  est  à  termes  alternativement 

positifs  et  négatifs:  si  l'on  suppose  p.  +  1  <  0,  le   rapport   — —  est  en  valeur 

absolue  supérieur  ou  égal  à  i,  et  par  suite  la  série  est  divergente  ;  si  i*  est  positif, 
la  série  des  valeurs  absolues  est  convergente,  d'après  ce  qui  précède  ;  il  en  est  donc 
de  même  de  la  série  proposée  ;  supposons  : 

P=-p.'    et    y/<l; 
alors  : 

__  rn+i  _  *'  H-  n 

Les  termes  de  la  série  vont  donc,  à  partir  d'un  certain  rang,  en  décroissant  en 
valeur  absolue;  en  outre,  si  l'on  suppose  (i  +  1  >0,  la  fraction 


V 

i 

*  l.M 

"  —ii v: 

*  —  ; 

n  -r  i) 

1.2.... 

n 

a  pour 

limite  zéro. 

En  effet, 

si) 

'on 

pose 
p.+  l  = 

3, 

on  a  : 

»» 

-L 

-  1  fi  -  2 
1          2 

P 

—  n 

n 

On  démontrera  comme  plus  haut  que  v    a  pour  limite  zéro  quand  n   crott 
indéfiniment.  Or  on  a,  en  employant  le  reste  de  La  grange, 

u  u(u—  l)  .  *h— -  1) («A-»H-li». 

+       1.8...  .  H  (;i+  1)  '    ^      ; 
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supposons  p,  >  —  1  et  faisons  tendre  r  vers  1.  Le  premier  membre  a  pour  limite 
2F:  d'autre  part 

f«.  (y.  —  1  i'u—  n-h  1  )  ([*  —  iil 

1.2 »(»+  1; 

a  pour  limite  zéro  ;  le  facteur  (1  +  •  xf  "  *~  '  que  Ton  peut  écrire  : 

d  +  ftj-)n+l 

sera  plus  petit  que  1  dès  que  n  surpassera  p>  ;  donc  : 

»»_«  |  H-   .   Mjj^jj  -  ■  H-Cl* — ^) fr-»+i)    , 

*  "~ XT  +      1.8       ^ "*"  1.2 n 

pourvu  que  l'on  suppose  p.  >  —  1. 
Application.  —  Soit  j*  =  +  -;  on  a,  en  supposant  —!<*<' 


9 
1  /i 


(-«) 


c'est  le  développement  de  V\-\-x;  en  particulier, 

De  même  : 

-J ,_£  +  3_^_  1.3-(2n-_l)^+ 

V'4+*  2^    8         ^       ;   *  2». 1.2 n 

en  supposant  toujours  x  compris  —  1  et  +  1 . 

Remarque.  -  Nous  avons  démontré  (136)  la  formule 
n  _  1.3...  (8n— l).a" 


<£  = 


1.2 H 


On  en  tire 


1.3...  (8»-l)  _  Caw 
2W.  1.2...  n        ~  5*' 
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n  1 

C^  étant  un  nombre  entier,  on  voit  que  dans  le  développement  de  -=lescoef- 
ficients  ne  contiendront  en  dénominateur  que  des  puissances  de  2. 

471.  Développement  de  L  (1  +  x).  —  Posons  : 

f{x)  =  L  (1  +  x). 
On  a: 

et,  par  suite  : 

/»  ^   =   (_  jjn-l       j       2 (f|  —  1)  (1  +  *)-*. 

d*où, 

/•(-)  (0)  —  (_  i)«-i.  l .  2 (n  -  1). 

On  a  donc  : 

1C  j»ï  <j«3  mil 

L(l+x)  =  î-T+--.....+  (-l)--r+R.. 
Si  Ton  considère  la  série  ayant  pour  terme  général  : 

on  voit  que  lim  -^  =  ±  x  ;    donc,  cette   série  ne   peut  être 

convergente  que  si  la  valeur  absolue  de  x  est  au  plus  égale  à  1. 
Supposons  d'abord  0  <  x  <  1 .  Mettons  le  reste  sous  la  forme  : 

1       /      x      V1*1 

R«  =  (-*)"-;r+r(r+ëW 

x 
or  i — rr—  est  inférieur  à  x.  donc,  cette  fraction  est  moindre  que  1  ; 

1+0* 

(x     X"*1  1 

r— ; )      <  1  î  par  suite,  comme  — —  a  pour  limite 
1+9*/  r  n  +  1 

zéro,  lim  R„  =  0  quand  n  augmente  indéfiniment;  donc  : 

L(i+*)=f-£+f- +  (-ijr-f  + (1) 

en  supposant  2  positif  et  au  plus  égal  à  1. 


Digitized  by 


Google 


108  COURS  D'ALGEBRE 

En  particulier,  pour  x  =  1,  la  formule  (1\  devient  : 

L2=1-2  +  i—  1  + ^'-1)"-,^+ 

Supposons  maintenant  x  <  0;  changeons  x  en  —  x;  on  aura  : 

L(l  -  x)  =  -j  -  y  - 1 ~  ?  +  R- 

Nous  emploierons  la  forme  du  reste  de  Cauchy,  ce  qui  donne 

•r"+'(l-9')" 
H"~        (1-9J-V+1 

ou  bien 

R     _  jn+-  1  f    '-"V 

Or,  on  suppose  x  <1;  donc  x"+*  a  pour  limite  zéro;  on  a 
ensuite  : 


1    < 


l  et  (J L\"<  i,  donc  lim  R„  =0, 

Vl  —  9  x) 


1  — 9x 
par  suite, 

L(i  —  r)  —  —  î  —  Y"~  3" ~t"  n" 


*"  (2) 


pourvu  que  x  soit  compris  entre  0  et  1 .  ^ 

La  série  précédente  est  divergente  pour  a:  =  i  ;  néanmoins  « 
peut  dire  que  la  formule  (2)  subsiste  pour  x  =  1,  puisque  les  de 
membres  sont  alors  infinis  et  négatifs. 

472.  Application  au  calcul  des  logarithmes  des  nombres.  -  0n  :i 

L(n  +  A)-Ln=L(l  +  J); 


donc,  en  posant  .r  =  -  et  appliquant  la  formule  (1),  on  pourra  développer 


n 


■H 


suivant  les  puissances  de  -,  pourvu  que   h  soit    au   plus  égal   à«:mai>»  ' 
préférable  d'opérer  auisi  :  on  a  d'abord 
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si  Ton  pose 

1  —  x  n 

on  en  déduit 


2n  -f  A' 
en  particulier,  en  prenant  h  =  1,  on  aura 


Lfn+1)_Ln  =  ,[^  ] 


(4) 


en  faisant  successivement  n  =  1,  2,  3, on  aura  les  logarithmes  des  nombres 

entiers. 

L'erreur  commise  quand  on  se  borne  aux  p  premiers  termes  de  la  série  (4)  est 
moindre  que 


_  2 
(2p  + 


2 ri  li 

1)  (*»  +  l)2*  +  '  L    +  (2n  +1)*  +  (i»  +  i)*  + J 

et  par  suite  moindre  que 


2/1(272  +  1)    (2p+l)    (2n  +  l)^-" 


Pour  avoir  les  logarithmes  vulgaires,  il  faut  calculer 

LlO 

OrL10  =  L2  +  L5;  on  a 

L3^  3.3»      5.3*  I 


et 


L5  =  2L2+2r-4-  —  4-  —  +    .     I 


on  aura  donc  L  10,  et  l'inverse  sera  le  module  M. 
On  aura  ainsi 


log 


(n  +  1)  =  log  n  +  2  A!  [— i —  + +  î +        *| 

1.2  tî  +  1^3(2  7i-|-l)»^  5(2ti+  i;»  + J- 


473.  Supposons  qu'on  ait  construit  la  table  des  logarithmes  des  nombres  entiers 
depuis  1  jusqu'à  un  nombre  déterminé  ;  il  reste  à  voir  comment  on  pourra  calculer, 
à  l'aide  de  cette  table,  les  logarithmes  des  nombres  autres  que  les  entiers. 

La  formule  de  Taylor  arrêtée  au  premier  terme,  ou  ce  qui  revient  au  même,  la 
formule  des  accroissements  finis  donne  : 


1  +<U* 
ô  étant  un  nombre  compris  entre  0  et  1. 


M»  +  *)=rrr:  ») 
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Soit  a  un  nombre  positif  dont  la  partie  entière  est  égale  à  n  ;  si  Ton  pose 

on  aura  : 

<T  =  log(»  +  h)  -  log  n  =  ML  (l  +  £\ 
ou,  en  vertu  de  l'équation  (1) 


Si  h  =  it 


*=»^TU  » 


A  =  log(n+i)-log»  =  ^1?!  (3) 


<K  étant  un  nombre  compris  entre  0  et  1. 
On  a 

log  (n  +  h)  =  log  n  +  *. 

On  fait  usage,  comme  on  sait,  pour  calculer  £,  de  la  proportion 

*  =  h 

Cette  proporition  n'est  pas  exacte,  car  on  en  tire 

£  =  A  A  =    ; — -, 

;i  -f  6 
tandis  que  la  valeur  exacte  est  donnée  par  la  formule 

L'erreur  commise  est  donc  égale  à 

elle  est  moindre,  en  valeur  absolue,  que 

ou 

A  M 


n(n  +  i)' 
et  comme  A  est  inférieur  à  1,  elle  est,  a  fortiori,  moindre  que 

M 

n(n  +  IV 
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44 
On  a  M  =  0,  4349 si  n  >  lu4,  Terreur  est  moindre  que  -—  et, a  fortiori, 

moindre  qu'une  demi-unité  du  8e  ordre  décimal. 

474.     Développement  de   la  fonction  arctg  or.  —    Soit  : 
f  (x)  =  arctg  x,  f  (x)  désignant  l'arc  compris  entre  —  ?  et  +  H  et 

Ù  et 

dont  la  tangente  est  égale  à  x. 
Nous  avons  trouvé  (442) 

fin)  (s)  =  (_  iy-i .  1  .  2  ...  (n  —  1)  cos»  y  .  sin  n  (5  —  y) , 
y  désignant  f  (ar).  On  a,  par  suite  : 

donc  : 

X        X*        X"  x*  *+' 

arctg  ,  =  -__+.-_ +  (_!),.__+ R^+|. 

La  série  dont  le  terme  général  est- — — -,  n  est  convergente  que 

si  l'on  a  x*  <^1.  Si  Ton  remarque  qu'à  une  tangente  égale  à  0#, 
0  étant  compris  entre  0  et  1,  correspond  un  arc  égal  kQ'y,  0' étant 
compris  entre  0  et  1,  on  a  : 

/<*■+*>  (9*)  =  -  1  .  2  ...  (2p  + 1)  cos1^  Q'y  .  sin  »ft  — 8y) 
et,  par  conséquent,  on  peut  écrire  : 

Ri>+i  =  ""  ïf+ï  ™*ip+i  9'  y  • sin  n  (2  -  °'  y) 

or,  en  supposant  a*<  1,  on  voit  que  lim  Ra/,+2  =  0  quand  p 
augmente  indéfiniment;  donc,  on  a  : 

x      x9      a?5  x*t,+i 

arctg*  =£— 3+-g-  + +  (—!)" 


2/>  +  l 
En  particulier,  si  l'on  suppose  x  =  i  : 
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Supposons  maintenant  x>\;  on  a  alors  y=  -  —  arc  tg  -  ;  on 
en  conclut,  en  remarquant  que  -  est  inférieur  à  1, 

475.  Application  au  calcul  de  t.. 
Si  Ton  pose 

-  =  arc  lg  a  -f  arc  tgp  =  arc  tg  *  +  * 


on  doit  avoir  !  ~"  */  =  ioua   f-  P  =  i  -  a  P;  on  peut  chercher  des  solutions  ù? 

cette  équation  qui  soient  de  la  forme  - ,  a  étant  entier  ;  soit  donc     a-f  b—ab  -»• 

ou      a  +  i  =  6  (a  —  1)  ;      il  faut  que  a  —  1  divise  a  +  i.  On  a  une  solution  évidente 
en  prenant  a =2,  d'où  6=3,  par  suite 

-  =  arctg-  +  arc  tg  -. 
ou 

*_/i_J__  +  -L_       Wf'i-  —  +  —  - )• 

4  — Va      3.2»  ^5.2*       /       \3      3.3»  ^5.b»  / 

On  a  cherché  d'autres  séries.  Si  Ton  pose  tg  a  =  -  on  trouve  facilement 

1*0      a   ,     1 

Donc,  en  posant  4  %  =  --  +  p,  on  a  : 

4 

tg4i-l  =  ± 
eH       i  +  tg4a       239 

Ce  qui  donne 

1 


_=4a,vt^--arctg-. 


c'est-à-dire 


7t          ,1         11           1  \       /J_  1       ,  _L.    . 

4=4  U""3T*       5^~7/f'+ /        V239~  3.239»  +  5.*»s 

formule  duc  à  Méchain. 

476.  Remarque.  —  La  formule  de  Mac-Laurin,  qui  n'est,  comme  nous  U*  ^ 
vu,  qu'un  cas  particulier  de  la  formule  de  Taylor,  prouve  °«u,unet  f°nctl0JÎ  .L,*, 
pourvue  de  dérivées  successives  finies  et  continues,  peut,  sous  certaines  cona' 
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être  développée  en  série  procédant  suivant  les  puissances  croissantes  de  x  et  con- 
vergente tant  que  la  valeur  absolue  de  x  ne  dépasse  pas  une  valeur  déterminée  R. 
Il  est  facile  d'établir  qu'il  ne  peut  exister  qu'un  seul  développement  de  f(x)  suivant 
les  puissances  entières  de  x.  En  effet,  soient,  s'il  est  possible, 


f(x)=a1>+alx+atx*  -f +  aH  xn  + 

et 

f(T)=àt+bix+blx*+ +  bHx*+ 

Ces  deux  séries  devant  représenter  la  môme  fonction  f(x)  doivent  avoir  Ja  même 
valeur  pour  x  =  o  ;  donc  a9  =  b9.  Il  en  résulte  que  les  séries 


*i  +  "«*  + +  anxn~l+. 


et 


bt  +  btx+ +ànxn~l+. 


doivent  être  égales  pour  toutes  les  valeurs  de  x  moindres,  en  valeur  absolue,  que 
le  rayon  de  convergence,  sauf  peut-être  pour  x=zo.  Mais  à  l'intérieur  du  cercle  de 
convergence  chacune  de  ces  séries  est  continue;  donc  si  x  tend  vers  zéro,  les 
limites  de  ces  séries  sont  les  mêmes  et  par  suite  «,  =  &!;  et  ainsi  de  suite. 

Cela  étant,  soit  f{r)  une  fonction  développable  parla  série  de  Mac-Laurin  ;  si  nous 
supposons  que  toutes  les  dérivées  restent  finies  par  x  =  o,  on  pourra  développer 
également  f  {x\  et  Von  aura  ainsi  : 

f(x)  =  /»  +  *  /»(o)  +  fL  r  (o)  +  £  /n)  (*)  + 

1.2  ni 

r(.v)=r(o)+xno)  + +  j£lL/*\0)+ 

(n  —  1)1 
On  voit  par  suite*  que  la  dérivée  de  la  série 


/»+r/Mo)+0/»(o)  + 


s'obtient  en  formant  la  série  des  dérivées  de  ses  termes.  11  est  facile  de  généraliser 
cette  proposition. 

On  peut,  en  effet,  établir  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  La  série  formée  par  les  dérivées  des  termes  d'une  série  entière 
est  convergente  à  C  intérieur  du  cercle  de  convergence  et  a  pour  somme  la  dérivée  de 
la  série  considérée,     . 

Soit,  en  effet, 


/*(*)  =  a0-f  a,  .*  +  <***»+ +an  xn  +  ".... . 

On  a 

f(x  +  h)  =  a*  +  a,  {x  +  h)  +  a,  {x  +  h)*  + +  an  (x  +  h)n+... 

II.  —  ».  miwtxaLowBKi.  —  aloèbo.  8 
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Désignons  par  aM.  p,  J5  les  valeur»  absolue*  de  an,  r  et  A,  et  cooskiéroDs  les  série? 

*.  +  *, (p  +  P;  +  ^ (?  +  p;'  + +  «.  .>  +  b)"  + 

en  supposant  p  et  p  +  P  moindre*  que  le  rayon  du  cercle  de  convergence  uV 
la  série  proposée,  ces  deux  séries  sont  convergentes;  leur  différence  est  au«>i 
convergente.  Celte  différence  est  la  série  : 

*1P+Î*JPP+»1P1+ +*aJI?n-ip+ +  «.P*  + 

donc  la  série 

tf|/*  +  »  *f  A  x  +  «f  **  + +««„  Jp""1  *  + +  *«*"  + 


est  absolument  convergente  et  représente  f  (t  +  h)  —  f{x).  Mais  on  peut  grouper 
comme  on  veut  les  termes  d'une  série  absolument  convergente,  par  suite  on  pent 
écrire  : 

A*+A)  -  M  =  *fo  +  ftyr  +  *at*+...  +  ncrx^t+...]  +  V9JLx)  +  k*iI{x)+... 
on  en  conclut 

im£iii±ii£i=a)  +  ?v  + +  «aBx"-'  + 


I,m y 

quand  A  tend  vers  zéro. 
Cela  posé  soit 

AM  =  «0+«l*  +  «J^+aJ*8  + +  *„**  + 

une  série  entière  convergente.  On  a  d'après  ce  qui  précède 

Ha;)=fl1  +  2flJi+  3<z3:r2  -f +nana?~l+ 

donc 

f'{o)  =  at 

on  a  ensuite 

rW=»«l+».8tf|  a?  -h +  n(»-l).flBrJ  + 

donc 

/>(•)  =  *«,      ou      a^'-tf 
et  ainsi  de  suite  ;  on  trouvera,  en  général, 

On  retrouve  ainsi  le  développement  donné  par  la  formule  de  Mac-Laurin,  ce  qui 


Digitized  by 


Google 


FOKMULES  DE  TAYLOR  ET  DE  MAC-LAUKI.N  115 

devait  être,  puisque  la  fonction  f(x)  est  finie  et  continue  et  admet  des  dérivées 
elles-mêmes  finies  et  continues  tant  que  le  module  de  x  est  inférieur  au  rayon  du 
cercle  de  convergence. 


477.  Application  de  la  formule  de  Taylor  à  l'étude  de 
la  variation  d'une  fonction.  —  Soit  f(x)  une  fonction  continue 
et  supposons  que  pour  x  =  a,  on  ait  : 

f  [a)  =  0       f  {a)  =  0, Pn-l>  (a)  =  0  et  /»  (a)  ^  0. 

On  en  déduit,  en  vertu  de  la  formule  de  Taylor  : 

f(a  +  h)-f{a)  =  l    ^      JM{a  +  th). 

En  supposant  f{U)[x)  continue  pour  x  =  a,  on  peut  déterminer  un 
nombre  positif  a  tel  que  /»  (a  +  9  /*)  ait  le  même  signe  que  fin)(a) 
en  supposant 

—  «</*<«. 

Si  Ton  suppose  n  =  2  p,  la  différence  /*(«  +  h)  —  f{a)  a  le  signe 
de/"00  (a);  si  Ton  suppose  /»  (a)  >  0,  on  aura  : 

/>  +  *)-/(«)  >«■ 
et  si,  au  contraire,  on  suppose  f u)  [a]  <  0,  alors 

pour  toutes  les  valeurs  de  h  comprises  entre  —  «  et  +  «• 
Il  en  résulte  que,  dans  le  premier  cas,  la  fonction  f(x)  est 

minimum  pour  x  =  a,  et  qu'elle  est  maximum  dans  le  second  cas. 
Si  m  est  impair,  le  rapport 

/>  +  ><)-/» 


a  le  signe  de  f{n)  (a)  pour  toutes  les  valeurs  de  h  comprises  entre  —  a 
et  +  «î  par  conséquent,  en  général,  la  fonction  est  croissante  pour 
x  =  a,  si  la  première  dérivée  qui  ne  s'annule  pas  pour  x  =  a  est 
d'ordre  impair  et  a  le  signe  -|-;  elle  est  décroissante  si  cette  dérivée 
d'ordre  impair  est  négative  pour  x  =  «.  Pour  que  cette  conclusion 
soit  légitime)  il  est  nécessaire  que  dans  un  intervalle  comprenant  a, 
la  dérivée  f{x)  ne  change  pas  de  signe»  ' 

On  retrouve  ainsi  les  résultats  déjà  obtenus  par  une  autre  voie. 
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Remarque.  —  Si  Ton  suppose  toutes  les  dérivées  nulles  pour  x  =  a,  la  formule 
de  Taylor  est  applicable  dans  un  intervalle  comprenant  le  nombre  a;  pour  toute 
valeur  a  +  h  appartenant  à  cet  intervalle,  le  développement  se  réduit  au  premier 
terme,  de  sorte  que 

f(a  +  /»)  =  /•  (a). 

par  suite  la  fonction  se  réduit,  dans  ce  cas,  à  une  constante. 
478.  La  formule  de  Taylor,  arrêt éc  au  second  terme,  donne  : 

/■(x  +  h) = /•(./•) + hf  {t)  +  i'r  c* + e  /i). 

11  en  résulte  que  la  différence 

f(£  +  h)-f(x)-hrix) 

est  du  second  ordre  par  rapport  à  A,  pourvu  que  la  dérivée  seconde  f"  (x)  soit  finie 
dans  l'intervalle  de  x  à  j-  -|-  h. 
Si  l'on  pose  : 

y  =  f{x\        h  =  dx,        A,v  =  /*(jr+/0-/V), 

on  voit  que  la  différence 

A  i/  —  dy 

est,  en  général,  du  second  ordre  par  rapport  à  dx.  C'est  ce  que  nous  avions  annoncé 
au  n°  381. 


EXEHC1CES 

1.  Développer  en  série  la  fonction 

(1- 

■  ftx)     * 

a  et  6  étant  des  m 

>mbres  entiers  donnés. 

2.  Prouver  que 

n+l    i      i 

l>  m  +  tn+  1 

—  5 

1 

+...+  ; 

i>LÎ±i 
n  m 

(BOL'RGCET.) 

3.  Prouver  que  la  série 

am  _|_  am  +  m+i  _j_  fl  m  +  m+I  +  m+i  _^_ 

est  convergente  pour  a  <  -,  et  divergente  pour  a  ^  - . 

(Bourgdet.) 

4.  Prouver  que  la  série 

m       m(m  +  l)  .    *w(m  +  l)(m  -h g) 

n        uCn  +  l)"*"     n(n  +  i(n  +  2)      

est  convergente  pour  n  —  m  >  1  ;"et  divergente  pour  n  —  m  <  1. 

(Bourgckt.) 
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5.  Prouver  que  l'expression 

"76  cosr  -  (21  ™Mï  +  186  L  ^  +  5s) 

est  un  infiniment  petit  du  sixième  ordre,  par  rapport  à  .r. 

(E.  Catalan.) 

6.  L'expression 

4     .         ,     1    .  8        1 

*  ~"  15  S,n  X  +    15    p  *  ~"  o  lg  2  x 

est  un  infiniment  petit  de  septième  ordre,  par  rapport  à  x, 

(E.  Catalan.) 

7.  Trouver  la  valeur  principale  de 

a  («*  —  cos  x)  +  P  L  (1  +  a-)  +  7  sin  x 

x  étant  l'infiniment  petit  principal. 

8.  Démontrer  la  formule 

U+l^  3  \a- 4-1/   ^5  \x+i)   ^   "  \ 

9.  Démontrer  la  formule 

L         L(i+*)  +  L(l-.r)       r      1  1  1  -l 

10.  Démontrer  la  formule 

L(x  +  5)  =L  (x  -f  3)  4-  L(.r  — 3)  +  L(x  -M)  +  L  (j-—  4)  —  L  (.r  —  5}—  2  Lx 

[          72                 1/           72             y  -J 

U4  —  25.r«+72  +  3V»4—  25jr«  +  72/    +  J 

11.  Prouver  que  l'expression 

11  1 

1+2  +  3+ +  n-L-n 

a  une  limite,  quand  n  augmente  indéfiniment. 
Cette  limite  est  positive  et  moindre  que  1  ;  c'est  la  constante  (VEuler. 

12.  Prouver  que. 

l+ï+ï+  +2FFT-(5+ï+  +h) 

a  pour  limite 

L«  +  «n»*L(j) 

quand  p  et  g  augmentent  indéfiniment. 
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13.  Trouver  la  limite  de 

n  +  1  ^n  +  2       2w 

pourn  infini. 
On  part  de  l'identité 

1_!  +  i_L+     +  _! L-_!_  +  JL_.      .  1 

2^3       4^"^2i<-1        2n~»+lt»+at,,,t2n 

(E.  Catalan.) 

14.  On  considère  une  série  dont  les  ternies  sont 

«i»  "*  •  •  wi«,  - 
et  Ton  pose 

vr  =  ^  _  wtef 

démontrer  l'identité 

*£L «f«  4-ï»—         —  "*"   __  "a*+a  +  "i-f*   |         ,  f^-.  ,  «i.ù.4.    -l*" 

1         2^3       2«  «  +  1       »-f  2  2  n"1"   1         2  n* 

Cette  identité  est  la  généralisation  de  celle  qui  se  trouve  au  numéro  13. 
En  supposant  u„-=  X,  en  déduire 

„.L.?=!ï!_.i!î  +  !iî_ _/i  +  5  +  5+ \ 

1        8^3  \l  T  2  T  3  T       / 

En  posant  ux  =  S — i,  a  étant  un   nombre  positif  quelconque,  démontrer  la 
formule  : 

aL2— Ji" — §i~+~3ï~    -+ — TT* + — ÏT* —  + — ïlï — +" 


ffL?^4E(a)+(-l)EW     4E(2a)-Hl)F^)     4EC3fl)  +  (-l)K(to)  + 
4.1*  4.2*  4.3* 


La  série 


a  pour  valeur  -^~ 


En  posant 


+ï(1  +  é  +  3Ji+-)- 


1  +  J  +  5-.  +  ... 


*aLî--  =  X, 
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on  a 

X—  t«  +  £t  +- 

(TCHEBYTCHEFF.) 

15.  Démontrer  la  formule  : 

1.2...  (7 

(Ed.  Roche,  Comptes  rendus,  février  1864.) 

16.  En  posant  q  =  o  et  o!  =  1,  on  obtient  cette  forme  très  générale  du  reste 
de  la  formule  de  Taylor  : 

n         <?(a  +  h)-9(g)hn(l-HT  /»+»),„  ,A/,, 

R"  =     <k«  +  ôA) ÎXTTT  ^      (a+e/,)' 

Si  l'on  pose 

p  étant  positif,  on  retrouve  la  forme  générale 

1.2... n.p 
En  posant 

?  (x)  =  (x  -  af 
on  trouve  : 

En  supposant    p  >  0,    ?  entier  et  inférieur  à  p  : 
On  pourra  faire    q  =  0,    ce  qui  donne 

"n  6p~i         1.2  ...  71. p'  ' 

ou  encore  p  =  7  —  «,  a  étant  une  fraction,  par  exemple,  «  =  -  ;  on  obtient  ainsi  : 

1 

1.9 g  **{l-8)n-g  An+i  Wn+1)  (a  +  e  h), 

•         M      1.2 n2       1.3.5...(2?+1)  '  .       .\ 
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Si  ft"+*\x)  ne  sannule  pas  entre  a  et  a  -h  A,  on  peut  poser  : 
f  (x)  =  /<»>{*),       f  W  =  /«+U  Wf        ç  =  0 
ce  qui  donne 

de  sorte  que  la  valeur  absolue  de  RR  est  au  plus 

n^l^'V+A}-/*-^! 


(E.  Roche.) 


17.  Si  les  fonctions/1  («)  et<p(.r)  et  leurs  dérivées  f  (*),  f"  (ar), flm>(x); 

f  (*)»  *"(•*)> ?    (■*)  sont  Unies  et  déterminées  pour  toutes  les  valeurs  de  x 

comprises  entre  a  et  a  -f  A,  on  a  : 

/(«+ A)  _/(<,)_£/>(„)- -^W 


9  («  +  h)  -  ?  («)  -  \j  («)  - — ^<P(?)  M 

/*+â(a)  + -f  — /w-,)  (a)  +  R 

(9  +  1)1  T  («  —  1)1  Y 


R_Aw(i-*)m-1/<w>(a  +  eA 

(m -1)1 

R/==  **(i- y-y)  («  +  •*) 

8  étant  compris  entre  0  et  1,  et  en  supposant  w  >p,  n  >  y. 
En  posant 

j»  =  n  — 1,    <7  =  n— 1 
on  retrouve  la  formule  de  M.  E.  Roche. 

(F.  GOMES  TfilXEIRÂ.) 

18.  Démontrer  la  formule 

rW=Ao)  +  */>(*)-1^rw  + 

(Bernoullî.) 

Appliquer  cette  formule  à  (.r  -f  a)n  et  démontrer  directement  le  résultat  obtenu. 
Appliquer  la   môme  formule  à  (x  +  a)"~n. 
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19.  Développer 

1 
(l-2sa:  +  z1)    * 

suivant  les  puissances  de  2. 
En  posant 

.   1 

(i-ïzx  +  z*)    ,=  i  +  X1z+X1z«  + +  X»zn  + 


prouver  que 


X"=8",1.2 nD"(*,-*)n- 


le  signe  Dn  indiquant  la  dérivée  d'ordre  n  de  (x*  —  1)".  Les  polynômes  Xn  se 
nomment  :  polynômes  de  Legendre. 
20.  En  posant 


w=(l  —  2  w? -f  z1) 


vérifier  les  identités  : 


du  du 

{*-**>£+<*-**>  S=«* 

du  du 

(Voir,  par  exemple,  E.  Catalan,  Mémoires  sur  les  polynômes  Xn  de  Legendre.) 
21.  Prouver  que  Xn  vérifie  les  identités. 

n  Xn  -  (2  n  -  !)>•  X,. ._,  +  (n  - 1)  X„_2  =  0 
(l-^)X;;-2arX;+n(;i+l)Xn=0 

(l-*«)X<?)_2(p--l)a:X('';,)  4"  [|(p--l)(p  r  *)  +  »(«  +  !)]  X^  =° 
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CHAPITRE  V 
RÈGLES  DE  L'HOSPITAL 


479.  Trouver  la  limite  d'une  fraction  —-4  dont  les  deux  termes 

tendent  vers  zéro  quand  x  tend  vers  a. 

Nous  supposons  les  fonctions  f[x),  f(x)  continues  et  pourvues 
de  dérivées,  et  nous  admettons  que  l'on  puisse  trouver  un  nombre 
positif  «  tel  que  dans  l'intervalle  de  a  —  a  à  a  -f  «  ni  les  fonctions 
considérées  ni  leurs  dérivées  ne  puissent  s  annuler  pour  aucune 
valeur  de  x  autre  que  a;  dans  ces  conditions,  en  supposant  h 
inférieur  à  a  en  valeur  absolue,  on  peut  appliquer  la  formule  du 
n°431.  On  a  ainsi  : 


f{a  +  k)-f(a)_r(a  +  9k)  IQ  ^  «^  u 

f(a  +  h)-9(a)~f  (a  +  Qh)  '    <~»^V 


Mais  par  hypothèse 

/(«)  =  0,     ?(a)=0, 


donc 


/>  +  A)_/"(a+0A) 
f(a+h)       f(a+Qh) 

•,  si  le  rapport 

a  une  limite  déterminée  \,  quand  x  tend  vers  a  en  suivant  une  loi 
quelconque,  on  peut  dire  que 

r  ("  +  0  h) 
f'(a+U) 

a  pour  limite  \  quand  h  tend  vers  zéro,  donc  il  en  est  de  même  de 

/>  +  *)    . 

—, — p— r-  et  par  suite 

t{a+h) 

lim.  ££!  =  >. 
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f  (x) 
On   peut  remarquer  que  si  -77-^  croit  indéfiniment  en  valeur 

f(x\ 
absolue  quand  x  tend  vers  a,  il  en  sera  de  même  de  '—r-L ,  car,  dans 

fW 
ce  cas, 

Um#!=UBi^=0. 

/»  fi*) 

Si  pour  x  =  a,  f  (a)  et  y  (a)  sont  nulles,  on  cherchera  la  limite 

f  (x) 
de    „  )  !  et  ainsi  de  suite,  de  sorte  que  s'il  arrive  que  toutes  les 

f   (*) 

dérivées  de  f(x)  et  de   y  (x)  soient  nulles  pour   x  =  a,  jusqu'à 

Tordre  n  —  1,  mais  que  f{n)  (a)  et  ?'n)  (a)  ne  soient  pas  nulles  en 

même  temps,  on  aura  : 

fix)       p»>{a)  ■ 


lim 


?(x)       fw[a) 


480.  Soient  f  (x)  et  *  (x)  deux  fonctions  devenant  infinies  pourx  =  a; 


trouver  la  limite  du  rapport  ^-- 


Nous  allons   démontrer,  que  sotu?  certaines  conditions,  si    ,  .  , 

a  une  limite  quand  x  .tend  vers  a,  le  rapport  -— r  a  la  même  limite. 

f{x) 

Nous  empruntons  la  démonstration  suivante  à  l'ouvrage  de 
M.  J.  Tannery  :  «  Introduction  à  la  théorie  des  fonctions  d'une 
variable  ». 

Supposons  que  x  tende  vers  a  par  des  valeurs  plus  petites  que  a  ; 
l'analyse  serait  toute  semblable  si  x  tendait  vers  a  par  des  valeurs 
plus  grandes  que  a. 

Je  suppose  qu'à  chaque  nombre  positif  A,  quelque  grand  qu'il 
soit,  corresponde  un  nombre  positif  u,  tel  que  les  inégalités 

0  <  a  —  x  <  m 

entraînent  les  inégalités  : 

|/»|>A       |  »(*)|>  A. 

Supposons  en  outre  qu'il  existe  un  nombre  b  <  a,  tel  que  dans 
tout  intervalle  limité  d'une  part  par  le  nombre  b,  et  d'autre  part 
par  un  nombre  quelconque  compris  entre  b  et  a,  les  fonctions 
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f  *.  ,^'x  admettent  de*  fcrïtèt*  f  'x  m%   x  et  qn*.  dans  on  parrîl 

intervalle,  le»  fonctions  f  rt.  f  r  .  f  r  .  •    x    ne  soient  jamais 

nulle*;  on  ne  considérera  d'ailleurs  que  des  valeurs  de  X  comprises 

entre  A  et  a. 

Dans  ce*  condition*,  on  peut  énoncer  le  théorème  sortant  : 

Aï  btrvpte  x  tend  ttrs  a  par  de*  valeurs  comprises  entre  b  et  a.  U 

f  x                                                                                    f  i 
rnppf/rt  .  ,     tend  vers  une  h  mite  L  il  en  est  de  même  du  rapport . 

f    *.  f  T 

Soit,  en  effet,  k  on  nombre  positif  arbitraire:  d'après  nos 
hypothèse*,  il  existe  un  nombre  «  compris  entre  b  et  a.  tel  que  la 
différence 

soit  en  valeur  absolue  moindre  que  k  pour  toutes  les  valeurs  de  i 
satisfaisant  aux  inégalités 

a<x<a.  «1 

Soit  x  une  quelconque  de  ces  valeurs;  on  aura  : 

fU)l_fi^     r(*)-f(«»  •  ?'(«) 

9(x) 

t  étant  compris  entre  .r  et  «,  de  sorte  que  les  inégalités 

«  <%<n 

noient  vérifiées,  et  que  par  suite  on  puisse  poser  : 

*  (Ç)      ^ 

k1  étant,  en  valeur  absolue,  moindre  que  k. 

D'autre  part,  comme  f  (x)  et  y  (a?)  grandissent  indéfiniment 
quand  x  tend  vers  a,  il  existe  un  nombre  |3  compris  entre»  et  « 
nt  tel  que  sous  les  conditions 
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la  différence 


/» 


?(«) 


fV») 

soit,  en  valeur  absolue,  moindre  que/:;  si  a?  vérifie  les  inégalités  (2) 
on  peut  donc  poser  : 

— ^=1+*" 

,     n«) 

en  désignant  par  k"  un  nombre  dont  la  valeur  absolue  soit  moindre 
que  k  ;  dès  lors,  en  supposant  remplies  lés  conditions  (2),  on  aura  : 

,[x,-\+r 

la  différence 

/+*'      ,_lf—k't 

\+k'         i  +  r 

est  moindre,  en  valeur  absolue,  que 

*(i  +  n 

1— A 

l  désignant  la  valeur  absolue  de  /;  or  le  nombre  positif  — -. -^ 

sera  moindre  qu'un  nombre  positif  0,  si  Ton  suppose  : 

9 


0<A< 


l+t  +  B' 


On  est  donc  parvenu  à  cette  conclusion  :  à  chaque    nombre 
positif  0  correspond  un  nombre  /3  tel  que  les  inégalités 

P  <  x  <a 

entraînent  tinégalité 


\f{X) 


<l 


f(x) 
C'est  dire  que  —y-*-  a  pour  limite  /  quand  x  tend  vers  a. 
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En  général  si  f(a)  et  y  (a)  sont  infinis,  il  en  sera  de  même  de 
/'  (a)  et  de  f  (a)  comme  nous  le  montrons  plus  loin.  11  semble- 
rait donc  que  la  règle  précédente  fût  illusoire  ;  mais  il  peut  arriver 
que/*'  (ar)etf'  (x)  aient  un  facteur  commun  que  Ton  supprimera, 

f  (*) 
de  sorte  que  la  limite  de  -  ;  !  soit  plus  facile  à  trouver  que  celle 

?  (*)  . 

fix)  r  (x) 

de  ~— : .  Si  Ton  no  peut  pas  trouver  la  limite  de  ~  directement, 

fr)  ?  (x) 

on  appliquera  encore  le  théorème  précédent  et  Ton  cherchera  la 

r  (x) 
limite  de  „  ;  ; ,  et  ainsi  de  suite. 

?  (*) 

481.  Supposons  maintenant  que  ^~  se  présente  sous  la  forme  7 

00  1 

ou  —  quand  x  augmente  indéfiniment.  Posons  x  =  -  ;  on  a  : 


00 


m  $ 


Si  Ton  désigne//-)  et  j(-j  par  F(s)et  ♦(*),  on  cherchera  la  limite  de 

V(z) 

F'  (z) 
quand   z   tend    vers   zéro,    et   si   lim    ,  ;  '-  =  /,  on  aura  aussi 

♦  w 


Mais 


donc 


««!£!  =  i. 

F'(z)  =  /"(x)x=^ 

_1 
♦'  («)  =  t  (*)  X  -5T» 
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par  suite 

hm  '-7-7-4  =  hm  -7-r-f 
?  (*)  *  (-) 

quand  x  augmente  indéfiniment,  c'est-à-dire  quand  z  tend  vers  zéro. 
Donc  on  peut  étendre  la  règle  de  l'Hospital  au  cas  où  x  grandit 
indéfiniment. 
482.  Exemples.  1°  Trouver  la  limite  vers  laquelle  tend  le  rapport 

sin  (x  —  a) 


sin  x  —  sin  a 


quand  x  tend  vers  a. 
Le  rapport  des  dérivées  des  deux  termes  de  cette  fraction 

cos  (x  —  a) 
cos  x 

1  1 

a  oour  limite quand  a?  tend  vers  a; est  donc  la  limite 

r  cos  a  cos  a 

cherchée. 
On  peut  vérifier  le  résultat  obtenu.  En  effet  : 

x  —  a        x  —  a 
sin  [x  —  a)  =  2  sin  — - —  cos  — — , 

.    x  —  a       x  -f-- a 
sin  x  —  sin  a  =  2  sin  — - —  cos  -- 


donc 


2  2 


x  —  a 
cos- 


par  suite, 


sin  (x  —  a)  2 

sin  a: — sina            a?  +  a 
cos : 


sin(#  —  a)         1 

hm  - — ^ : — = • 

sinx — sina      cos  a 


2°  Trouver  la  limite  de  xa  L  #,  quand  x  tend  vers  0,  n  étant  positif. 
On  écrit  : 

hx 


Digitized  by 


Google 


128  COURS  D'ALGÈBRE 

y  se  présente  sous  la  forme  — .  Le  rapport  des  dérivées  est  : 

00 

i 

X  xn 


—  nx~n-*  n 

dont  la  limite  est  zéro;  donc  lim  y  =  0 

ax 
3°  Trouver  la  limite  de  —  quand  x  augmente  indéfiniment,  m  étant 

positif  et  a  >  1. 

Le  rapport  des  dérivées  est  : 

a*  La 
mxm-v* 

En  prenant  successivement  les  dérivées  des  deux  termes  on  arrive  à 

a*  [Lay m 

m  (m  —  i) (m —  p  +  i)  •  xm~p' 

en  supposant  p  plus  grand  que  m,  le  dénominateur  aura  pour 

a* 
limite  zéro,  donc  —  augmente  indéfiniment  avec  x. 

Lx 

4°  Trouver  la  limite  de  —  quand  x  augmente  indéfiniment,  m  étant 


positif. 

Le  rapport  des  dérivées  est  égal  à 


1 

x 


m  xm~l      m  xm 

donc  la  limite  est  zéro. 

Nous  avons  déjà  trouvé  ces  résultats  directement. 

_  i 
e   3 
5°  Trouver  la  limite  de  —      quand  x  tend  ver  s  zéro, m  étant  positif, 
x 

-±       2 

xs      2  e    *» 


Le  rapport  des  dérivées  est ^zt"=  — 7Z+k*  Par  suite»  Pour 

x  =  0,  ce  rapport  se  présente  sous  la  forme  -   comme    le  rap- 
port donné,  et  il  en  sera  toujours  ainsi  indéfiniment;  par  suite,  il 
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faut  chercher  directement  la  limite  demandée,  que  nous  avons  déjà 

obtenue  (467)  en  posant  --  =  /. 
ar 

6°  Soit  à  chercher  la  limite  de 


z- 

—  sin  x 

y 

X 

quand  x  augmente 
On  peut  écrire  : 

indéfiniment. 

' 

y  =  i- 

sin  x 

x    ' 

donc 

limy 

=  1. 

D'autre  part,  le 

rapport  des  dérivées  est 

1  —  cos  X 

ce  rapport  ne  tend  vers  aucune  limite  déterminée  quand  x  aug- 
mente indéfiniment. 
De  même,  si 

x  —  sin  a: 

y  ~"a?  +  cosx, 

on  voit  encore  que  lim  y  =  1  quand  x  augmente  indéfiniment;  or, 
le  rapport  des  dérivées  est  : 

1  —  cos  x 


1  —  sin  a? 

et  ne  tend  vers  aucune  limite  déterminée. 

f  M 
Ces  exemples  montrent  qu'il  peut  arriver  que  -T(\ ne  tende  vers 

aucune  limite  déterminée  et  que,  cependant,  dans  les  mêmes 

f(x\ 
conditions,  ^—N  ait  une  limite. 

483.  Remarque.  —  Nous  avons  dit  plus  haut  que  si  f  [a)  est  in- 
finie, il  en  est  de  même,  en  général,  de/"  (a).  Effectivement,  soit 

H.  1,  HUWBXaLOWUI.  —    ALOiUB.  9 
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a,  <  a,  et  donnons  à  or  une  valeur  comprise  entre  a,  et  a  : 


Supposons  que  la  fonction  f(x)  soit  positive  dans  l'intervalle 
(an  a);  enfin,  soit  A  un  nombre  positif  arbitraire.  On  peut  sup- 
poser x  assez  près  de  a  pour  que  l'inégalité 


x  —  at 

soit  vérifiée. 

En  effet,  la  différence  a  —  a,  étant  supérieure  à  x  —  at1  il  suffit 
de  vérifier  l'inégalité  : 

'(*> -'<«»>>  A; 
a  —  a, 

c'est-à-dire  : 

/,M>/'(<0  +  A(a-a1), 

ce  qui  est  possible,  puisque  f(x)  augmente  indéfiniment  quand  x 
tend  vers  a. 
Or 

S  étant  compris  entre  a,  et  x,  et,  par  suite,  entre  at  et  a. 
On  aura  donc 

/'  (5)  >  A, 


I 

et  cela,  quelque  près  que  al  soit  de  a,  ce  qui  ne  saurait  arriver  si  I 

f  (x)  était  finie  et  continue  pour  x~  a. 

Si  la  fonction  f{x)  était  négative,  on  appliquerait  le  raisonnement 
précédent  à  la  fonction  —  f(x). 

EXERCICES 

1.  Trouver  la  limite  de  l'expression 

g*-KTr-*'-3 

quand  x  tend  vers  zéro. 
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—  Appliquer    la   règle   de    l'Hospital,    puis    vérifier    le    résultat    obtenu   en 
développant  e*  et  e~x  par  la  formule  de  Taylor. 
2.  Trouver,  par  la  règle  de  l'Hospital,  la  limite  vers  laquelle  tend  le  rapport 

i 
(1+sf-e 


quand  x  tend  vers  zéro. 

En  conclure  que  le  numérateur  est  infiniment  petit  du  premier  ordre  par  rap- 
port à  x. 

3.  Trouver  la  limite  de 

x 

quand  x  augmente,  indéfiniment. 

4.  Limite  de 

X       * 

quand  x  augmente  indéfiniment. 

5.  Limite  de 

L  cos  oc  x 


L  cos  3  x 


quand  x  tend  vers  zéro. 
6.  Limite  de 


a  (a*  —  cos  x)  -f  0  L  (1  -f  a?)  4-  7  sin  a: 


quand  x  tend  vers  zéro. 
7.  Trouver  la  limite  de 


quand  #  tend  vers  zéro. 
8.  En  supposant  que  y  soit  une  fonction  de  x  telle  que 


lim  -p-  =  a 
dx 


et 


quand  x  augmente  indéfiniment»  prouver  que  Ton  a  aussi  i 


lim^=  a,    lim  (y  —  as)  =  6» 


(Théorie  des  asymptotes.) 
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9.  Trouver  la  limite  de 


7G  cos  *  -  (m.  H2^£  +  J86  L.  fÎLî  +  ») 


quand  x  tend  vers  zéro. 
10.  Trouver  la  limite  de 


4     •  ,     1  .  8.1 


*-Ï6rin*  +  Ï5t**"t*5x 


quand  .r  tend  vers  zéro. 
11.  Trouver  la  limite  de 


quand  x  tend  vers  1. 


X— 1 


CHAPITRE  VI 

INTÉGRALES   DÉFINIES 

484.  Soient  a  et  b  deux  nombres  donnés,  a  étant  supposé  plus 
petit  que  b.  Désignons  par  f(x)  une  fonction  bien  déterminée  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  b.  et  supposons  vérifiées 
les  inégalités 

À</»<B,  (1) 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  b  ;  supposons 
enfin 

0  <  A  <  B. 

Partageons  l'intervalle  (a,  b)  en  un  nombre  quelconque  de  par- 
ties égales  ou  inégales  et  soient  : 

#i»      x»i  ^V* 

les  moyens  obtenus,  supposés  rangés  par  ordre  croissant. 
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'Posons  : 

\k  =  xk  —  xk.  ,,       I(  —  Xj  —  tf ,       I^+i  ~-  b  —  x^, 

Ar  prenant  toutes  les  valeurs  depuis  1  jusqu'à  *  +  1. 

La  fonction  f[x)  étant  limitée,  par  hypothèse,  dans  l'intervalle 
(a,  b)  est  limitée  dans  chacun  des  intervalles  I*. 

Soient  m*  et  M*  le  minimum  et  le  maximum  absolus  (330)  def(x) 
dans  l'intervalle  Ifr. 

Je  dis  que  chacune  des  sommes 

2  M*  Ik=M,  I,  +  M,  I2  +  +  M* 1,  + +  M,+1  U„ 


2  mk  Ik  =  m,  I,  +  m%  I2  -f- -f  ?w*I*  +  +  m^.',  1^, 

tend  vers  une  limite  déterminée  quand  chacune  des  parties,  dans 
lesquelles  l'intervalle  b  —  a  a  été  partagé,  tend  vers  zéro  et  que, 
par  suite,  le  nombre  de  ces  parties  augmente  indéfiniment. 

Considérons  d'abord  la  somme  2  M*  I*. 

L'inégalité  M*  >  A,  conséquence  des  inégalités  (1),  entraine 
celle-ci  : 

2  M*  I*>  A  (*-*).  (2) 

Cela  posé,  si  l'on  considère  tous  les  modes  possibles  de  division 
de  l'intervalle  b —  a  et  les  sommes  correspondantes  2  M*  I*,  toutes 
ces  sommes  forment  un  ensemble;  l'inégalité  (2)  entraîne  l'exis- 
tence d'un  minimum  absolu  L  relatif  à  cet  ensemble  (329).  Quel 
que  soit  le  nombre  positif  a,  on  peut  trouver  une  somme  particu- 
lière 2  M*  I*,  que  nous  désignerons  par  S  et  telle  que  l'on  ait  : 

L  <  S  <  L  -f  «.  (3) 

Supposons  que  f*  soit  le  nombre  des  moyens  insérés  entre  a  et  b 
qui  correspondent  à  la  somme  S. 

Cela  étant,  divisons  d'une  manière  quelconque  l'intervalle  b  —  f/, 
et  soit  : 

S'  =  2MAI*, 

en  désignant  par  IA  l'une  des  parties  obtenues  et  par  M'*  le  maximum 
absolu  de  f(x)  dans  l'intervalle  lh. 
Parmi  les  intervalles  nouveaux,  il  y  en  a  un  certain  nombre  qui 
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sont  compris  entièrement  à  l'intérieur  d'un  intervalle  I*  de  la 
somme  S;  pour  ceux-là,  MAest  au  plus  égal  à  M*,  et  par  suite,  la 
partie  correspondante  de  la  somme  S'  est  au  plus  égale  à  M*  I*  ;  si 
tous  les  intervalles  de  la  nouvelle  somme  étaient  dans  ce  cas,  on 
aurait  S'  <  S.  II  nous  reste  à  considérer  les  intervalles  du  second 
mode  de  division  qui  contiennent  un  ou  plusieurs  points  de  division 
appartenant  au  premier  mode.  Désignons  par  \  le  plus  grand  de 
ces  intervalles.  Leur  nombre  est  au  plus  égal  à  y.;  par  suite, à  cause 
de  l'inégalité  /"(x)<  B,  la  contribution  apportée  par  ces  nouveaux 
intervalles  à  la  somme  S'  est  moindre  que  \u.B.  On  a  donc 


et,  par  conséquent, 
D'ailleurs,  on  a  : 


S'  <  S  +  X  f*  B  ; 
S'  <  L  +  «  +  ÎLp  B.  (4) 


S>L. 

Or,  on  peut  supposer  que  dans  ce  nouveau  mode  de  division, 
chaque  division  nouvelle  soit  inférieure  à  —,  de  sorte  que 
l'inégalité 

><^ 

ou, 

**B  O 

sera  vérifiée;  on  aura  ainsi 

L  <  S'  <  L  +  *«.  (5) 

ce  qui  démontre  que  S' a  pour  limite  L  *. 

Je  dis  maintenant  que  la  somme  2  mk  lk  a  aussi  une  limite.  En 
effet,  soit  B'  un  nombre  supérieur  à  B,  et  considérons  la  fonction 

B'-/>); 

elle  vérifie  les  inégalités 

B'  —  B<  B'  -  /■(*)<  B'  -  A  ; 

*  Cette  démonstration  est  due  à  M.  C.  Jordan.  (Voir  :  Coure  d'Anal  y  te  de  f École  poùf- 
technique.) 
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donc  la  somme  2  (B'  —  mk)  lk  a  une  limite  ;  mais 

2Vlk  =  V{b—a). 
Par  suite, 

B'(b  —  a)  —  2mklk 

ayant  une  limite,  la  somme  2  mk  \k  a  aussi  une  limite. 

Nous  avons  supposé  A  et  B  positifs;  s'il  en  était  autrement,  il 
suffirait  de  considérer  la  fonction  f{x)  +  C,  C  étant  une  constante 
vérifiant  l'inégalité  A  +  G  >  0;  les  inégalités  (1)  donneraient  : 

A  +  C</»  +  C<B  +  C, 

A  +  C  et  B  +  C  étant  deux  nombres  positifs. 
Les  sommes 

2  (M*  +  C)  I*  et  2  (m*  +  C)  \k 
ayant  alors  des  limites,  il  en  sera  de  même  des  deux  sommes 

2  M*I*  et  2  mklk. 

485.  Définit  Ion.  —  On  dit  que  la  fonction  f(x)  est  intégrable 

de  x  =  a  à  x  =  b,  si  les  sommes  2  MA  lk  et  2  mk  \k  ont  la  même 
limite. 

486.  Théorème.  —  Toute  fonction  f{x)  continue  dans  V intervalle 
(«,  b)  est  intégrable  de  a  à  b. 

En  effet,  si  la  fonction  f{x)  est  continue  dans  l'intervalle  de  a  à  b, 
on  peut  partager  cet  intervalle  en  intervalles  assez  petits  pour  que 
dans  chacun  d'eux  l'oscillation  de  la  fonction  soit  moindre  qu'un 
nombre  donné  d'avance  ;  en  d'autres  termes,  à  tout  nombre  positif  « 
correspond  un  nombre  positif  p  tel  que  l'inégalité 

U<P 
entraine  la  suivante  : 

M*  —  mk  <  a. 

On  aura,  si  ces  conditions  sont  remplies  : 

2  M*I*  —  2 fiu  I*  =  2(M&  —  mk)lk  <  a 2  1A? 
c'est-à-dire 

2MfcIA—  Zimklk  <  a(A  —  a). 

g 
Si  Ton  suppose  a  <  - ,  9  étant  un  nombre  positif  arbitraire, 
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on  voit  que  si  chaque  intervalle  est  moindre  que  P,  l'inégalité 

2m*I*—  2m*Ik<8 
sera  vérifiée  ;  de  sorte  que 

lim  2  M*  I*  =  lim  Ztmk  lk. 

Gela  posé,  si  Ton  désigne  par  Ç*  un  nombre  compris  entre  x*_i 
et  or*,  on  aura 

m*  <  flfc)  <  M*, 

par  suite 

2mkU<2f{U)h<2viklk. 
11  en  résulte  que  si 

lim  2  Mfc  I*  =  lim  2  M*  I*  =  L, 
on  aura  aussi 

Donc,  /(rc)  étant  une  fonction  continue  et  limitée  dans  les  deux 
sens  dans  l'intervalle  (a,  b),  si  Ton  partage  d'une  manière  quel- 
conque cet  intervalle  en  intervalles  plus  petits  en  insérant  des 
moyens  xv  x„ x^i  entre  a  et  i,  de  sorte  que  les  nombres 


forment  une  suite  croissante,  si   Ton  nomme  Ç„Çf, ÇF1  des 

.nombres  quelconques  compris  chacun  entre  deux  termes  consé- 
cutifs de  la  suite  précédente,  de  telle  sorte  que 

fli  §n  «^n  5t»  ^a»  •••••  fj*— i»  ^V-ii  fn»  ** 
forment  une  suite  croissante,  les  sommes 

f  <«)(*,  -a)  +  />,)  (x,  -*,)  +  ...  +  fl*^) (a-,  -  œk_x)  +  ...  +  flx^,) (6  -  x^) 
A*0  (*t -«)  +  /(*i)(*t -*i)  +  .«  +  f{*k)  (**  -  **_,)  4-  ...  +  f  (6)  (6  -  *  , 
/«i)(*i-«)+/«iM*i-*i)  +  ...+   HW  (**-*».,) +  .M  +  r^)(*-*F-i) 

tendent  vers  une  seule  et  même  limite,  lorsque  chaque  intervalle 
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tend  vers  zéro,  leur  nombre  augmentant  indéfiniment  suivant  une 
loi  quelconque. 

Cette  limite  est  ce  que  Ton  nomme  Vintégrale  de  a  à  b  et  on  la 
représente  par  la  notation  symbolique 


r 


f(x)  dx, 

qu'on  lit  :  somme  de  a  à  b  de  f(x)  dx. 

Remarque.  —  On  peut  remplacer  la  lettre  x  par  toute  autre 
lettre,  et  écrire  par  exemple  : 


i 


487.  Théorème.  —  On  peut  permuter  les  limites  d'une  intégrale 
définie,  pourvu  que  Von  change  le  signe  de  cette  intégrale. 
Il  s'agit  de  prouver  l'identité 


C  f{x)dx=—  f  f{x)dx. 


En  effet,  la  première  intégrale  est  la  limite  de  la  somme  S  M*  I*, 
définie  plus  haut;  la  seconde  intégrale  est  la  limite  de  la  somme 

liUkl^  dans  laquelle  l'k  =  xk_l —  xk= — I*;  ces  deux  sommes 
sont  égales  et  de  signes  contraires,  donc  leurs  limites  sont  aussi 
égales  et  de  signes  contraires. 

488.  Théorème.  —  On  a  : 

Ç  f(x)  dx=Ç  f(x)  dx+  C  f{x)  dx. 

En  effet,  supposons  d'abord  a  <  c  <  A.  On  peut  partager  l'in- 
tervalle de  a  à  A  en  intervalles  plus  petits  en  partageant  chacun 
des  intervalles  (a,  c)  et  (c,  b),  de  sorte  que  c  soit  toujours  un  des 

moyens  compris  entre  a  et  b,  puisque  la  limite  de  la  somme  2j  M*U 
est  indépendante  du  mode  de  divisions  ;  cette  somme  se  composera 
de  deux  parties  ayant  respectivement  pour  limites 

JCf(x)dx1     j  f(x)dx; 
ce  qui  démontre  la  proposition. 
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Supposons  maintenant  que  c  ne  soit  pas  compris  entre  a  et  6,  et 
soit,  pour  fixer  les  idées  : 

a  <  h  <  r. 
On  a  alors 

f  /M  *  +  f  7(*)  dx  =  ff{x)  dx, 

j.  .'*  •/« 

doù 

J*  fl»)  dx  =ff(*)  dx  -fm  dx, 

c'est-à-dire  (487)  : 

f  f(x)dx=f  f(x)dx+f  f(x)dx. 

On  ferait  un  raisonnement  analogue  dans  tous  les  cas  qui  peuvent 
se  présenter. 
En  généralisant  la  proposition,  on  a  : 

f  f(x)  dx=f  f{x)  dx  +  ff(x)  dx  + +  f  f(x)  dx. 

Remarque. —  On  suppose  bien  entendu  dans  tout  ce  qui  précède, 
que  la  fonction  f(x)  est  intégrable  dans  chacun  des  intervalles 
considérés. 

489.  Théorème.  —  Si  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  a  et  A,  on  a 

A </•(*)<  B, 

on  mira  aussi 

A (b  —  a)<  f  f(x) dx <  B [b  —  a) , 

en  supposant  a  <é.  Cela  résulte  immédiatement  de  la  définition 
de  l'intégrale. 

490.  Théorème.  —  Si 

/■(*)  =  *(*)  +  *(*). 
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on  a 

Ç  f[x)  dx=  C  f{x)dx  +  Ç  f  (x)  dx. 

La  démonstration  n'offre  aucune  difficulté. 
Soit  encore 

on  peut  convenir  de  poser 

/    f(x)  dx=  j    f(x)dx-\-i  !    $(x)  dx. 

On  peut  aussi  considérer  les  sommes 
et 

on  suppose  que 

2jM*I*,    2mfcI* 
ont  une  limite  commune  L',  on  peut  donc  définir  l'intégrale 

/  f(*)dx, 

comme  étant  égale  à  L  +  *L- 

491.  Théorème.  —  L'intégrale!  f(x)dx,considérée  comme  fonc- 
tion de  z,  est  continue,  et  a  pour  dérivée  f  (%). 

Soit /*(*)  une  fonction  continue  dans  l'intervalle  de  a  à  If;  soit  z0 
un  nombre  compris  entre  a  et  b;  l'intégrale 

pmdx 

a  une  valeur  bien  déterminée;  si  Ton  suppose  que  z  varie  entre  a 
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et  6,  on  peut  donc  regarder  f  f(x)  dx  comme  une  fonction  de  z 
et  poser: 

Je  dis  que  ?(z)  est  une  fonction  continue  dans  l'intervalle  de  a  à  b, 
et  a  pour  dérivée  f(z). 
En  effet,  h  désignant  un  nombre  positif, 


*(*.  +  h)=f§    f(x)dx 


donc 


?(*  +  *)-Tto=jH    fWd*- 


Soit  «  un  nombre  positif  déterminé;  la  fonction  f{x)  étant  con- 
tinue, il  existe  un  nombre  P  tel  que  l'inégalité 

entraine  les  suivantes  : 

/>0)-«</X*)<A*o)  +  « 

pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  z0  etzQ  -f-  A»  d'où  il  résulte 
(489)  que  l'intégrale 

est  comprise  entre 

A  (/•(*„) -«)  eth(f(z0)  +  «), 
et  par  suite,  la  fraction 

f  (*o  +  *)  —  f  (*o) 

est  comprise  entre 

/(*)-«  et /(*)+•, 
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d'où  il  résulte  que  si  h  tend  vers  zéro  par  valeurs  positives, 
De  même,  de  l'égalité 

?  (2,  —  *)—.»  (3.)  =  —  f     f{x)dx 

•V* 

on  tire  : 

La  proposition  est  donc  démontrée. 
En  remarquant  que 

J f(x)dx  =  -f*f{x)dx, 

on  voit  que  si  Ton  pose  : 

+  (z)=ff{x)dx, 

on  aura  : 

f  «=-/<«)• 

492.  Théorème.  —  S'il  existe  une  fonction  F  [x)  ayant  pour  dérivée 
f  (x)j  on  a  : 


r< 


f(*)«te=F(*)  — F(a). 


En  effet,  pour  éviter  toute  confusion,  désignons  par  z  la  variable 
indépendante;  on  a  : 

Or,  si  l'on  considère  la  fonction  ?  (2)  définie  par  l'équation 


? 


{z)=j  aX)dx, 
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on  a  aussi 

les  deux  fonctions  F  (s)  et  9  (s)  ayant  même  dérivée,  ne  peuvent 
différer  que  par  une  constante;  par  suite,  G  désignant  une  cons- 
tante, 

fW  =  F(i)+C. 


Or, 
d'où  l'on  tire  : 
et  par  suite 


?(a)=0; 
C=-F(a), 


9(-)  =  F(2)-F(a); 
en  particulier  si  z  =  b  : 

1(*)  =  F(*)-F(«); 
c'est-à-dire 


ff{x)dx=V{b)-F(a). 


493.  Fonctions  primitives.  —  On  nomme  fonction  primitive  de 
la  fonction  f  (x),  toute  fonction  F  {x)  qui  a  pour  dérivée  f(x). 
Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  l'intégrale 

que  nous  écrirons  désormais  ainsi  : 

est  une  fonction  de  x  ayant  pour  dérivée  f{x).  Toute  fonction  F  (x) 
ayant  pour  dérivée  f{x)  vérifie  donc  l'équation 

V(x)=ff(x)dx  +  C. 

La  limite  inférieure  a  est  un  nombre  quelconque;  G  désigne  une 
constante  arbitraire;  si  l'on  remplace  a  par  un  autre  nombre a\ 
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l'identité 

rf{x)  dx —  /    f(x)dx=J    f(x)dx 

montre  que  cela  revient  à  changer  la  constante  C;  pour  cette 
raison,  on  écrit  simplement 

F(x)=ff(x)dx+C, 

et  quelquefois  même  on  représente  par 

f  (x)  dx 


!< 


la  fonction  primitive  def(x);  mais  il  ne  faut  pas  oublier  que  cette 
fonction  primitive  n'est  déterminée  qu'à  une  constante  près. 

494.  Exemples  de  fonctions  primitives  obtenues  direc- 
tement. —  Nous  avons  calculé  les  dérivées  d'un  certain  nombre 
de  fonctions;  inversement  les  fonctions  obtenues  ont  pour  fonc- 
tions primitives  les  fonctions  données. 

Ainsi,  on  peut  former  le  tableau  suivant  : 

Fonctions.  Fonctions  primitives, 

A*m  ^^TT  +  G         (m  +  1^0) 

m  +  1  v  ' 


L  .  x  +  G 


COS*  X 


1 

X 

sin  x  —  cos  x  +  C 

cos  x  sin  x  +  C 

1  tg  x  +  C 

cotg  x  -f-  C 
arcsin  x  +  G 
arccos  x  +  C 
arctg  x  +  C 


sin*  .r 


V'1  —  x* 
1 

—  VI—  & 
1 

CA  x  Shx  +  G 

SA  x,  CA  x  +  C. 


etc. 
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X 

Remarquons  que    la   fonction  primitive  de   —   n'est  égale  à 

A  xm^~i 

—  +  C  que  si  m  est  différent  de  —  1. 

m  -f- 1 

Si  Ton  considère 

xm+t_am+l 


m+  1 


comme  une  fonction  de  m,  et  si  l'on  fait  tendre  m  vers  —  1,  d  après  la  règle  de 
l'Hospital  on  aura  la  limite  de  cette  fonction  en  cherchant  celle  du  rapport  des 
dérivées  par  rapport  à  ?n,  c'est-à-dire  en  cherchant  la  limite  de  l'expression 


or,  si  m  tend  vers  —  1,  x*»+i  et  a**+l  tendent  vers  1,  et  la  limite  est  égale  à 

La*  —La 

qui  est  la  fonction  primitive  de  -. 

x 
495.  Problème.  —  Trouver  la  fonction  primitive  de    -  ,  - . 

Si  l'on  pose 

x%  +  a—u, 
on  a 

u  =  2  x 

donc  la  fonction  donnée  est  égale  à 

à  m' 

elle  est  par  suite  égale  à  la  dérivée  de  —  Lu,  donc  la  fonction  primitive  demandée 
est 

5L(*»  +  fl)  +  C. 


On  a  donc 


rxdx         1     x*  -+- 1 
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496.  Problème.  —  Trouver  la  fonction  primitive  de . 

x%  -\-  a* 

Si  l'on  pose 


on  peut  écrire  : 


, .  a) 


'•=: 


d'où  l'on  tire,  en  remarquant  que  -  a  pour  dérivée  -, 


En  particulier 


1  x 

y  =  -arctg-  +  C, 


arctg  a  désignant  un  arc  compris  entre et  -f  -  . 

2  2 

Si  «  augmente  indéfiniment  : 


/dx    __  « 
x*  +  a*-Ta 


497.  Problème.  —  Trouver  la  fonction  primitive  de  — . 

x 


et 


on  a  : 


donc 


Lx 


L  x  =  u, 


y=uu'\ 


y=±u*  +  C 


d'où 


H.  —  b.  mswnioixrwsKi.  —  algsmi.  in 
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498.   Problème.   —    Connaissant  la  fonction  primitive  de  f(x\ 
trouver  la  fonction  primitive  de  f[ax),  a  étant  une  constante. 
Si  1  on  a 

F(x)  =  f(x), 
on  a,  d'après  le  théorème  des  fonctions  de  fonctions  : 
3  F  (ax)        d  F  (ax) 


à  x  ï .ax 


X  a 


mais 


donc 


par  suite 


Exemple 


a  F  (ax) 

=  f(«); 


Î>F  (ax) 


*x 


ff(ax)dx=\v{ax)+C. 

I  sin  ax  dx  — cos  ax  4-  C 

•/  a  ^ 

j  cos  ax  .  dx  =    -  sin  ax  -f-  C. 


499.  Problème.  —  Trouver  la  fonction  primitive  de  —. — • 

'  r  sinx 


On  a  : 


1         1 


COS1  -JC 
2 


sin  a;       „   .    1  1  i 

•2  sin  -  x.  cos  -  a;  tg  -  j 

*  *  2 


Si  l'on  pose 


*££*=«, 
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on  a  donc 

1    _i£ 

sin  x      u  * 

par  suite    . 

C  dx  1 

l  J  +  C. 


2 

On  en  déduit 


._  /*'(ï+-) 


JSS-    /     ~7i \=L-lg(4+2) 


+  c. 


500.  Problème.  —  Trouver  la  fonction  primitive  de 

>/x>  +px  +  q 

Si  l'on  pose 


on  en  tire 


par  suite 


d'où 


donc 


et  par  suite 


\fx%  +  px  H-  q  =  z  —  jt\ 

3*  —  2*.r  —  px  —  y  =  0  ; 

2zdz  —  2zctr  —  2xdz  —  pcfe:  =  0  ; 

dz  dx  dx 

2 


X 


:«  _  ,  p 


^  L. 


.      V-  +  l*  +  «  *.+?+V^+p*.  +  ? 
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501.  Intégration  par  parties.  —  Soient  u  et  v  deux  fonctions 
de  x. 
De  la  formule 

d .  uv  =  udv  -j-  vdv, 

on  tire 

udv  =  d  .uv  —  vdu. 

On  en  conclut 


j  udv  =  uv  —  !  vdu. 


Cette  formule  constitue  ce  que  Ton  nomme  l'intégration  par 
parties. 
Application.  —  Soit,  par  exemple,  à  trouver  l'intégrale  : 


I^Lî.  dx. 
Si  Ton  pose 


X" 

x*  dx  =  d .  —  =  du  et  L  x  =  v, 


on  a  : 


I  x2  Lr  .  dx  =  -g- .  L  a?  —  /  y  .  d  .  I^r 

1  1    r 

=  zx*  L  x  —  k   I  x*  dx 

^L*-ï+c=HL*-§)  +  c- 

502.  Application  de  la  théorie  précédente  à  la  déter- 
mination  des  aires  planes.  —  Soit  (fig.  li)  C  D,  un  arc  de 

courbe  plane  dont  l'équation,  rapportée  à  deux  axes  rectilignes 
x  ar,  y  y  faisant  un  angle  0,  est  : 

et  soient  a,  b  les  abscisses  des  extrémités  C,  D  de  cet  arc.  Menons 
par  les  points  G,  D  des  parallèles  à  Taxe  des  y,  qui  rencontrent 
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en  A  et  B  Taxe  des  x.  Partageons  A  B  en  un  nombre  quelconque 
de  parties,  et  soit  PQ  Tune  de  ces  parties,  PM,  QN  étant  les  ordon- 
nées   correspondantes.    Si 
Ton  mène  MR  parallèle  à  y/ 

x'x,  Taire  du  parallélo- 
gramme MPQR  a  pour 
mesure  : 

PM  .  PQ  .sin0. 

La  somme  de  tous  ces  pa- 
rallélogrammes, égale  à 
sin92PM.PQ,  a  pour  li- 
mite l'intégrale  : 

sin  9 


Fijf.  H. 


XV( 


x)  dx, 


quand  le  nombre  des  parties  telles  que  PQ  augmente  indéfini- 
ment, chacune  de  ces  parties  tendant  vers  zéro.  La  somme  des 
parallélogrammes  tels  que  SNPQ  a  la  même  limite;  cette  limite 
est,  par  définition,  Taire  comprise  entre  Tare  CD,  Taxe  des.r  et  les 
droites  AC,  BD  menées  parallèlement  à  Taxe  des  y  par  les  extré- 
mités de  Tare. 

On  peut  remplacer  les  parallélogrammes  tels  que  MRPQ,  par 
exemple,  par  d'autres  ayant  même  base  PQ  et  pour  hauteur  la 
distance  à  Taxe  des  x  d'un  point  quelconque  de  Tare  MN. 

Si  Ton  suppose  le  point  A  fixe  et  le  point  B  variable,  Taire  que 
nous  venons  de  considérer  est  une  fonction  de  l'abscisse  du  point  D; 
la  dérivée  de  l'intégrale  : 


fr  {*)*** 


par  rapport  à  r  »''tant  égale  à  y,  si  l'on  désigne  par  A  l'aire  consi- 
dérée, on  a  : 

*A 

—  =  y  sin  9 
?.r 

ot  si  les  axes  sont  rectangulaires  : 

?  A 
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Remarque.  —  On  a  supposé  la  fonction  f(x)  positive  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  b.  S'il  en  était  autrement,  on 

verrait  facilement  que  l'intégrale  /   f(x)dx  représenterait  la  somme 

des  aires  situées  dans  la  région  des  y  positives  diminuée  de  la 
somme  des  aires  situées  dans  la  région  des  y  négatives. 


503.  Exemples  —  1°  Aire  4'ua  segmeat  4e  cerele.  —  Si  l'on  désigne  par 
x  et  y  les  coordonnées  d'un  point  d'un  cercle  de  rayon  R  rapporté  à  deux  diamètres 
rectangulaires,  on  a 

x*  +  y»  =  R*  ; 

par  suite  Taire  du  segment  compris  entre  la  corde  MM'  parallèle  au  diamètre  oyy  et 
l'arc  M  A  M'  est  égale  à 


2  f  vR*-a* 


àx 


en  désignant  par  x  l'abscisse  du  milieu  de  la  corde  M  M'  (fig.  12). 
Pour  calculer  l'intégrale  précédente,  prenons  comme  inconnue  l'angle  ?  déterminé 

par  la  formule 


si  Ton  pose 


x  =  R  cos  ç  ; 


a  =  R  cos  *, 


en  remarquant  que 

dx  =  —  R  sin  ©  d  ©. 

et  que  si  x  =  R,  on  a  : 

•  =  0; 
on  aura  en  désignant  par  A  l'aire  cherchée  : 


,  =  3R»  /    si 


sin*  ©  d  ©, 


c'est-à-dtre 


A  =  R«  f   (1  —cos  S^ds^R1  (*  —  |  *in  2 aj. 
On  retrouve  ainsi  la  formule  donnée  en  géométrie  élémentaire,  car  Tare  MM   a 


Digitized  by 


Google 


INTÉGRALES  DÉFINIES  151 

pour  mesure  2Ra;  si  l'on  désigne  la  longueur  de  cet  arc  par  /  on  peut  écrire 

A=  -  R(/—  Rsinw), 

»  désignant  l'angle  MOM'. 

504.  2°  Aire  4*u  segment  4'elllpee.  —  Soit 

x%    ,    y* 

h  ~  =  1 

a*  ^  V* 

l'équation  d'une  ellipse  rapportée  à  deux  diamètres  conjugués  faisant  un  angle  0. 

L'aire  du  segment  compris  entre  une  parallèle  à  l'axe  des  y  ayant  pour  abscisse 
œQ  et  l'arc  d'ellipse  passant  par  le  point  d'abcisse  a*  a  pour  expression 


.  6'  sin  8  |       ,- 


*—  x*dx. 


Si  l'on  pose  x  =  œ  cos  ?,   r0  =  a'  cos  ot,  en  remarquant  que  .r  =  a'  quand  ?  =  0, 
on  trouve  immé<liatement 


A  =  2<i'A'  sin  6  |    sin*  d? 


ou,  en  désignant  par  2  a  et  2  6  les  axes  de  l'ellipse  : 

A  =  ab  («  —  -   sin  2  «J 

On  aura  l'aire  de  l'ellipse  en  calculant  la  valeur  de  A  quand  «  =  -  et  en  doublant 
le  résultat,  ce  qui  donne 

E=  nab. 

x 
On   peut  remarquer  que  l'angle  a  est  déterminé  quand  —  est   joiinu  ;  on    en 

a' 
conclut  aisément  ce  théorème  : 

Étant  données  deux  ellipses  komothétigues  et  concentriques  E,  E',  l'ellipse  E 
étant  intérieure  à  r  ellipse  E';  toute  corde  de  l'ellipse  E'  tangente  à  l'ellipse  E 
détermine  dans  Vellipse  E'  un  segment  d'aire  constante,  c'est-à-dire  indépendante 
de  la  position  de  la  corde. 
505.  9°  Aire  4'nn  segment  d'hyperbole.  —  Soit 

a«       ^         ' 

l'équation  d'une  hyperbole  rapportée  à  deu.c  diamètres  conjugués  faisant  un  angle  8. 
Si  l'on  désigne  par  A  l'aire  du  segment  compris  entre  un  arc  de  l'hyperbole 
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donnée  et  une  corde  ayant  pour  abscisse  r,,  on  a 


A  =  ^/'^ 


a*  dx. 
V 

Pour  évaluer  cette  intégrale,  posons 

x  =  a'Ch.<p, 

ce  qui  donne 

dx  =  af  Sh.9^9 

Désignons  par  «  la  valeur  de  9  correspondant  à  x  =  art  et  remarquons  qu'on 
doit  prendre  9  =  0  quand  x  =  a',  de  sorte  que 


<=2ab  !    ! 


Sh*a>.  d<? 


2a  et  26  désignant  les  axes  de  l'hyperbole. 
Or 

2  Sh*  <?  =  Ch  2  9  —  l 

donc 


Ch  2  9)  </  9 


ou 


A  =  -a6(*-ish2«A 


Le  résultat  est  de  même  forme  que  pour  l'ellipse,  seulement  le  sinus  hyperbolique 
remplace  le  sinus  circulaire,  et  le  signe  est  changé. 

On  en  conclut  que  si  l'on  considère  deux  hyperboles  homo thé tiques  et  concen- 
triques les  cordes  de  Vune  tangentes  à  Vautre  déterminent  des  segments  d'aire 
constante. 

On  a  d'ailleurs 


oc  —  L 


et 

«6.  Sh.  2  a  =  2  x0  y0.  sin  0, 
de  sorte  que 


A  =  —  a  à  L — : +  3"0  y,  sin  0 
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On  en  conclut  que  Taire  A'  du  segment  limité  par  un  arc  d'hyperbole  et 
les  rayons  menés  du  centre  aux  extrémités  de  cet  arc,  (la  corde  étant  supposée 
parallèle  à  un  diamètre  imaginaire  pris  pour  axe  des  y,  le  diamètre  conjugué  étant 
l'axe  des  x)  a  pour  expression 


506.  Aire  an  segment  limité  par  an  are  «"hyperbole,  me  asymptote 
et  le*  parallèles  menées  par  les  extrémités  de  l'are  a  l'antre  asymp- 
tote. 

En  désignant  par  x  et  y  les  coordonnées  asymptotiques  et  par  6  l'angle  des 
asymptotes,  Taire  demandée  a  pour  mesure 

A  = 


=  sin6p7^=il|?J    T!Ç 


l'équation  de  l'hyperbole  étant 


Donc 


A  =  — —  |^L.  xi  —  L.  jJ 


Si  x0  étant  constant  xx  augmente  indéfiniment,  A  augmente  indéfiniment. 

L'aire  comprise  entre  un  arc  d'hyperbole  et  l'une  de  ses  asymptotes  est  infinie. 

Cas  particulier  :  Si  l'hyperbole  estéquilatère  et  si  Ton  suppose  en  outre  c=  2, 
et  j*0  =  1»  en  remplaçant  xt  par  x,  on  obtient  : 

A=L..r. 

Celte  formule  explique  pourquoi  les  logarithmes  népériens  sont  aussi  appelés 
logarithmes  hyperboliques. 
807.  Aire  d'an  segment  parabolique.  —  Soit 


.r*  =  2p  y 

(équation  d'une  parabole  rapportée  a  un  diamètre  et  à  la  tangente  à  l'extrémité  de 
ce  diamètre,  0  étant  l'angle  de  ces  deux  droites.  L'aire  d'un  segment  limité  par  la 
tangente  considérée,  un  arc  de  la  parabole  partant  du  point  de  contact  et  une 
ordonnée,  a  pour  expression 


A—  i    6    r'rtdx  _s3s'n6  _ 


__  :rysin8 


on  en  conclut  aisément  que  le  segment  de  parabole  compris  entre  une  corde,  la 
tangente  parallèle  et  les  droites  menées  parallèlement  à  Taxe  parles  extrémités  de  la 

2 
corde,  est  les  -  du  parallélogramme  formé  par  ces  deux  parallèles,  la  corde  et  la 

tangente. 
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ÉVALUATION  DE  CERTAINS  VOLUMES 

506.  Considérons  un  solide  limité  par  une  surface  donnée  S  et  par  deux  plans 
parallèles  A»  B.  Si  Ton  connaît  Taire  de  la  section  faite  dans  la  surface  par  un  plan 
quelconque  parallèle  aux  plans  A,  B,  on  peut  exprimer  le  volume  de  ce  solide  à 
Taidc  d'une  intégrale  définie. 

Considérons  un  axe  XX  que  nous  supposerons,  pour  plus  de  simplicité,  perpendi- 
culaire au  plan  A  et  prenons  un  point  0,  sur  cet  axe,  comme  origine.  Menons 
un  plan  sécant  P,  à  une  distance  x  de  l'origine  et  un  second  plan  F  à  la  distance 
x  +  dx,  et  soit  f(x)  Taire  de  la  section  faite  dans  la  surface  S  par  le  plan  P.  Le 
produit  f(x)dx  mesure  le  volume  d'un  cylindre  ayant  pour  base  la  section 
faite  par  le  plan  P  et  pour  hauteur  dx.  Nous  regarderons  le  volume  du  solide 
comme  étant  la  limite  de  la  somme  de  ces  cylindres  élémentaires,  de  sorte  que  ce 
volume  sera  donné  par  la  formule  : 


\=C  f(x)dx. 


a  et  6  étant  les  distances  des  plans  A  et  B  au  point  O. 

En   particulier,  si    le  solide  est   engendré    par  la   révolution   d'une  courbe 
autour  de  X'X,  en  désignant  par  y  l'ordonnée  d'un  point  de  cette  courbe,  on  aura  : 

et  par  suite 


,'  =  -  fy*dx. 


509.  Exemples.  —  i*  Déterminer  le  volume  compris  entre  la  surface  d'une 
sphère  et  deux  plans  parallèles  gui  coupent  cette  sphère. 

Soient  a  et  b  les  distances  de  ces  deux  plans  au  centre  de  la  sphère.  Si  Ton 
désigne  par  V  le  volume  compris  entre  la  sphère,  le  plan  situé  à  une  distance  a  et 
le  plan  parallèle  situé  à  une  distance  x  du  centre,  ces  distances  étant  comptées  avec 
le  signe  -}-  ou  le  signe  —,  suivant  que  ces  plans  sont  d'un  côté  du  centre  ou  de 
Tautre  côté,  on  voit  facilement  que 


.f(Ri-J 


r*)d.r, 


et  par  suite  le  volume  compris  entre  les  deux  plans  donnés  a  pour  mesure 

V  =  «  R«  (6  -  a)  -  5  ic  («•  -  a*). 
3 

Si  Ton  désigne  par  P  le  rayon  de  la  section  faite  dans  la  sphère  par  le  plan 
équidistant  des  deux  plans  donnés,  on  a 


,.=  R.-(i±*)'. 
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Or  si  l'on  pose 

b  —  a=h, 


Les  identités 


donnent 


V  =  w  h  [r*  —  |(«*  +  /rô  +  ô«)l. 


(a  4-  6)«  +  {a  -  6)«  =  2  a1  +  2  6« 
(«4-6)»—  (ft-6)*=4aA; 


at  +  £.  +  aA  =  |  (a  +  6)t  +  *  (û  _  /,)«  -  3(R*  -  p»)  +  j 
par  suite 

v  =  «a(p-1*.)  • 

Cette  formule  est  due  à  Mac-Laurin. 
«•  Volume  de  r ellipsoïde.  —  Soit 

t*      y%      s*      . 

a%  T"  A«  T  c* 

l'équation  d'un  ellipsoïde. 
En  désignant  le  volume  demandé  par  V,  on  a,  d'après  ce  qui  précède 


=  2J   *^ 


rf.r 


3,  7  étant  les  demi-axes  de  la  section  faite  dans  l'ellipsoïde  par  un  plan  perpendicu- 
laire à  Taxe  des  x,  à  la  distance  x  de  l'origine. 
Or  on  voit  immédiatement  que 

*=••(» -S). 

de  sorte  que 

V  =2  w  6c  /    Li  —  jï)  rf*  =  §  wfl*c- 
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APPLICATION  DU  CALCUL  INTÉGRAL 
AU    DÉVELOPPEMENT  DES   FONCTIONS   EN   SÉRIES  ORDONNÉES  SUIVANT 
LES  PUISSANCES  CROISSANTES  DE  LA  VARIABLE. 

MO.  1'  Soit 

y  =  arctg.r 


dy_      1 

dx      1  -f  x%' 

En  divisant  \  par  1  -f  x*  et  ordonnant  suivant  les  puissances  croissantes,  on 
trouve 

-—=1  _,.  +  *♦  _    +(-ir.^M(-1).__r. 

Multiplions  les  deux  membres  de  cette  identité  par  dx  et  intégrons  de  o  à  s. 
z  étant  supposé  positif.  Cela  donne  : 


/*    dx         z       z*     s*  »     .*•+»  /»*     t» 

î+5-r-r+r- +  '-1'  K+i-'-^-n: 


dx 


*• 


La  série  ayant  pour  terme  général  (—  1;  -Z ne  peut  être  convergente  que  si 


%  est  au  plus  égal  à  1.  Supposons       z  <  1. 
On  a  évidemment, 


/*  x%n+*        r% 


puisque  en   remplaçant  par  1  on  augmente  tous  les  éléments  de  la  somme 

1  -f-  T 

dont  la  limite  représente  l'intégrale  considérée.  Or  : 


/ 


2n  +  3 


La  fraction au  plus  égale  à  - — —  a  pour  limite  zéro  quand  n  augmente 

2n  +  3  2n-f3 

indéfiniment  ;  donc,  en  supposant  a  <  z  <  1. 
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11  est  clair  que  là  formule  subsiste  quand  %  prend  des  valeurs  négatives  au  plus 
égales  à  1  en  valeur  absolue. 
%%  Soit  en  second  lieu 

y  =  L.  (1  +  j-) 

d'où 

dy  1 

dx       l  +  ap 

Multiplions  par  dx  les  deux  membres  de  l'identité 

et  intégrons  de  o  à  z,  z  étant  positif.  Nous  obtenons  ainsi  : 

r3   dx        z      z*      z*  x"4"1  rV'  +  'rf: 

La  série  ayant  pour  terme  général 

est  convergente  tant  que  Ton  a 

f  <i. 
Or,  en  supposant 

o<x<i, 


ctr 


I 


V*1  dx        g"*' 
l+« <n+T 


et  par  suite  l'intégrale  précédente  a  pour  limite  zéro  quand  n  augmente  indéfini- 
ment, de  sorte  que,  dans  l'hypothèse 

o  <  z  <  1, 

on  peut  écrire  la  formule  : 

Z       Z1       *8        2*  .   zn+l 

L.(1+ï)=.__+__7+ +{_lr_+...     (2) 

Si  Ton  considère  la  fonction 

j/  =  L.(l-*) 
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on  a  : 

dy  = 1_ 

dx  1  —  x 

et  par  suite,  z  désignant  un  nombre  positif 


L.(l-z)  =  -î-?- -_-j|    -_ 

La  série  ayant  pour  ternie  général   ~—   ne  peut  être  convergente  que  si  Ton 
suppose    z  <  1  :  en  supposant    x  ^  z .  on  a 

1  <,  * 


1   -  X  ^  l  -  5 

et  par  suite 


1     *-*        *-* 


donc  cette  intégrale  a  pour  limite  zéro  quand  n  augmente  indéfiniment,  et  Ton  peut 
écrire,  en  supposant    z  <  1  : 

Mi-«)  =  -3 L-T-  3  -  •  --Ï  +  Î- -  (3> 

Les  formules  (1),  (2),  (3)  sont  celles  que  nous  avions  obtenues  d'une  autre 
manière. 

Ml.  Remarque.  —  Nous  terminerons  ce  qui  concerne  les  intégrales  définies 
par  la  remarque  suivante  : 

Soient   a      a      any  n  nombres  rangés  par  ordre  de  grandeur  croissante, 

et  soit  y  une  fonction  définie  de  la  manière  suivante  : 

dans  l'intervalle  (a,,  a,),    y  =  /i  (x) 
dans  l'intervalle  (a*  a,),    y  =  A  (*) 

et  ainsi  de  suite  ;  finalement  : 

dans  l'intervalle  (an__uan),y  =  /^,  (*). 
La  fonction  y  est  donc  discontinue;  néanmoins  l'intégrale 


est  une  fonction  bien  déterminée  et  continue. 
En  supposant  x  compris  entre  ap  et  a^,  on  a  : 
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La  dérivée  de  la  fonction  u  est  donc  bien  déterminée,  excepté  toutefois  pour  les 
valeurs  a^  a   am^mi  de  x. 

En  effet,  pour  x  =  a  .  par  exemple,  on  a  : 
ou  bien 

suivant  que  A#  tend  vers  zéro  par  valeurs  positives  ou  par  valeurs  négatives.  On 
a  ainsi  un  exemple  simple  de  fonction  continue  ayant  pour  certaines  valeurs  de  la 
variable,  ce  que  Ton  a  appelé  une  dérivée  à  droite  et  une  dérivée  à  gauche. 

EXERCICES 
1.  Calculer  les  intégrales 


sin*  x  dx,     !     cos1  x  dx. 


—  On  trouve  la  même  valeur  :  iz.  Expliquer  ce  résultat. 
2.  Calculer  les  intégrales 


/    c^.cosa?  dx,    I    e,ursinx.dx. 

—   Intégrer  par  parties.  Vérifier  les  résultats  obtenus  en  procédant  de  cette 
manière  :  En  désignant  les  intégrales  cherchées  par  u  et  v,  on  a 

u  +  vi  =  |^+0  *  dx  =  ;+-.  e<fl+<"  =TJrïi<'U  («»*+•  sin  x). 


3.  Calculer  les  intégrales 

.sin'ar.rfx. 


/s*  /»»*  /.*«  „2x 

cos4  x  dx,  I     cos8  x  .  sin  x .  dx,  I     cos1  x .  sin*  x.  dx,  l     cos  x . 


A.  Calculer 


—  On  pose  x  =  tg  y» 
5.  On  pose 


Ç*      dx 

1  (i+*V 


e  =  u  *<»>  -  iï  vtn~l)  +  u"  p('l-*î}  -...  +  (_ 1)«  «H* 
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«  et  r  étant  des  fonctions  de  r  ;  démontrer  que 


••  Appliquer  la  formule  précédente  au  calcul  de  l'intégrale         'H,W,lrL! 


F  x,  désignant  un  polynôme  entier  en  x  de  degré  n. 
1.  Calculer 


(HHUUTS.! 


f*'*,**,  *,...+*)  4*, 


F  £&£Z  ZEST"  m  rapport  *  *  -  «  «•— «* 


/' 


e-cos^^,    fe^sinfixdx,    J*cos  «  *  F  W  <r>,     fsinaxFixjdz 

j  *(*,iog x)djr,  y*F(*,aiTsiii,)rfXf  rF(J>; 

la  lettre  F  désignant  toujours  une  fonction  entière. 
8.  Calculer 


arecos  x)  <£r, 


(Hermite, 


J       V/&  J  x  (nx  -  (n  + 


i))\/R 


en  supposant 
0.  Calculer 


(RiALJS.) 


C^l^L 


+  a?4 


On  posera 


(EULER.) 


«Massas  iïSKasftTï!?  **•  --: 

poids  du  cône,  en  supposai 
chaque  couche  au  sommet. 


nio«a  «^  4 ï:      uue  mauere  aisposée  en  couenes 

poids  du  cônS,  en'suppo^^^  l'aie  du  cône.  Calculer  le 

*h»m,* uJ  ...  ^«PPowni  que  la  densité  soit  proportionnelle  à  la  distance  de 
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11 .  Appliquer  le  calcul  intégral  à  la  détermination  de  la  limite  de 

-i-+-i-+ +± 

n  +  l      n  +  2^  2m 

quand  n  augmente  indéfiniment. 
—  On  écrit  ainsi  l'expression  précédente  : 

1  1  1 

-ï-+  -i_  + +  -ï-. 

l+-         1+-  1+- 

w  n  n 


Çl    dx 

'i  »  +  *' 


L'intégrale    I    — —  peut  être  considérée  comme  la  limite  de  la  somme  précé- 

Jo    i  +  x 

dente,  en  prenant  dx  =-.  Donc  la  limite  cherché  est  L  2. 
12.  Trouver  la  limite  de  l'expression 

1.1.  1 


2n  +  l       2n+3  «    4n  +  l 

quand  n  augmente  indéfiniment. 
—  On  écrit  : 

[22  2  -l 

&ài+ +tM 

J1    dx  2 
,  on  peut,  en  posant  dx  =  - ,  prendre  pour 
_    i  +  ar  n 

éléments  de  la  somme  les  valeurs  de  — ■ —   qui   correspondent  au  milieu  de 

i  -\-  x 

1  3  2n 1 

chaque  intervalle,  ce  qui  donne,  en  remplaçant  x  par  1  +  -,   1  H — ,  ...1  H , 

n  n  n 

1 
précisément  la  somme  entre  parenthèses.  La  limite  cherchée  est  donc  -  L  2. 

13.  Soit  f{x)  une  fonction  positive  et  décroissante  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
supérieures  à  l'unité.  Prouver  que  la  série 

rm  +  rw+ +  /»+  •••• 

est  convergente  ou  divergente  suivant  que  Taire  comprise  entre  l'axe  des  .r,  la  paral- 
lèle à  Taxe  des  y  avant  pour  abscisse  l'unité,  et  la  courbe  ayant  pour  équation 
y  =  /  (j;),  est  finie  ou  infinie  ;  ce  qui  revient  à  dire  que  la  série  est  convergente  ou 
divergente  suivant  que  l'intégrale 


r 


f{x)  dx 
Si 

est  finie  ou  infinie. 

H.    B.  51EWER0L0WBKI.  —  AIA8BU.  1  t 
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—  Il  suffit  de  remarquer  que  Taire  considérée,  limitée  aux  parallèles  à  Taxe  des  y 
ayant  pour  abscisses  1  et  n,  est  comprise  entre  les  sommes 

r«+ +  /•(«) 

et 

f(i)  +  A*»  + +/>-i). 

Remarquons  que  si  Taire  est  finie, /"(n)  a  pour  limite  zéro  quand  n  augmente 
indéfiniment. 
Cette  règle  est  due  à  Cauchy. 
14.  Les  séries  ayant  pour  terme  général 


1 


"      n(Ln)[L.Ln]l+k 
etc. 

sont  convergentes  si  k  est  positif  et  divergentes  si  k  est  nul  ou  négatif. 

(J.  BeRTRAxND.) 

—  Appliquer  le  théorème  du  n°  précédent. 

15.  Pour  que  la  fonction  /"(rr),  supposée  limitée,  soit  inlégrable  de  a  à  6,  il  est 
nécessaire  et  suffisant  que  si  Ton  partage  l'intervalle  b  —  a  en  un  nombre  quel- 
conque n  de  parties,  la  somme  des  intervalles  pour  lesquels  Toscillalion  de  la  fonc- 
tion est  supérieure  à  un  nombre  positif  donné  a,  aussi  petit  qu'on  veut,  tende  vers 
zéro  quand  n  augmente  indéfiniment. 

(Riemann;  voir  G.  Darboux,  mémoire  sur  les  fonctions  discontinues). 

16.  Etant  donnée  une  série  dont  le  terme  général  est  une  fonction  intégrante, 
si  cette  série  est  uniformément  convergente,  la  série  formée  par  les  intégrales  des 
termes  de  la  série  proposée  est  convergente  et  représente  Tintégrale  de  la  série. 

17.  Dans  les  mômes  conditions,  si  la  série  des  dérivées  des  termes  de  la  série 
proposée  est  convergente,  elle  représente  la  dérivée  de  la  série. 

18.  Longueur  d'un  arc  de  courbe.  Considérons  un  arc  AB  de  courbe  plane  ou 

gauche  et  inscrivons  une  brisée  AA1,  M,  MnB  dans  cet  arc  ;  si  chaque  côté  de 

la  brisée  tend  vers  zéro  suivant  une  loi  quelconque,  le  périmètre  de  cette  brisée  a 
une  limite  déterminée  qu'on  nomme  la  longueur  de  Tare  AB  que  nous  supposerons 
d'abord  plan. 

—  En  effet,  rapportons  la  courbe,  supposée  plane,  à  deux  arcs  rectangulaires;  un 
côté  de  la  brisée  aura  pour  longueur 


Y'A*»  +  Ay»  =  À^l  +  (^Q^ 


dx  [v'i  +  y'1  +  «]f 

y'  étant  la  dérivée  de  y,  et  a  un  infiniment  petit.  La  somme  2ddx  est  égale  à  la 
projection  de  Tare  AB  sur  Tare  des  x\  on  peut  supposer  dx  >  o,  alors 

\\n\2jadx  —  o 
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et 


lim 


SvT+7"d*=  /  v'1  +  y****- 


Si  la  courbe  est  gauche,  on  verra  de  même  eu  supposant  toujours  les  axes  rectan- 
gulaires, que  le  périmètre  de  la  brisée  a  pour  limite  l'intégrale 


/< 


,'l  +  >J'%   +  5*-  <**• 


Si  Ton  nomme  s  Tare  de  courbe  compté  à  partir  d'un  point  quelconque  de  la 
courbe,  on  a,  si  la  courbe  est  plane, 

ds*  =  dx*  -f-  dy%, 

et,  dans  le  cas  d'une  courbe  gauche, 

da*  =  dx*  +  dy*  +  rfz». 

Montrer  que  si  l'on  pose  x  =  pcosa,  y  =  p  sinci>,on  a,  pour  une  courbe  plane 

Dans  le  cas  d'une  courbe  gauche,  eu  posant 

x  =  p  sin  6  cos  ç,      y  =  p  sin  6  sin  f ,      s  =  p  cos  0, 

vérifier  la  formule 

ds*  =  rfp«  -f  p1  de»  +  f1  sin*  6.  dt>*. 

19.  Étant  donnée  une  courbe  plane,  en  appelant  a  l'angle  de  la  tangente  en  un 
point  M  ayant  pour  coordonnées  xy  y,  avec  l'axe  des  *r,  et  s  l'arc  de  la  courbe 
compté  à  partir  d'un  point  quelconque,  on  appelle  rayon  de  courbure  au  point  M, 
la  ligne  définie  par  l'équation 

cia. 
En  supposant  les  axes  rectangulaires,  démontrer  la  formule 


En  supposant 


vérifier  la  formule 


y*=z2px  +  qx%t 


R=2j5 


N  étant  la  longueur  de  la  normale. 
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20.  Vérifier  que,  pour  une  courbe  plane,  le  rayon  de  courbure  en  chaque  point 
est  égal  à  la  distance  de  ce  point  au  point  de  contact  de  la  normale  avec  la  déve- 
loppée. 

21.  Trouver  une  fonction  de  x  vérifiant  l'équation 


—  On  multiplie  par  2^  les  deux  membres,  ce  qui  donne 
2;/  y"  =  2<i«  y  y', 
d'où 

y'«  =  <i»  y*  +  ô, 
h  étant  une  constante,  puis 

y  -n 

=  a» 


\A-+* 


d'où 


et 


L  (.y  +  y/y» +£)  =  «*  +  , 


y  + 


\A'+;r.=< 


on  en  conclut 


et  par  suite 


*    /   «    i      à  h     ~-ax—e 


^^H^i^-dr-r 


^      2  ^2a« 

La  solution  est  de  la  forme  : 

A  et  B  étant  deux  constantes. 

22.  Trouver  une  fonction  de  jc  vérifiant  l'équation 

y"  =  —  a*y 

—  On  procédera  d'une  manière  analogue  et  l'on  obtiendra  : 

y  =  A  cos  x  -+•  B  sin  x, 

A  et  B  étant  deux  constantes.  Déduire  ce  cas  du  précédent  en  employant  des  cons- 
tantes imaginaires. 

23.  Résoudre  les  deux  questions  précédentes  en  se  servant  de  la  formule  de  Mac- 

Laurin.  D'une  manière  plus  générale,  trouver  y  vérifiant  l'équation  y(nJ  =  a  y. 


Digitized  by 


Google 


DÉRIVÉES  PAHTIEIJ.ES  103 

CHAPITRE  Vil 
FONCTIONS  DE  PLUSIEURS  VARIABLES  INDÉPENDANTES 

512.  Théorème.  —  Le  résultat  du  calcul  de  plusieurs  dérivées 
successives  d'une  fonction  par  rapport  aux  variables  dont  elle  dépend 
est  toujours  le  même,  quel  que  soit  V ordre  suivi» 

Considérons  d'abord  une  fonction  rationnelle  et  entière  d'un 
nombre  quelconque  de  variables,  par  exemple,  de  trois  variables 
x,  y,  z;  cette  fonction  est  la  somme  d'un  nombre  déterminé  de 
termes  tels  que  : 

u  —  A  .c*yW. 

Si  Ton  calcule  la  dérivée  de  u  par  rapport  à  r,  on  obtient 

t#r  =  a  A  oc*-1  y*  s*. 
Si  Ton  calcule  la  dérivée  de  u'r  par  rapport  à  //,  on  obtient 
uxy=  tfXx-iyt-izi. 

De  môme  la  dérivée  de  uxy  par  rapport  à  ;,  que  nous  repré- 
senterons par  u'xus  sera  donnée  par  la  formule 

u^  =  «p7  A*-1  y*"1  z*-1. 

11  est  évident  que  l'on  aurait  obtenu  le  même  résultat  si  l'on  avait 
interverti  l'ordre  dans  lequel  on  a  calculé  ces  dérivées;  en  d'autres 

termes,  si  l'on  représente  par  m'J3X,  ulx%J les  résultats  obtenus  en 

calculant  la  dérivée  de  u  successivement  par  rapport   aux  trois 
variables  dans  l'ordre  indiqué  par  les  indices,  on  a 


Uxyz  =  «y*  =  "zry  = 


Plus  généralement,  si  Ton  calcule  dans  un  ordre  quelconque  la 
dérivée  de  m,  p  fois  par  rapport  à  #,  q  fois  par  rapport  à  y,  r  fois 
par  rapport  à  z,  on  aura  une  dérivée  d'ordre  p  +  ?  +  r»  que  l'on 
pourra  représenter  par  la  notation 


O'+V+r) 
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et  qui  sera  égale  à 
«(«-l)...(«-p+l)p(P-l)...(|8-?+l)7(7-l)...(7-'-+l)Ax'-y  V-' 

Le  résultat  obtenu  est  donc  indépendant  de  Tordre  suivi.  Pour 
avoir  la  dérivée  correspondante  de  f  (x,  y,  s),  il  faudra  faire  la 
somme  des  résultats  obtenus  sur  chacun  de  ses  termes;  on 
représente  cette  somme  par 


o.*«> 


et  le  résultat  est  toujours  le  même  quel  que  soit  V ordre  suivi. 

Nous  allons  prouver  qu'il  en  est  toujours  ainsi  quelle  que  soit  la 
fonction  considérée. 

Il  suffit  évidemment  de  considérer  deux  variables  et  de  prouver 
que 

/^(*»y)  =  /ir(*»y), 

c'est-à-dire  que  la  dérivée  par  rapport  à  y  de  la  dérivée  fx  est 
égale  à  la  dérivée  par  rapport  à  x  de  fv.  Pour  cela  nous  établirons 
le  lemme  suivant  : 
Si  Von  désigne  par 

tif  (x,  y) 
r  accroissement 

f{x  +  h9y)  —  f{xiy) 
de  f  (x,  y),  quand  on  donne  à  x  un  accroissement  h;  et  par 

r  accroissement  que  prend  AÎ  f{x,  y),  quand  on  donne  à  y  l'accrois- 
sement k,  on  a 

En  effet,  on  a  : 

AÎ  Aj  f(x,  y)  =  AÎ  {/(x,  y  +  k)  -  f[x,  y)] 

=  /(»  +  a>.v  +  *W(*+  *.  y)- /(*,  .v  +  *)  +  /(*..v) 
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Ct 


K  AÎ  f{x,  y)  =  Aj  [A*  +  A,  //)  -  f(x,  y)] 

=  A*  +  M  +  *)-A*.y  +  *)-fl*  +  *.*)  +  A*. 

Les  deux  expressions  obtenues  sont  identiques. 

Gela  posé,  A  et  &  étant  des  constantes  données, 
on  a 

Aj  A*i»)?=  A*.  » +  *)- Ap- 
posons: 

A*.y  +  *)-fl*.y)  =  *(*.y) 

on  aura 

A*  aJ  Aa  y)  =  ?(*  +  *.!/)-  f  (**  y) 

et  par  suite,  en  vertu  du  théorème  des  accroissements  finis 

AÎ  AÎ  f(*,  y)  =  h  ?',  (x  +  9*.  ?/)       (0  <  9  <  1) 


y)- 


OU 


AÎ  Aj  A'i  ?/)  =  *  \f*  (*  +  sa,  y  +  *)  -  /i (*  +  e*f  y)]. 

Or  la  différence  placée  entre  crochets,  est  l'accroissement  que 
prend  la  fonction 

quand  on  donne  à  y  l'accroissement  A:. 
Si  Ton  pose  : 

f*(*iy)=H*>y) 


on  a 


^(a?  +  9/^y+/:)~^(x  +  9^,y)z=A^(x  +  Wly  +  0,*)» 


y  étant  compris  entre  0  et  1. 
Or, 


+*  (*.  y)  =  /^  (*>  y) 


Digitized  by 


Google 


168  COl'RS  D'ALGÈBRE 

et 

*y(*  +  0hyy  +  Vk) 

désigne  ce  que  devient  f'^  (ar,  y)  quand  on  y  remplace  x  par  x  +  0* 
et  y  par  y  -j-  ff  k;  nous  représenterons  ce  résultat  par 

Z^  +  eVy  +  e'*). 

On  a  ainsi 

titi  f&  y)=  hk  f*Ax  +  *h>  y  +  # k)- 

On  trouverait  de  même 

AJ  AÎ/>,  y)  =  khf%x{x  +  8"  A,  y  +r  A) 

6"  et  8"  étant  compris  entre  0  et  1. 
Mais  nous  avons  établi  que 

AÎAÎA*,y)=AÎAÎ/>,y)î 
donc 

f"ty  (*  +  sa,  y  +  8'*)  =  /;,  (*  +  0"  a,  y  +  e"'*)- 

Si  Ton  suppose  maintenant  que  A  et  k  tendent  vers  zéro,  et  que 
les  dérivées  partielles  /^(*,y)  et/"yar(a\y)  soient  continues,  on  voit 
que  l'on  aura,  à  la  limite, 

rxy{x,y)=rvÀ*,y)' 

La  démonstration  précédente  est  due  à  M.  0.  Bonnet. 

Ainsi  /^*V5  (*,  y,  *)  désigne  le  résultat  obtenu  en  calculant  les 
dérivées  de  f{x\  y,  2)  successivement  par  rapport  à  xy  y,  z  de  telle 
façon  que  la  variable  x  soit  employée  p  fois,  y,  q  fois  et  z,  r  fois;  et 
cela  dans  tel  ordre  que  Ton  veut.  On  emploie  aussi  la  notation  : 

dx*>  dy*  dzr 

FONCTIONS  HOMOGÈNES.  THÉORÈME  D'EULER. 

513.  Définition.  —  On  dit  qu'une  fonction  f(x,  y,  z, )  est 

homogène  et  de  degré  m  si  ron  a  identiquement,  quel  que  soit  *, 

f[tx,  (y,  *z, )=tm  f{xy  y,  s, ). 
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Pour  abréger  l'écriture,  nous  supposerons  dans  la  suite  qu'il 
n'y  ait  que  trois  variables  ar,  y,  z;  ce  qui  ne  changera  en  rien  les 
démonstrations. 

Un  polynôme  homogène  satisfait  à  la  définition  précédente;  en 
effet,  un  pareil  polynôme  est  la  somme  de  termes  tels  que 

A  xm  y*  z* 

avec  la  condition 

m  étant  le  degré  du  polynôme.  Or  si  Von  remplace  a?,  y,  z,  par 
tx,  fy,  tz  respectivement,  le  terme  considéré  sera  évidemment 
remplacé  par 

kx*yPzi  x  tmy 

et  il  en  sera  de  même  pour  tous  les  termes  du  polynôme. 

On  démontre  sans  difficulté  que  la  somme  algébrique  d  un 
nombre  déterminé  de  fonctions  homogènes  du  même  degré  m  est 
une  fonction  homogène  de  degré  m;  le  produit  de  deux  ou  plusieurs 
fonctions  homogènes  est  une  fonction  homogène  dont  le  degré 
est  la  somme  des  degrés  respectifs  des  fonctions  données,  etc.. 
1 

Si  Ton  remplace  t  par-,  l'identité  (1)  devient 

d'où 

en  particulier  si  Ton  prend  u  =  z, 

fl-,y,s)-^g,J,t)-^i(j-.*). 

Réciproquement,  si  ton  multiplie  par  zm  une  fonction  quelconque 

x  %i 
des  rapports  - ,  - ,  on  obtient  une  fonction  homogène  de  degré  m,  des 

z   z 

variables  x,  y,  z, 

514.  Théorème.  —  Les  dérivées  (Tordre  p  (Tune  fonction  homogène 
de  degré  m  sont  des  fonctions  homogènes  et  de  degré  m  —  p. 
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Soit,  en  effet,  /(j\  y,  z\  une  fonction  homogène  de  degré  m.  On  a. 
par  hypothèse  : 

/(te,  ty,  te  =rf'T,y,z)  (i; 

Considérons,  par  exemple,  la  dérivée  du  premier  ordre:  fx!*.y.z 
et  désignons-la  par 

l'identité  (1),  donne,  en  prenant  les  dérivées  des  deux  membres  par 
rapport  à  x, 

A  to,  <y,  te)  X  I  =  <"  A'  f*,  y,  s)f 

c'est-à-dire 

ce  qui  démontre  que  f'x  est  homogène  et  de  degré  m  —  1.  Il  en  est 
de  même  de  f'y  et  de/1.  On  en  conclut  que  les  dérivées  du  second 
ordre,  qui  sont  les  dérivées  du  premier  ordre  de  fx%  /J,  /_',  sont 
homogènes  et  du  degré  m  —  2  d'homogénéité.  Et  ainsi  de  suite, 
si  Ton  admet  que  les  dérivées  d'ordre  p  —  1  sont  homogènes  et 
de  degré  m  —  p  +  1,  on  voit  que  les  dérivées  d'ordre  p  sont 
encore  homogènes  et  de  degré  m  —  p  d'homogénéité  ;  donc  le 
théorème  est  général. 

Il  est  évident  que  la  réciproque  n'est  pas  vraie  ;  car  f'„  /,',  /, 
par  exemple,  sont  aussi  les  dérivées  de  f{x>y,  z)  -f-  C,  C désignant 
une  constante. 

515.  Théorème  d'Enler.  —  Toute  fonction  /(or,  y,  z),  homogène 
et  de  degré  m,  vérifie  V identité 

En  effet, 

f(tx,ty,tz)=t-f{x,y,z). 

Prenons  les  dérivées  des  deux  membres  par  rapport  à  f;  en 
appliquant  le  théorème  des  fonctions  composées,  on  trouve  : 

x  f'u  (te,  ty  te)  +  y  /;  (te,  ty,  te)  +  z//,(te,  ly,  te)  s  m*—  *  /(*,  y,  s). 

Si  Ton  remplace  t  par  1  dans  cette  identité,  on  obtient 

*/«  (*■.  y»  *)  +  y  A'  (a  y* s)  +  */•(*'  y**)  =  m/>>  y,  s). 
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Remarque.  —  On  vérifie  immédiatement  la  proposition  dans 
le  cas  d'un  polynôme  entier  homogène;  il  suffit  évidemment  de 
considérer  un  terme 

u  =  kx*  y*  zï  ; 

or, 

xux  =  «.u>      yuy  =  p.v,      zu'z  =  i.u, 

d'où 

*  W*  +  y  Uy  +  Z  U's  —  («  +  P  +  tf  U  =  mU> 

et  en  ajoutant  les  résultats  relatifs  à  tous  les  termes,  on  aura 
l'identité  (1). 

516.  Réciproque.  —  Toute  fonction  f{x,y,z)  qui  vérifie  iïden- 
tité  (1)  est  homogène  et  de  degré  m. 

En  effet,  supposons  qu'on  ait  : 

*  A  (*,  y,  *)  +  yf;(x,  y,  z)  +  zf,(x,  y,  s)  =  mf(*,y,s). 

Remplaçons  dans  cette  identité  a%  y,  z,  par  tx,  ty,  tz  ;  on  en 
déduit 

*  fL  (**>  tyy  tz)  +  y  /,;  (tx,  ty%  tz)  +  z  f'tz  (/j,  ty,  tz)  __  m 

f(tx,ty,tz)  "V 

ou 

<%'  (t) 7tl 

en  posant 

<t(t)=f(tx,tyytz). 

Les  deux  fonctions  y(t)  et  tm  ayant  même  dérivée  logarithmique, 
on  en  conclut  que  leur  rapport  est  constant. 
On  peut  donc  poser  : 

<p(*)=CP, 
C  désignant  une  constante.  Si  Ton  fait  <  =  l,ona 

donc 

9(0  =  <"■<?,  (1) 
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c'est-à-dire 

f(tx,ty,tx)~t^f{x,y,z). 

La  proposition  est  ainsi  établie. 

517.  Si  l'on  applique  le  théorème  cTEuler  aux  dérivées  du  pre- 
mier ordre  fe,  fc,  f%  qui  sont  homogènes  et  de  degré  m— 1,  comme 
nous  l'avons  vu,  on  obtient  : 

*/&  +  *&  +  */»  M«-i)/ï 
*A  +  y/,".  +  */*  =  {m  —  i)  fv 
*£+y& +  -£  =  («-!)/; 

Si  Ton  multiplie  les  deux  membres  de  la  première  identité  par  x, 
les  membres  de  la  seconde  par  y,  ceux  de  la  troisième  par  z  et 
qu'on  ajoute,  on  obtient,  en  tenant  compte  de  l'identité  (1)  : 

*fi+?fc+*fc  +2  xyfïy  +  ly«£+2»£«m(m^l)  A*,  y,  s) 

identité  que  l'on  écrit  symboliquement  : 

(■tf  +  Vf*  +  -n\  «  (m  -  4)  /:  (2) 

618.  D'une  manière  générale  on  a  : 

(j^  +  y^+s/^ssmfro-l) (m  _p +  !)/•(*,  y,-)  (3) 

en  désignant  par 

(*/*.  +Vfi +  */',), 

le  résultat  que  Ton  obtient  en  développant  la  puissance  /)*■•  de 
et  en  remplaçant  chaque  terme  de  la  forme 


par 


ou,  comme 


«-h  P  -hY=P» 
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par 

JP) 
x*  yp  »T 

Pour  démontrer  cette  relation,  nous  la  supposerons  vraie  pour  p,  et  nous  montre- 
rons qu'elle  est  encore  vraie  quand  on  remplace/)  par  p  +  1. 
Nous  avons  donc  par  hypothèse 

(*/*»+  v rv  +  *?*),=*"  («•  ~  «  ...  (m  -  P  +  IJA 

Prenons  la  dérivée  des  deux  membres  successivement  par  rapport  à  x,  y,  z  et  ajou- 
tons les  résultats  obtenus  multipliés  respectivement  par  x,  y,  z  ;  autrement  dit  sou- 
mettons les  deux  membres  à  l'opération 

vx  v  y  ù  z 

Pour  cela,  si  Ton  considère  un  terme 

x*  yP  sT 

du  premier  membre,  nous  prendrons  sa  dérivée  par  rapport  k  x  et  nous  la  multi- 
plierons par  x,  ce  qui  donnera  deux  termes  : 

(p+  *)  Jd 

Aj«+V*t    /(*,y,*)+«Aa«^tT    /  (*,  y,  *) 

Nous  aurons  de  même  pour  y  : 

/p+n  (p) 

(r ,  y,  s)  +  V\x*y*zï  f    (*,  y,  2) 

,*yP+*sT  x«»P*T 

et  pour  s 

/>(p+i)  (P) 

A  x*  y*  *rH  /    u\  y,  z)  +  y  A  x*  y*  zt  /  (x,  y,  s) 

T«  yP  5T+1  '  T«  yP    ,T 

en  ajoutant  ces  résultats,  on  obtient 

«(•*/>* +y/;+*/,'s)i+/>« 
a  (x  /"T  +  y/"  +  2/>3)1  désignant  le  produit  symbolique  de  a  par 

*/>,  + y  f, +  «/**. 
En  ajoutant  les  résultats  obtenus  pour  tous  les  termes,  on  aura 

K  +  ^+^.^  +  ^  +  ^+p.'H^-l) (m-p-hi)A 

™m(m-l)...(m-p+l)(*/;'  +  y/;  +  */ï) 
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d'où 

(*/^  +  y /*',,  + '/*'.) W-i  ===m(m-l).  .  (m-p  +  i)(m-p)A 

519.  FORMULE  DE  TAYLOR  POUR  UNE  FONCTION  DE  PLUSIEURS  VARIABLE* 
Soit 

A*.  y<  -) 

une    fonction    de    plusieurs   variables;  il    s'agit   de    développer 
/(x  -f  *»  y  +  *»  z  +  0»  suivant  les  puissances  croissantes  de  A,  k,  l. 
Nous  supposerons  que  cette  fonction  admette  des  dérivées  finies 
et  continues.  Si  Ton  considère  la  fonction 

l[t)  =  f(x  +  hi,    y  +  kt,    z+lt), 

on  a  : 

1(1)  =/(*  +  *,    y  +  *,    s  +  Q. 

Il  suffit  donc  de  développer  ?(*)  par  la  formule  de  Mac-Laurin 
suivant  les  puissances  croissantes  de  f,et  de  supposer  ensuite  f  =  l: 
or, 

f  (0=  9(0)  +  1 1  (0)  +  ^  *"(0)  +  ...  +  5   /'      -  ^(0)+R„ 
par  suite 
»(1)  =  »(0J  +  T(0)  +  Ï|1t»(0)+ +  r^-— ?(-.i(0)  +  R„, 

R|.  désignant  le  résultat  obtenu  en  remplaçant  f  par  1,  dans  R„.  11 
s'agit  donc  de  calculer  f';)(0). 
En  appliquant  le  théorème  des  fonctions  composées,  on  obtient: 

^(0  =  Ar,(*  +  *'.  y  +  H  *  +  /f)+*ft(*  +  K  y+*«.  *  +  ») 
+  /fa  (*  +  *'.  *  +  *'.  «  +  '0 

en  désignant,  pour  abréger,  par  /^(x  +  Af,  y-{-kty  s-f-/*),  ce 
que  devient  /^  (a?,  y,  s),  quand  on  y  remplace  a?  par  x  -f-  A  f,  y  p»r 
y  +  kt  et  2  par  z  +  //  ;  et  de  même  pour  les  autres  dérivées. 
On  trouvera  de  la  même  manière  : 

ï*(0  =  *'/>(*  + À/,    y  +  kt,   z+lt) 
+  îhkr«,(x  +  ht,    y+kt,    z+lt)  + - 


1.2.... 

.  M 

1 

1.2... 

.  » 
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d'où  Ton  tire 

?M(oj  =  (*/;+*/;+ '/■.).- 

D'une  manière  générale, 

.   >>(o)  =  (*a+*/;  +  t.v 

Pour  vérifier  cette  formule,  il  suffit  de  prouver  que  si  elle  est 
vraie  jusqu'à  p,  elle  sera  vraie  pour  p  -f  1,  puisqu'elle  est  vérifiée 
par/?  =  1  etp  =  2. 

Or,  un  terme  de  f(J,,(0  étant  de  la  forme 

AA'A'/r/^r  +  A,,    y+kt,    z  +  lt), 

pour  calculer  <p(H~!,(0,  il  faudra  faire  la  somme  des  dérivées  de 
chaque  terme  par  rapport  à  x  -f-  ht,  y  -\-kt,  z  +  lty  ces  dérivées 
étant  multipliées  respectivement  par  h,  A,  /;  le  terme  considéré 
donnera  : 

kh^kUifj+^/x  +  hl,  y  +  A<,  2  +  //) 
+  Mf**lPf$$»Jx  +  kt9  y  +  ht,  z  +  lt) 
+  A  À' À*  f*1  /££,+,  (x  +  ht,  y  +  kt,  z  +  U), 

et  quand  on  fera  t  —  0 

(H-».  (/'+■)  (H-») 

AA*+JA'/TA*>  y>  z)  +  AA'A^1  /Yior,,y,  z)  + \h*k>h+>f(x,y,  z), 

cest-à-dire  symboliquement 

A*  #*/&?,»)  (A  £  +  */;'+//■,;), 

on  aura  donc  bien,  en  ajoutant  tous  les  résultats  relatifs  aux  diffé- 
rents termes  de  ^'(O), 

?<h-1)(o)  =  Ç(p»  (0)  [hf- +  */•;  +  /  a)  =  (a  ,;  +  *  /;  +  /  au.. 

On  a  donc 

/(*  +  *,  y +  *,*  +  0  =  A*,  y.  *)  +  (*/< +  */;'  +  */!) 
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Si  R'n  a  pour  limite  zéro  quand  n  augmente  indéfiniment,  on  aura 
le  développement  de 

/(*  +  *.  y  +  *,  z  +  t) 

en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  A,  k,  L 
Si  Ton  fait 

*  =  y  =  *  =  0, 
et  si  ensuite  on  remplace  A,  k,  l  par  x,  y,  «  respectivement,  on  aura 

/(*,  y,  *)  =  /(o,  o,  o)  +  [x  (/•;)<>  +  y  (/-,),  +  z  (/l')J  + 


en  indiquant  par  les  indices  o  que  Ton  doit,  après  avoir  calculé  les 
différentes  dérivées,  y  remplacer  les  variables  par  zéro. 

Si  f{x,  y,  z)  est  un  polynôme  entier,  on  retrouve  les  formules 
que  nous  avons  déjà  établies  plus  haut  (157). 


NOTIONS  SUR  LES  DÉTERMINANTS  FONCTIONNELS 


520.  —  Considérons  n  fonctions  de  n  variables.  On  nomme  déterminant  fonc- 
tionnel de  ces  n  fonctions,  le  déterminant  formé  avec  les  dérivées  partielles  du 
premier  ordre  de  ces  fonctions  par  rapport  aux  variables  dont  elles  dépendent. 

Pour  plus  de  simplicité  nous  considérerons  seulement  trois  fonctions 

f{*,y,*),     ?  {*,y,*),     ♦(*,y,*)- 
Leur  déterminant  fonctionnel  est  le  déterminant 


1C 

if 

iy 

if 
i* 

do 

ïy 

i, 
i* 

iy 

iy 
Tz 

521.  Théorème  de  Af.  /.  Bwtrand. 

La  théorie  des  déterminants  fonctionnels  a  été  créée  par  Jacobi  ;  mais  Ton  doit  à 

M.  J.  Bertrand  le  théorème  suivant  qui  peut  être  considéré  comme  fondamental. 
Soient 

dtx       dxy  diZ 

d*x       d^y  d^z 

d,x       d9y  d*z 
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frois  systèmes  d'accroissements  arbitraires  des  variables  x,  y,  z  et 

dtf  dty  di^ 
a\f  a\y  dtty 
a\f       a\y       d*ty 
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les  différentielles  totales  correspondantes  des  fonctions  considérées.  On  a: 


If  If  If 

dx  dy  oz 

1)  y  vy  2}  y 

d^r  dy  Dz 

c)<|/  2)^  <ty 

<)ar  dy  dz 


dtf       dty        a\ty 
a\f       dty       d,4/ 


dta:  c?,y  d,s 
d,a:  a\y  dtz 
a\x       a\y       d%z 


en  supposant  que  le  déterminant  des  accroissements  des  variables  x,  y,  z,  soit 
différent  de  zéro. 
En  tenant  compte  des  identités 

<>f  *f  «f 

ex  oy  oz 

of  ïf  of 

dtf  =  J-dtx  +  J-dty  +  ±dtz 
ex  ey  oz 

vf  of  vf 

ex  oy  oz 

oy  7)y  2^9 

dx  y  =  —  dxx  +  --  dxy  -f  -  dt  z 
ox  oy  oz 


on  voit  que  Ton  peut  écrire,  en   appliquant  la  règle  de    la  multiplication  des 
déterminants, 


IL  *L  *L 

"dx  dy  oz 

àç  Oy  vy 

ïx  iy  vz 

cty  cty  cty 

dar  oy  cz 


d{x  dty  dxz 
a\x  dty  dtz 
ds.r    a\y    dsz 


*r  ^f  <kf 
dxy  dty  d^y 
d\  ty   dt  r|/    r/j  r|/ 


Ce  qui  démontre  le  théorème  de  M.  J.  Bertrand. 

D'après  cela,  on  représente  le  déterminant  fonctionnel  de  n  fonctions  fu  fv fn 

des  variables  jp„  xt, *„  par  la  notation 


P  (/ii  A.  An) 

D  (*i>*t, *„)' 

H.  —  g.  Hunmiowui.  —  aig*mb. 


12 
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522.  Le  déterminant  fonctionnel  joue  à  l'égard  des  fonctions  de  plusieurs  variables 

le  même  rôle  que  la  dérivée  —  d'une  fonction  d'une  seule  variable. 
dx 

Ainsi  au  théorème  des  fonctions  inverses 
correspond  ce  théorème  : 

D^A fn)  »  ('..** <«) 


D(n,^, **)      D(/i,A, /y 


î. 


C'est-à-dire  : 

£e  déterminant  fonctionnel  de  n  fonctions  fu  ft fn  des  n  variables  jr„  j-t jb 

est  l'inverse  du  déterminant  de  a-lt  a-,, j-n  regardées  comme  des  fonctions  de 

/ii  A»  Ar 

De  même,  au  théorème  des  fonctions  de  fonctions,  correspond  un  théorème  relatif 
aux  déterminants  fonctionnels. 
Soient,  en  effet, 

A  =  F,  (?i,  ç*  ?n)    • 

A  =  *"t  (?i»  ?t <?„) 


/"n  =  Fn  (?t,  ?t,  ?„) 

ç„  ?„ çn  étant  des  fonctions  de  j„ar„ j^;  on  aura  : 

D(A,A /n)  =  D(A,fi. A.)  x  *>(»'» ?») 

D  (o?i,  *tl *n)         D  (fi,  9i< ?*)        D  (*t.  **> *») 

523.  Changement  de  variables . 

Soient  ylf  y„ yn  n  nouvelles  variables  indépendantes  de  sorte  que 

'i  =  9i  (y«.  y* yn) 

**  =  9%  (yv  y* ?/„) 

•rn=?»(yi»y*i y»); 

on  aura  : 

D(AiA fn)  =  P  (A,  A /»)        D  (*„*»....*,) 

*>  (y«>  y* y„)  ~"  d  (*n*ii *n)      D  (y<>  y* y»)' 

Si  la  substitution  est  linéaire  et  définie  par  les  équations 

*i  =  a\  y,  +  ajy,  + +  a*t  yn  +  <+l, 

*t  =  oj  yi  +  <4  yi  + +  fla  yn  +  flï+l» 

**=  «1  y«  +  <  y-  + +  <  y« + û!:+1» 
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H9 


le  déterminant  fonctionnel  des  variables  anciennes  xu  xt, xn  par  rapport  aux 

nouvelles  variables,  n'est  pas  autre  chose  que  le  déterminant 


On  voit  que  le  théorème  de  M.  J.  Bertrand  rend  la  démonstration  des  théorème* 
précédents  pour  ainsi  dire  inutile. 


EXERCICES 


I.  Étant  données  les  équations  : 


si  Ton  en  tire 


/  =  />,»/) 

u=F{x,y); 


x=<f{t,  u) 


vérifier  directement  l'identité 
2.  Développer  par  la  formule  de  Mac-Laurin  la  fonction 


y'I  —  x  +  \  4  —  y 
1  -f  v/l  —  £  \/l  —  y 


on  trouve  : 


i  +  J(*  +  y)  +  g!  (3*'  +  *y  +  3.vf) + 


v  1.3.5 (2p-l).  1.3.5 (2g-l)     .,    . 

£  S.4.6 2(j>+<7)  '" 


3.  Développer  la  fonction 


on  trouve  : 


1-f        ; 


"t  — y+v7*-*1' 


i+5y+jp(«'i+K,)+ * 
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ou 

vp(p-i    <p-q+l)  x*>f-* 

**  1.2 g  9* 


4.  Développer 


on  trouve  : 


L(l  —x)i\  —  y,m 
xy  —  x—y 


v1.2.3...pM.2.3,..y   ^    « 

^1.2.3 (p  +  9  +  1)        y  f 


i  +  |  (*+  y)  +^5(3*1  +  *y  +  3y«)  + 


5.  Développer 


arccos 


v  »  -  .V 


V(t-a-)(l-J/;' 


on  trouve  : 


•+i(-+W+n(*+i"+ë'') 

6.  Développer 

[(i-yy>      |      (l-y)~*   1 
i +(!-*)«     l  +  (i-*f  *J. 


arccos 


v'y(i-')^-y) 


on  trouve  : 


1        1.3  /      ,    2    \    ,    1.3.5   /  2         ,2.4      \ 

1.3.5.7  /   .   ,    a    t       ,2.4  2.4.6      \ 

(Ch.  Hermite,  Cows  d'analyse  de  l'École  polytechnique.) 

7%  Prouver  que  si  le  déterminant  fonctionnel  des  fonctions  fi%  fr  .../„  est  nul,  i 
existe  une  relation  entre  ces  fonctions,  et  réciproquement.  . 

8.  Démontrer  les  théorèmes  relatifs  aux  fonctions  homogènes  en  développa» 
les  deux  membres  de  l'identité  : 

n*  +  U,  y  +  ty,  z  +  tz)  =  (1  +  /)"*  /  (*,  y,  z) 
suivant  les  puissances  entières  de  /. 
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CHAPITRE  VIII 
FORMES    QUADRATIQUES 

524.  Définition.  —  On  appelle  fourme  quadratique  un  poly- 
nôme homogène  du  second  degré  composé  avec  un  nombre  quel- 
conque de  variables  xt,  x„ xn.  Un  pareil  polynôme  ne  peut 

contenir  que  les  carrés  des  variables  et  leurs  produits  deux  à  deux, 
de  sorte  qu'en  le  désignant  par  /",  on  a  : 

f=a\x\  -(-  2aJj?tj:-2  +  2a]xixi-{- -f  2anixixi 

+  a\x\  +  2a\x,x3  + +<*l 

xj  désignant  le  carré  de  la  variable  xy,  et  aj  désignant  un  coefficient. 
Si  Ton  convient  que  aqp  =  apq1  on  pourra  représenter  f  par  le 
symbole  : 


;>=n  q. 


=  *4 


En  effet,  si  p  =  qr,  le  terme  aqpxpxq  devient  a*x*p;  sip  est  différent 
de  q,  p  et  q  étant  des  entiers  déterminés,  chacun  au  plus  égal  à  n, 
on  aura  deux  termes  correspondants  formant  la  somme 

aqpxpxq  +  a?qxpxq  =  2aqpxpxr 

On  obtiendra  ainsi  tous  les  termes  du  polynôme  /*,  en  faisant 
varier,  dans  la  somme  précédente,  p  et  q  de  1  à  n. 

525.  Théorème.  —  Une  forme  quadratique  à  n  variables  est  égale 
à  une  somme  de  camés  de  formes  linéaires  distinctes,  composées  des 
mêmes  variables  et  dont  le  nombre  est  au  plus  égal  à  n. 

Méthode  de  Gauss.  —  Supposons  que  la  forme  donnée  /'ren- 
ferme au  moins  un  carré,  de  sorte  que  l'on  ait,  en  supposant  par 
exemple  a\  ^  0, 

P  étant  une  forme  linéaire  indépendante  de  x{  et  Q  une  forme 
quadratique  indépendante  de  la  même  variable  xt. 
On  a  identiquement  : 
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Si  l'on  convient  de  représenter  par  fP  la  demi-dérivée  de  f  prise 
par  rapport  à  xPl  soit  : 

t-iK. 


on  peut  écrire 


1  P* 


P1 
Q désigne  une  nouvelle  forme  quadratique  renfermant  au 

au  plus  n  —  1  variables;  supposons  que  cette  seconde  forme  con- 
tienne le  carré  de  xt  ;  on  la  traitera  de  la  même  manière  que  /",  et 
en  continuant  ainsi,  on  effectuera  une  suite  de  transformations 
remplaçant  chaque  fois  une  forme  quadratique  par  la  somme  d'un 
carré  et  d'une  nouvelle  forme  quadratique  renfermant  une  variable 
de  moins  que  la  précédente,  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  un  carré,  de 
sorte  que,  finalement,  on  obtiendra 

/^«,PÎ4-«tP*  + +  ^pj. 

PM  P8, Pp  désignant  des  formes  linéaires  dont  le  nombre  p  sera 

évidemment  au  plus  égal  an  et«ft,«i9 «,»  étant  des  constantes. 

En  admettant  les  notations  disposées  de  manière  que  les  réductions 
soient  opérées  successivement  par  rapport  à  a?n  ara,  ...  xp,  les 
polynômes  P  seront  définis  par  les  identités  : 

Vi=sb\xi  +  b\x%  + +  *î*.., 

pa=     +  *;*,+ +  *;*«• 


P,s=  +  *£*/•  + +  à;x», 

les  coefficients  b\,  bl, éj  étant  supposés  tous  différents  de  zéro. 

Je  dis  que  ces  polynômes  sont  indépendants  ;  en  effet,  le  déter- 
minant des  coefficients  des  variables  a?,,  xÈ,  ..,..  x  est  égal  à 

b\b\..:..  r„ 

et  ce  produit  de  p  facteurs  tous  différents  de  zéro  est  lui-même 
différent  de  zéro. 
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Remarque. —  Il  était  évident  a  priori  que  Ton  ne  pourrait  trouver 
plus  de  n  carrés  de  polynômes  indépendants,  puisque,  comme  on 
Ta  vu,  avec  n  variables  on  peut  former  au  plus  n  polynômes  homo- 
gènes et  linéaires  qui  soient  indépendants. 

On  peut  encore  remarquer  que  P4  est,  à  un  facteur  près,  la  racine 
carrée  de  f  considérée  comme  polynôme  entier  en  x„  P2  la  racine 
carrée  du  reste  considéré  comme  polynôme  entier  en  xv  et  ainsi 
de  suite. 

526.  La  méthode  précédente  tombera  en  défaut  lorsqu'on  arri* 
vera  à  une  forme  quadratique  ne  renfermant  aucun  carré;  la  forme 
proposée  pouvant,  d'ailleurs  elle-même,  se  trouver  dans  ce  cas. 

Soit  f  une  forme  quadratique  ne  renfermant  que  des  doubles 
produits,  et  soient  x,  y  deux  des  variables  dont  dépend  cette  forme  ; 
on  peut  écrire  : 

f=a*y+P*+Qy  +  R 

a  étant  une  constante,  P  et  Q  étant  deux  formes  linéaires,  R  une 
forme  quadratique,  les  formes  P,  Q,  R  étant  indépendantes  de  x  et 
de  y. 
Or,  on  a  identiquement  : 

f  =  l(a*  +  Q)(ay  +  P)  +  R-^ 

et,  par  suite  : 

11  PO 

?=  —  (ax  +  ay  +  l>  +  Qf--  —  (ax-ay  +  Q-Vy  +  Ti £. 

On  transforme  ainsi  f  en  une  somme  composée  de  deux  carrés 

renfermant  chacun  a?  et  y  et  d'une  forme  quadratique  renfermant 

PQ 
au  moins  deux  variables    de    moins    que  ? ,  puisque   R 

est  indépendante  de  x  et  de  y.  Cette  dernière  forme  peut  contenir 
ou  non  des  carrés  des  variables  dont  elle  dépend;  on  lui  appli- 
quera donc  la  première  ou  la 'seconde  méthode,  et  l'on  aura  dans 
tous  les  cas  remplacé  lafonne  proposée  /"parune  somme  de/?  carrés, 
p  étant  au  plus  égal  à  n  ;  il  ne  reste  plus  qu'à  prouver  que  les  carrés 
obtenus  sont  indépendants,  dans  tous  les  cas.  Admettons  que  les 
transformations  successives  aient  porté  successivement  sur  les 
variables  x^'xv  ...xp;  dans  le  déterminant  des  coefficients  de  ces 
variables,  il  y  aura  au  moins  deux  lignes  consécutives  formées  ainsi  : 


0      0 0      a        a 

0      0    ..;.'.     0      a  —  a 
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mais  sans  changer  ce  déterminant,  on  peut  remplacer  la  seconde  de 
ces  deux  lignes  par  le  résultat  obtenu  en  retranchant  de  cette  ligne 
les  éléments  correspondants  de  la  précédente;  ce  qui  donne  : 

0      0      0 0      a        a      

0      0      0 0      0  —  2a 

et,  par  suite,  en  faisant  autant  de  fois  qu'il  sera  nécessaire  cette 
transformation,   le  déterminant  obtenu  se  réduira  à  son  terme 
principal,  qui  est  nécessairement  différent  de  zéro. 
Ainsi,  dans  tous  les  cas,  on  peut  poser 

f^*li>\+«iv\  + +  «Pp;, 

p  étant  inférieur  ou  égal  à  w,  et  Pn  Pâ, l*p  étant  des  polynômes 

homogènes  du  premier  degré  et  indépendants. 
527.  Discriminant  de  la  forme.  —  En  supposant  : 

les  demi-dérivées  de  /"par  rapport  aux  variables  xi9  z„ xn  sont 

définies  par  les  identités 

A  =  «î  *i  +  a?  x*  + +  «r  *«* 

/;=  a[  Xi  +  a\  x%  + +  a?  *„, 


/"«=<*! +  ««**  + +<Xn 


Le  déterminant 


A  = 


««    al 


se  nomme  le  discriminant  de  la  forme  /. 

Ce  déterminant  est  symétrique,  puisque  a*  =  aj. 

Réciproquement,  tout  déterminant  symétrique  peut  être  considéré 
comme  un  discriminant.  En  effet,  si  Ton  considère  le  déterminant  A 
dans  lequel  on  suppose  aj  =  aj,  quels  que  soient  les  nombres  p 
et  q;  ce  déterminant  est  le  discriminant  de  la  forme 

/  =  22«J  *>'*•. 
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528.  Théorème.  —  Pour  que  la  forme  quadratique  f(xit  xv  ...  xn) 
soit  la  somme  de  p  carrés  indépendants,  il  est  nécessaire  et  suffisant 
que  ton  puisse  former  avec  p  lignes  du  discriminant  A  et  avec  les  p 
colonnes  de  mêmes  rangs  que  ces  lignes  respectivement,  un  détermi- 
nant mineur  d'ordre  n  —  p  différent  de  zéro,  tous  les  mineurs  d'ordre 
n  —  p  —  1  étant  nuls. 

Soit  en  effet 


et  soient 


f=  «,p;  +  «jp|+ +  «,p; 

vl=b\xl+b\x1+...+b>>xp+  ...+*>*. 

Vt==bt1xt  +  b]xt  +  ...  +  b*xp+...  +  b';x„ 


(1) 


(2) 


Les  polynômes  P„  Pt, P,  étant  supposés  indépendants,  on 

peut  former  avec  les  coefficients  des  variables  un  déterminant 
d'ordre  p  différent  de  zéro.  Nous  pouvons  toujours  supposer  les 
notations  disposées  de  telle  façon  que  ce  déterminant  soit  celui  des 
variables  xt,  xt, xp,  c'est-à-dire  que  le  déterminant 


D  = 


b\    b\ 
b\    b\ 


bî 


V 


bp    bP     .. 

soit  différent  de  zéro. 
Gela  posé,  l'identité  (1)  donne  : 

h  =«,«!P,  +   «,*i  P,  +  +*PbpVp 

u  =«,*îp.  +  «,*îp,  + +**;p, 


fP^«MPi  +    «,*î  P,  +  +•,%?, 


(*) 


fn^^?t  +    «,4,-p,  -i-  +  «    bnp  P, 
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Les  dérivées  /*,,  fv fn  sont  donc  des  fonctions  linéaires  et  homo- 
gènes des  polynômes  P,,  Pa, Pj. 

Or,  si  Ton  considère  les  p  premières  équations  (3),  en  regardant 

P„  P„ P^  comme  des  inconnues,  on  voit  que  le  déterminant 

des  coefficients  est  égal  à 

CCjftj  ......  «;,.  D 

et  par  suite  est  différent  de  zéro  ;  donc  les  polynômes 

sont  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  de  fif  f% fP. 

Il  résulte  de  là  que.  les  deux  systèmes  d'équations  linéaires  et 
homogènes  : 

P1  =  0f    P,=  0,     P,  =  0.  (4) 

et 

A=of   /,  =  (>,    /;  =  of  i5) 

sont  équivalents  et   par  suite   les  p  dérivées  /*„ /„ £   sont 

distinctes. 

D'ailleurs  P4,  Pa, Vp  étant  des  fonctions  linéaires  et  homogènes 

de  /i,  /i, fp,  les  équations  (3)  montrent  que  les  n  —p  dérivées 

fp+ufr+i,  ....  fn  sont  aussi  des  fonctions  linéaires  et  homogènes 
des/?  premières. 

Ainsi,  lorsque  la  forme  f  est  la  somme  de  p  carrés  distincts, 
p  dérivées  sont  distinctes  et  les  n  —  p  autres  dérivées  s'expriment 
en  fonctions  linéaires  et  homogènes  de  ces  //dérivées  distinctes;  en 
d'autres  termes,  Y  ordre  du  déterminant  principal  du  tableau  formé 
par  les  éléments  du  discriminant  de  la  forme  est  précisément  égal  au 
nombre  des  carrés  distincts. 

Donc,  pour  qu'une  forme  quadratique  à  n  variables  soit  la  somme 
de  p  carrés  indépendants,  il  faut  et  il  suffit  que  tous  les  7nineurs  que 
ion  peut  former  avec  les  éléments  appartenant  à  p  -f-  1  lignes  et  à 
p  + 1  colonnes  du  discriminant  de  la  forme  soient  nuls  et  qu'il  y  ait  au 
jnoins  un  mineur  formé  avec  les  éléments  communs  à  p  lignes  et  à  p 
colonnes,  qui  soit  différent  de  zéro. 

Il  importe  d'ajouter  qu'il  doit  y  avoir  au  moins  un  mineur  formé 
avec  les  éléments  appartenant  à  p  lignes  et  p  colonnes  portant  les 
mêmes  numéros,  qui  soit  différent  de  zéro.  En  effet,  en  conservant 
les  notations  précédentes,  les  deux  systèmes  (4)  et  (5)  étant  équi- 
valents, on  voit  que  pour  résoudre  le  système  (5),  on  doit  donner 
aux  variables  x^  x„  —  .*>  des  valeurs  déterminées  en  fonction  des 
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n  —  p  autres  variables  qui  peuvent  recevoir  des  valeurs  arbitraires, 

donc    le   déterminant    des    coefficients    de  xv  ar2, xp    dans 

/i,  ft, fp  est  différent  de  zéro.  D'une  manière  générale,  il  doit 

y  avoir,  dans  le  cas  présent,  p  dérivées  distinctes,  et  le  déterminant 
des  coefficients  des  variables  par  rapport  auxquelles  on  a  pris  ces  déri 
vêes  doit  être  différent  de  zéro. 

11  résulte  en  particulier  du  théorème  précédent  que  la  condi- 
tion nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  forme  donnée  soit  la  somme 
d'autant  de  carrés  de  formes  linéaires  indépendantes  quelle  renferme 
de  variables  est  que  son  discriminant  soit  différent  de  zéro;  pour  qu'elle 
soit  la  somme  d'un  nombre  moindre  de  carrés,  il  faut  et  il  suffit  que 
son  discriminant  soit  nul;  de  môme  pour  que  la  forme  donnée  soit  un 
carré  parfait,  il  faut  et  il  suffit  que  l'un  au  moins  des  coefficients  des 
carrés  des  variables  soit  différent  de  zéro,  et  que  tous  les  mineurs  à  deux 
lignes  et  deux  colonnes  du  discriminant  soient  nuls,  ou  ce  qui  revient 
au  même,  que  ses  dérivées  soient  proportionnelles. 

529. 11  est  facile  d'établir  directement  cette  dernière  proposition. 
Soit  en  effet 

en  supposant 

P  =^3?!  +  a%x%  +  ...  +  an  xn% 
on  aura 

/l==aa|P,      A=afla  P, /-n  =  «ûnP, 

donc  les  dérivées  2/1,  2  ft  2fn  sont  proportionnelles  à  un  môme  polynôme  P. 

Réciproquement,  supposons  que  Ton  ait 

/Iee^p,   /;e=a,p,   .....   /;4  =  6np. 

En  vertu  du  théorème  d'Euler  : 

f=zxxfx  +  x%  ft  +    +*„/•„, 

donc 

/"«P.  (61*1  +  6,*,+     +  *„*„)  s  P.  Q. 

De  cette  dernière  identité,  on  tire 

vxt 

-^=2A  =  PôtH-fllQ. 
Cxt 


IL    ss/^seP^+^q. 

OXn 
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On  doit  supposer  l'un  des  nombres  at,  at an  différent  de  zéro,  sans  quoi/ 

serait  identiquement  nulle  ;  soit  par  exemple  at  ^  0  :  en  remarquant  que  /*,  =  P,V 
on  a: 

»As/i  +  «.Q, 
d'où 

donc 

fskp.. 
ai 

on  a  d'ailleurs  A,  ^  0,  sans  quoi  /*  serait  identiquement  nul,  ce  qui  est  impos- 
sible puisqu'on  a  supposé  a,  ^  0.  La  proposition  est  donc  établie: 

On  peut  remarquer  que  les  coefficients  bt,  ht1 bn  sont  nécessairement  propor- 
tionnels aux  coefficients  at,  a,, an  du  polynôme  P  auquel  se  réduisent  toutes 

les  dérivées. 

690.  Remarque.—  Si  l'on  sait  seulement  qu'il  existe  un  mineur  à  p  lignes  et  à  p 
colonnes  du  discriminant,  qui  soit  différent  de  zéro  et  en  outre  que  tous  les  mineurs 
à  p  +  1  colonnes  soient  nuls,  la  forme  sera  nécessairement  une  somme  de  p  carrés, 
et  par  suite  on  pourra  former  avec  les  éléments  de  A  au  moins  un  mineur  à  p  lignes 
et  p  colonnes  portant  les  mêmes  numéros,  qui  soit  différent  de  zéro  ;  or  tout  déter- 
minant symétrique  est  un  discriminant,  donc  on  peut  énoncer  la  propriété  sui- 
vante des  déterminants  symétriques. 

Étant  donné  un  déterminant  symétrique  quelconque  ;  s'il  existe  un  mineur  de 
degré  p  différent  de  zéro,  tous  les  mineurs  de  degré  p  +  i  étant  nuls,  il  existe  au 
moins  un  mineur  de  degré  p,  formé  par  les  éléments  de  A  pris  dansp  lignes  et  dans 
p  colonnes  portant  les  mêmes  numéros,  qui  soit  différent  de  xéro. 

531.  Nombre  de  condition»  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'une 
forme  quadratique  f  (xif  xt, x\  soit  la  somme  de  p  carrés  Indé- 


Nous  savons  déjà  (528)  qu'il  faut  exprimer  que  p  dérivées  sont  distinctes  et  que 
les  n  —  p  autres  sont  des  fonctions  linéaires  des  premières.  En  supposant  les  nota- 
tions convenablement  disposées,  on  aura  la  solution  la  plus  générale  du  système 
linéaire 

/i=0    /l  =  0 fn  =  0 

en  donnant  à  a:  .{,  xp+*  •••  *,,  des  valeurs  arbitraires,  les  inconnues  xit  xt, ...  x 
étant  déterminées  au  moyen  des  n  —  p  autres  par  lesp  premières  équations.  Pour 
qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  (207)  que  le  déterminant  5  des  coefficients  des 

inconnues  xt,  xt *    dans  les  formes  /i,  /i, fp  soit  différent  de  zéro  et 

que  tous  les  mineurs  de  degré  p  +  1  du  discriminant,  obtenus  en  bordant  le  déter- 
minant l  avec  les  éléments  appartenant  à  chacune  des  lignes  et  des  colonnes  du 
discriminant  autres  que  les  p  premières,  soient  tous  nuls.  Or  la  ligne  de  rang  p  -f-  & 
et  la  colonne  de  rang  p  4-  k'  donneront  le  même  mineur  que  la  ligne  de  rang  p  +  A- 
et  la  colonne  de  rangp  +  k,  tant  que  A'sera  différent  de  Ar,  puisque  le  discriminant  est 
symétrique  ;  on  aura  donc  à  considérer  d'une  part  n — p  mineurs  obtenus  en  bordant  5 
avec  des  éléments  pris  successivement  dans  chacune  des  lignes  et  des  colonnes 

portant  un  même  numéro  et  seulement — •  mineurs   obtenus  en 

bordant  6  avec  des  éléments  appartenant  à  une  ligne  et  à  une  colonne  portant  des 
numéros  différents,  ce  qui  fait  en  tout 

n  .    (n  -  p)  (n  -  p  -  1)  Qu  (w-p)(n-p  +  l) 

V  2  2 
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c'est-à-dire  K*_,  conditions  qui  seront  distinctes,  si  les  coefficients  de  la  forme 
proposée  sont  arbitraires. 

D'ailleurs  on  peut  vérifier  facilement  ce  résultat,  car  si  en  appliquant  la  méthode 
générale  de  réduction  en  carrés,  on  extrait  de  la  forme  donnée  la  somme  de  p  carrés, 
il  restera  une  forme  quadratique  à  n  —  p  variables,  contenant  K*  coefficients  et 
cette  dernière  forme  devra  être  identiquement  nulle,  ce  qui  fournit  Kj  conditions 
obtenues  en  écrivant  que  ses  coefficients  sont  tous  nuls. 

Par  exemple,  pour  que  la  forme 
A**  +  A'y*  +  À"z*  +  2  hyz  +  2 b'zx  +  %  K'xy  +  2  Cxt  +  2  C'y*  +  2 Czt  +  Dt* 
soit  la  somme  de  deux  carrés,  en  supposant  que  le  mineur  A  A'  —  B"f  soit  différent 
de  zéro,  il  faut  et  il  suffit  que  les  trois  conditions  suivantes  soient  vérifiées,  savoir  : 


A 

B" 

B' 

B" 

A' 

B 

B' 

B 

A' 

=  0 


A  B"  C 
B"  A'  C 
B"    B      C" 


=  0 


A      B"    C 

B"    A'     C 
CCD 


=  0. 


532.  Transformation  de  M.  Kronecker. 


Soit 


f\Xll    XÊt    Xn) 

une  forme  quadratique  à  n  variables,  que  nous  supposerons  réduc- 
tible à  une  somme  de  p  carrés  indépendants,  de  sorte  que  p  déri- 
vées de  f  soient  distinctes  ;  supposons  que  ce  soient  les/)  premières  : 
/"„  /2, fp.  D'après  ce  qui  précède,  pour  résoudre  les  équations, 

fi  =  0,    ft=0,  /•,  =  <)  (l) 

on  peut  se  donner   arbitrairement  Xp+i,Xp+^ xn  puisque  le 

déterminant  des  coefficients  des  p  premières  variables  a?4,  x%, ...  x}, 
est  supposé  différent  de  zéro.  Posons 

•  ;  * 

xp+i =  ^p+p    xp+*  ==  xp+î>    Xn  — a?n' 

et  désignons  par 


*.■ 


les  expressions  de  xiy  xà  xn  en  fonctions    homogènes    de 

x^i, x'ny  tirées  des  équations  (1). 

Cela  posé,  faisons  un  changement  de  variables  défini  par  les 
équations  : 

xi  =  Xj  +  xi 

x2  =  X2  -f-  X2 


Xn 


=  XP  +  X'P 


Xp+i= 


*H-i 


xn  = 
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de  sorte  que 

f{x„  x„ ...  xH)  =/(Xt+  x[,  Xa  +  xv  ...  Xp+  j^,  0  +^,,...0+ x^) 

on  aura,  en  vertu  de  la  formule  de  Taylor, 

/fo,  *„ *.)  =/(*,.  Xt X„0,  0, 0). 

En  effet,  l'ensemble  des  termes  du  premier  degré  en  Xt,  Xa, X, 

est 

x,^  +  xV  + +J,X, 

cXt  oX%  cXp 

expression  identiquement  nulle,  puisque  x'v  xv  ...  x'p,  a^,  ...  xB, 
mises  à  la  place  de  xp  x„ xn  annulent  fxy  f%y ....,  fp;  enfin  l'en- 
semble des  termes  indépendants  de  X,,  Xa, X,  est  égal  à 

c'est-à-dire 

2\  l^xi'        *îx%        '"        "te'»/ 

et  par  suite  est  également  nul. 

Il  en  résulte  que  f(xl9  xv xn)  est  remplacée  par  une  forme 

quadratique  à  p  variables  qui  sont  les  suivantes 

A.J    — -    X|    "~ "" "    Xjy       A.J    —   X^   — ■" '    «Tj,    •••*•     An    Xn'mmm   X-m 

533.  Application.—  Soit  la  forme  quadratique  : 
/•(x,  y,  z)  =  Ax»  +  A'  y*  +  A"  z*  +  2  Byz  +  2B'zx  +  2  Wxy 
et  supposons  le  discriminant  nul, 


A    B"  B' 
B"  A   B 

B'   B   A' 


0 


mais  supposons  A  A  —  B*1  ^  0. 
Si  Ton  considère  les  demi- dérivées  par  rapport  à  x  et  y 

l^Ax  +  B'y  +  B* 
12/=B»*4-BV+B* 
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on  peut  résoudre  le  système 

Ax  +  B"y  +  B':  =  0 
B"*+A'y  +  Bz  =  0, 

en  donnant  à  z  une  valeur  arbitraire  z0;  soient  ar0,  y0  les  valeurs 
correspondantes  de  a?  et  de  y;  on  aura  identiquement 

f(x,  y,  5)  =  A  (jp  -  *<>)*  +  2  B"  (*  -  x9)  (y  -  y0)  +  A'  (y  -  y0)*. 

et  Ton  pourra  mettre  f(x,  y,  z)  sous  la  forme  d'une  somme  de  deux 
carrés. 

534.  Formes  à  coefficients  réels.  —  Jusqu'ici  nous  avons 
supposé  les  coefficients  a\  quelconques:  supposons-les  réels;  alors 
on  pourra  réduire  la  forme  donnée  à  une  somme  algébrique  de 
carrés  de  polynômes  à  coefficients  réels  et  si  Ton  a  : 

/  =  «1PÎ  +  «2P'+.....+«,,P*    .. 

parmi  les  coefficients  «„  «2,   ap  quelques-uns  pourront  être 

positifs,  les  autres  négatifs.  Si  par  exemple  «4  est  positif  on  pourra 
remplacer  «,  PJ  par  (>/a1  Pt)f  ;  si  «2  est  négatif,  on  pourra  écrire 

—  (V — «î  P*)*  au  l*eu  de  «a  Pi»  et  ainsi  de  suite,  de  sorte  que  Ton 
aura  : 


/^X?  +  X5  + +  XÎ-YÎ-YÎ- -Y 


k 


X,,  Xt, XA,  Ylt  Y2,  Y*  étant  des  polynômes  à  coefficients 

réels.  Nous  dirons  que  /"est  la  somme  de  h  carrés  positifs  et  de  k 
carrés  négatifs. 

535.  Théorème  (loi  d'inertie).  —  Quel  que  soit  le  mode  de 
décomposition  (Tune  forme  quadratique  à  coefficients  réels  en  carrés 
indépendants ,  le  nombre  des  carrés  positifs  et  le  nombre  des  carrés 
négatifs  sont  invariables. 

Celle  proposition,  nommée  par  M.  Sylvester  loi  d'inertie  a  été 
trouvée  par  M.  Hermite. 

Supposons  que  la  forme  quadratique  f(xif  xv  a?n),  à  coeffi- 
cients réels,  étant  décomposée  en  carrés  indépendants  on  ait  : 

/=X»  +  Xi+ '+XJ-YÎ-Y1- -Y»         (1) 

le  nombre  des  carrés  positifs  étant  égal  à  h  et  le  nombre  des 
carrés  négatifs  égal  à  k.     . 
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Supposons  qu'on  ait  trouvé  une  autre  décomposition 

/  =  Zf  +  ZÎ+ +  ZÎ.-TJ-TÏ- -1-       (2) 

les  polynômes  Z,,  Z,, Zh>y  T\,  T„ T*  étant  indépendants  ou 

non.  Je  dis  que  Ton  a  i'  ^  A. 
En  effet,  supposons  A'  <  A  ;  dans  ce  cas  on  a  : 

A'+A<A  +  A, 

et  par  suite 

h'  +  k  <  n. 

On  pourra  donc  trouver  une  infinité  de  solutions  des  équations 
Z,  =  0,  Z,  =  0, Zk  =  0,  Y,  =  0,  Y,  =  0, Y*  =  0.      (3) 

Or  les  polynômes 

X„  X,, X*,  Y1?  Yâ, Y* 

étant  indépendants  et  en  nombre  supérieur  à  A'  +  *,  on  sait  (223.. 
que  parmi  les  solutions  des  équations  (3)  il  s'en  trouve  nécessai- 
rement qui  n'annulent  pas  tous  ces  polynômes,  et  par  suite  n'annu- 
lent pas  tous  les  polynômes 

Aj,   Aj, A*. 

Remplaçons  x„  a?a #«par  les  nombres  appartenant  à  une 

de  ces  solutions.  En  vertu  de  l'identité  (1),  la  forme  f  deviendra 
égale  à  un  nombre  positif \  tandis  qu'en  vertu  de  l'identité  (2)  elle 
devrait  prendre  une  valeur  négative  ou  nulle.  Il  y  a  donc  impossi- 
bilité à  supposer  A'  <  A  ;  donc  on  a 

A>A. 

On  démontrera  de  même  que  l'on  a  K  >  k  ;  d'ailleurs  il  suffirait 
.d'appliquer  le  raisonnement  précédent  à  la  forme  —f. 

Supposons  maintenant  les  carrés  correspondants  à  la  seconde 
décomposition  également  indépendants,  on  aura  aussi  : 

A>A',  *>*'; 

donc  on  doit  avoir  dans  ce  cas 

A  =  A,  A  =  *'. 
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536.  Propriété  fondamentale  du  discriminant.  —  Consi- 
dérons une  forme  quadratique  f{xiyxv xn)  dont  le  discrimi- 
nant soit  différent  de  zéro.  Cette  forme  est  décoinposable  en  une 
somme  de  n  carrés  indépendants;  nous  pouvons  poser  : 


Soient  : 


/=pï+pï  + +  K 

P,  =  «Jx,  +  b\x%  +  +  b«xn 


(1) 


(2) 


p»=*i*t  +  *:*,  +  ■ +  *»*„ 

Ces  polynômes  étant  indépendants,  leur  déterminant 


D  = 


b\    b\    ...    *; 
b\    b\    ...    bi 

b\    K    ...    bl 

est  différent  de  zéro. 
Or  on  déduit  de  l'identité  (1) 


ft  B  b\  Pt  +  bl  P2  +  +  b\  Pn 

f%  »  b\  P,  +  AS  P8  +  +  b\  P„ 


(3) 


Si  Ton  regarde /i, /i, /"«comme  des  fonctions  des  variables 

P„  P„  P„,   le  déterminant  de  ces  formes  est  égal  à  D;  si 

l'on  fait  la  substitution  linéaire  représentée  par  les  formules  (2),  le 

déterminant  des  coefficients  des  variables  nouvelles  xif  x„ xn 

sera  égal  à  D  x  D  ou  D*  (226).  Or  le  déterminant  obtenu  n'est  pas 
autre  chose  que  A,  puisqu'on  aura  ainsi  exprimé  les  fonctions 
/li  /*> fn  au  moyen  de  *„  x„ xn,  donc  on  a  : 


A  =  D* 


(4) 


B.  9l*WSK0L0W8Kf.  —  ALOftlM. 
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Cela  posé,  ri  l'on  fait  la  substitution  linéaire 

*!  =  *;»« -r  <jy,+ -î-^y. 


*»  =  c\  y*  -r  O*  + -r  <!  y- 

en  supposant  le  module  de  la  substitution, 


F  = 


4     <î 


différent  de  zéro,  la  forme /{*„  *,, *.)  se  transformera  en  une 

forme  quadratique  composée  avec  les  variables  nouvelles,  de  sorte 
qu'on  aura  : 


et 


*(y.,y. y.)^0!  +  QÎ  + +  <& 


en  désignant  par  Q,,  Q, Q«  ce  que  deviennent  les  polynômes 

IV IV  ...P„,  respectivement,  après  la  substitution.  Or  le  déterminant 
des  coefficients  des  polynômes  Q,,  Q*, Q»  est  égal  à 

donc,  si  Ton  nomme  A'  le  discriminant  de  la  forme  transformée  : 

A'  =  (D.  tf 

c'est-à-dire  : 

A'  =  A.  /**, 

on  exprime  cette  propriété  du  discriminant  en  disant  que  le  dis- 

criminant  d'une  forme  quadratique  est  un  invariant  de  cette  forme. 

537.  On  appelle  invariant  d'une  forme,  toute  fonction  F  des  coeff* 

cients  de  cette  forme,  telle  que  F'  désignant  la  même  fonction  desWT 
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ficients  de  la  forme  f  obtenue  en  effectuant   sur  les  variables   dont 
dépend  la  forme  donnée  f  une  substitution  linéaire  de  module  f*,  on  ait  : 

F'=F.  f*A 
h  étant  une  constante. 


II  est  évident  que  toute  puissance  du  discriminant  d'une  forme  quadratique  sera 
aussi  un  invariant  de  cette  forme: il  est  facile  de  prouver  qu'elle  n'en  a  pas  d'autres. 
En  effet,  soit  : 

une  forme  quadratique  à  n  variables  dont  le  discriminant  A  est  différent  de  zéro, 
et  soit  1  un  invariant  de  cette  forme.  Les  polynômes  P  ,  P%t . . .  Pn  étant  indépen- 
dants, on  peut  exprimer  x  t  x  . . .  xH  en  fonctions  de  P  ,  P  ...  Pn  que  nous  regar- 
derons comme  de  nouvelles  variables.  Or,  par  rapport  à  ces  variables,  le  discrimi- 
nant est  égal  à  i,  de  sorte  que  si  p.  est  le  module  de  la  substitution  : 

1'  =  I.  pi* 
A'  =  A.  |i«. 

D'où,  en  remarquant  que  A'  =  1,  et  que  i'  est  un  nombre, 

Cette  équation  exprime  que  1  est  proportionnel  à  une  puissance  de  A. 

On  peut  donc  dire  qu'une  forme  quadratique  n'a  pas  d'autre  invariant  que  son 
discriminant. 

538.  HcMilea.  —  On  nomme  Hessien  *  d'une  fonction  homogène  d'un  nombre 
quelconque  de  variables,  le  déterminant  formé  avec  les  dérivées  secondes  de  cette 
fonction  par  rapport  à  ces  variables.  Ainsi  dans  le  cas  de  trois  variables,  le  déter- 
minant : 


/> 

c 

f 

* 

f" 

f" 

c 

/•;» 

est  le  Hessien  de  la  forme  homogène  /  (x,  y,  *). 

On  voit  que  le  Hessien  n'est  pas  autre  chose  que  le  déterminant  fonctionnel  de* 
dérivées  du  premier  ordre  de  la  fonction. 

Le  discriminant  d'une  forme  quadratique  n'est  pas  autre  chose  que  le  Hessien  de 
cette  forme. 

539.  Propriété  foMbuttentate  da  HamIcb.  —  Soit  une  fonction  de  n  varia- 
bles f  (j^,  x%,  . . .  #n)  et  désignons  par  fi%  f^  * . .  fn  ses  dérivées  par  rapport  aux 
variables  x  y  x  ,  ...  xn  respectivement,  et  supposons  que  l'on  fasse  une  substitution 

1.  Du  nom  du  mathématicien  0<  Heane,  élève  de  Jacobi. 
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linéaire  : 


rî  =  flly!  +  aîy1  +  ---  +  aïv.  +  «r1 


de  module  \i  différent  de  zéro.  La  forme  donnée  deviendra  une  fonction 
F  (y|f  yÈ,  ...  yM)  des  nouvelles  variables;  soient  F,  F  ,  ...  Fn  les  dérivées  par 
rapport  à  ces  variables,  on  a  : 

D(F,,Kt....F.)=D(F<,y>,...F^)    D(/,,/,,.../»)    !>(«,,*,  ...«.) 

»l*,.  y »..)    D{fi<  rt<  ■■■  A.)" D  (*,.*,- ...*„) •  d^,,»,,  ...  ».) 

Or,  les  équations 


montrent  que 


On  a  ensuite  : 


D(Ft,F,,...Pn)^ 


«l 


*('r  /;.-/.) 


et 


D(x|t  xr...*n)  __ 

D(yti  y,.  •••  yn)     |t" 

Donc,  en  appelant  H'  le  Uessien  de  la  forme  F  (yfl  j/a,  ...  yn),  on  a  : 

H'  =  H  .  n*. 

En  général,  H  est  une  fonction  des  coefficients  et  des  variables  de  la  forme  /".  On 
exprime  la  propriété  précédente  en  disant  que  le  Hessien  est  un  covariant. 
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540.  Fonction  adjointe.  —  Soit  : 

/•=  <w?i  -}-  a'y*  -i-  a"zt  _j_  stys  +  2fe'rar  _j_  g^'  xy 
en  posant 

2^~;"     Sjî"-^     3  57"'" 


197 


on  a: 


d'où 


Si  Ton  pose 


6"ar+  «'y  +  6*  =  ft 
b'x  +  by  +  a"y=  /*, 

A*  +  Ay  +  A*=f 


a 
ô" 

A 


*  = 


*"  *'  A 

a'  6  /i 

6  a"  A 

A  A  /* 


a  b''  b' 
b"  a'  b 
b'         b        a" 


en  remarquant  que  l'équation  (2)  peut  être  écrit  ainsi  : 


a 

6" 

6' 

A 


b" 

a' 
b 

A 


b' 
b 

a" 
A 


A  +  o 
A  +  o 
A  +  o 

o  +  r 


=  o. 


(i) 


(2) 


on  a 


A*  =  - 


a 

b" 

b' 

h 


b" 
a' 
b 
A 


a" 

a 


a 

A 

a 

0 


Si  l'on  désigne  par  A,  A',  A",  B,  B',  B"  les  coefficients  des  éléments  de  »,  on  a,  en 
développant  le  second  membre  de  l'équation  précédente  : 

A*=A/J  +  aV|  +  A"  f\  +  2B/;  f%  +  2B'/;/;  +  SB"  /•,  /;       (3) 

Désignons  ce  polynôme  en  /*,,  A>  /*,  par  ç. 
On  tire  des  équations  (1)  : 


A  A  +  B'A  +  B'A  =  8 
B'A  +  A'  U  +  B 
B'A  +  B  A  +  A 


A  =8  .  *    ) 

A  =  «  •  y  [ 

"A=8  .  z    ) 


W 
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Si  Ton  pose 

1  à?  _  1  <*9  1    dç 

on  a  en  vertu  des  équations  (4) 

9,^-8.  a:,       9,  =  8.  y,       9,  =  8.  s. 

Or,  si  Ton  désigne  par  «,  «',  a",  p,  p',  p"  les  coefficients  des  éléments  do  déter- 
minant : 


A  = 


on  aura,  en  vertu  de  l'identité  (3)  appliquée  au  polynôme  9, 

9.  A  =  <x  çj  +  «'*;  +  «"  <p\  +  2p  9,9,  +  2p'  9,9,  +  *P"  *  fr 
Mais 

9  =  /,.«»  a  =  8*,   9,  =  8*,   9i  =  *y»  91  =  **, 

donc 

/•e»  =  «■  («5-1  +  a'?/i  +  «•  *■  +  2pyx  +  2  p'zy  +  2p*:ry), 

on  a  donc 

a  =  a .  8  p  =  6  .8 
a  =  fl'.  8  p'  =  6'  .8 
a"=fl\8        p"  =  6".  8 

c'est-à-dire,  en  développant  : 

A' A"  —  B»  =  a.  8        B'B    —  AB  =  6.8    | 

A"  A  -  B'«  =  a7. 8       B'B  -  A'B7  =  6.8  (J)    . 

AA'  —  B"«  =  «".8       BB'   -  A"B"=  6*'.8   ) 

La  fonction  9  est  ce  que  Gauss  a  nommé  la  fonction  adjointe  relative  à  /;  on  voit 
par  ce  qui  précède  que  si  8  =  0,  on  a  a  =  a'  =  a"  =  p  =  P'=  pv= o  ;  c'est-à-dire 
que  les  mineurs  du  premier  ordre  du  discriminant  de  9  sont  nuls  ;  donc  dans  ce  cas 
la  fonction  adjointe  est  un  carré  parfait. 

Les  identités  précédentes  sont  utiles  dans  la  théorie  de  l'équation  en  S. 

EXERCICES 

1.  Soit 

/  =  Ax*  -f  A  y»  +  A"*«  +  2  Byz  +  2  Bzx  +  2  B'xy 

une  forme  quadratique.  En  supposant 

AA'  —  B "'  ^  o, 
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on  peut  poser 

A*1  +  A' y»  +  2  B'xy  =  &{ax  +  by)*  -f  «'  (a'x  +  ô'y)*. 
Montrer  que  Ton  peut  déterminer  c  et  c'  de  sorte  que 

f=  s  (<w  +  ty  +  czy  +  e'  («'*  +  b'y  +  &z)*  +  A",  z» 

calculer  Aj. 

2.  Soit 

F==  Aar«  +  A'y»  +  A"*1  +  2  By«  +  2  B'**  -f  2  Vxy  -f  2 1  (Cx  +  C'y  +  C»z)  +  D  t*. 

En  supposant 

A       B"      B' 

W      A'       B         =^o, 
B*       B        A" 

on  a 

Aa-*  +  A  'y1  +  A  V  -}-  2  Bys  +  2  B's*  +  2  B*y 
=  e  (oar  +  %  +  cz?  +  «'  (rf*  +  b'y  +  cz)*  +•  e"  {a"x  +  6"  y  +  c"*)1- 

Montrer  que  Ton  peut  déterminer  d,  rf ,  <f '  tels  que 
F=e(flar  -h  fry  +  es  -fd*)«  +  ■'(**  +  Vy  +  cfz  +  rf'*)1  +  i"(«"*  -f  ô"y  +  C's  +  «T/p+D,/1 

calculer  D,. 

3.  Soit 

'=22  «&*,*•• 

une  forme  quadratique  ;  on  applique  la  méthode  de  Gauss  pour  la  réduire  à  une 
somme  de  carrés  ;  soit 

/"=e,Xj+  e,Xj  +  +e„X»a 

et  supposons 

montrer  que  Ton  a 

A  A,  A,  *» 

^-A,.*--,*--,   e«-Â^ 

où  AA  désigne  le  Hessien  de  la  forme 

(Ch.  Hermitk.) 
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4-  En  gardant  les  mêmes  notations,  et  en  posant 


=  A*    et    A,  =  /;, 


<    "l    •«   •    4lfh 

/îî  /if  fn  étant  les  demi- dérivées  de  la  forme  f\  montrer  que 

A4 


X   = 


V 


de  sorte  que 


a! 


A. 


4 


A   A 


(Jacobî.) 


5.  Soient  fvt  9  deux  formes  quadratiques  à  n  variables.  Le  discriminant  de 
/  -f  a  ?  est  un  invariant.  En  conclure  que  les  coefficients  des  différentes  puissances 
de  X  sont  des  invariants  simultanés  des  deux  formes  fet  9.  Donner  l'expression  de 
ces  invariants. 

Si  Ton  égale  à  zéro  le  discriminant  de^-h  À  9,  on  obtient  une  équation  qui  exprime 
que  f  +  X9  se  réduit  à  une  somme  de  moins  de  n  carrés;  les  coefficients  de  cette 
équation  étant  des  invariants.on  en  conclut  que  les  racines  de  l'équation  en  X  ne  chan- 
gent pas  quand  on  effectue  sur  les  variables  xt9  *„...  xn  une  substitution  linéaire. 

6.  Montrer  que  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que 

A#«  +  Ay+  A''  z*+2Byz  +  2  Wz  .r  +  2B"  x  y 
soit  un  carré  parfait,  sont  les  suivantes  : 

AA'  —  B"«  =  o,  AA"  —  B*  =  o    AB  — B'B"  =  o 

en  supposant  A  ^  0. 

On  écrit  que  les  dérivées  par  rapport  à  y  et  à  z  sont  proportionnelles  à  la 
dérivée  par  rapporta  x 

7.  Décomposer  en  une  somme  de  n  carrés,  l'expression 

f=(xt  +  xt  + +*n)8  +  M+*î+ +4)a 

Désignons  la   somme  xx  -f  xt  -f  . . .  -f  xn  par  w  ;  on  peut  poser 
f  ==  (*i  +  Xw)«  +  (*i  +  X uy  + +(*n  +  X«)« 

déterminer  le  facteur  numérique  X 
Examiner  si  les  carrés  obtenus  sont  distincts. 
Lorsque  az=.  —  n9  faire  voir  que  l'on  a  : 
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S.  Trouver  la  condition  pour  que  le  Hessien  de  la  forme 
«a?*-f  Sbx*y  +3  cary1  +dy* 

soit  un  carré  parfait. 

9.  Soit 

/"K  **+!,•••  *») 
une  forme  quadratique  ne  renfermant  pas  x\,  de  sorte  que 

et  soit  oc  ^  o.  On  pose 

et  Ton  tire  xh ,  t  de  l'équation  précédente  ;  prouver  que 

x\  étant  de  la  forme  : 

En  écrivant  ainsi  la  forme  donnée  : 

f=*h  («**h  +  P*Hi  +  "• +X*»)  +*a+i  («*       +  6*/H-t  +  •«)  +  *,  (*h*  -*«) 
montrer  que 

(J.  Kronbgkbr.) 

10.  Soit    /(*.♦  a:.»  ...  a?  A    une  fonction  de  n  variables,  et  soient    a,  9  ,  ...  ç 
A  fonctions  de  ces  mêmes  variables;  prouver  que  le  déterminant 


H 


!ïi  î*i   0        0 

3*t    '"       €)«n 


dxn    ^o?n    **"  <)a;n 
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obtenu  en  bordant  le  Hessien  de  /  avec  les  dérivées  des  fonctions  ?,  est  un  inva- 
riant. 
—  On  considère  la  fonction  : 

B=f(xu  xtt ...  xn) +3^  9l  (*lt-  *„)  +  *„+*<*  (*»-*»)  +  -  +  *»+k  **  l*i>  **~  Xm) 
et  Ton  fait  la  substitution  : 


*«  =  *J*t  +  «î*i  +  ...  +  -«>, 


n    n 


^n+k 


puis  on  pose  dans  le  déterminant  relatif  à  e  : 

*»+i =  *»+*  =  •  •  •  =  x„+k  =  °* 
on  supposera 

11.  .Soit 

f(xu  xt,  ...  *n,y„y«,  ...  yu) 

une  fonction  de  Sn  variables  indépendantes;  on  pose  : 

(ht    ht        *r 


_/»/    ht        ït\  t>(*L  IL       lL\ 

H*v  =  D(ylt  yt,  ...  y„)  """  DJ*,,**  ...*,) 

vérifier  que 


H^  =  Hyr. 

12.  Montrer  que  si  l'on  effectue  deux  substitutions  linéaires  indépendantes,  Tune 
sur  les  s,  l'autre  sur  tes  y,  le  déterminant  H^  se  reproduit  multiplié  par  le  pro- 
duit des  déterminants  des  deux  substitutions. 

13.  On  considère  la  fonction 

f(xv  a?,,...  *„,  yi,yft...  yn) 
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Montrer  que  le  déterminant 


303 


H„ 

iy* 

H» 
<*yi 

>y» 

3»i 
dyw 

o 

.    0 

0 

i<9k 

ixt 

5^ 

0 

0 

.    .         o 

est  un  invariant;  ç^  ç  ,. . .  ?A  désignant  k  fonctions  des  variables  x^  x%...  xn  et 
♦t-  +,»-••  ♦*»  *  fonctions  des  variables  yJf  yJt...  y„. Enfin  H^  étant  le  Hessien 
généralisé  relatif  à 

f  fa*,*  •••  *«•*!■  *i  ••••v«)- 

On  considérera  la  fonction 

e=/>V  V--  *n>  y.-  *,.  •■•  y») +**h*i +*•*+•+•+  —  +*»**+* 

+y«+i  9j  +  y«+i  9«  +  •  •  •  +?•+*** 

on  formera  le  H*y  relatif  à  e  et  on  posera  : 

^+l  =  ^n+j=...  =  *„+*  =  y„+i  =  y„+,  •••  =y*+*=°- 

14.  Soit 

ffo.  #,.  ...  *w,  yi,yt.  ...  y^,*i.  **  ...  *p) 

prouver  que 

/if      if  if       3A        if  if\ 

D(x„  *„  ...  arn,  y,,  y.,  ...  yp] 
(if      if  if       if       if    ,         iT\ 

_    P    VjTy  te""  te'  ay,1   ay,'  '"  W 

""  D(*t,a„  ...  *tt,  slt  xt,  ...  *,) 

15.  Si  l'on  fait  sur  les  y  et  sur  les  s,  puis  sur  les  x  des  substitutions  linéaires,  le 
déterminant  précédent  se  reproduit  multiplié  par  le  produit  des  modules  des  subs- 
titutions. 

16.  Montrer  que   l'on  peut  ajouter  aux  variables  x  des  fonctions  linéaires 
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d'autres  variables,  sans  changer  le  déterminant  proposé,  en  posant  par  exemple  : 


yi=y'i 


v„=y, 


17.  Soit 


f(xu  xu  ...  Jre^ 


une  fonction  de  n  variables  et  soit 

e=f(i,  **  ...  xn)  +  yi9i(*\x*  ...  *J  +  ...  +  ypip[*u**  ■-•  *.) 

on  considère  le  déterminant 

/*e     de  de  \ 

l>ta,  **  ...  *m,  Si,  Si,  ...  sp)  * 

et  Ton  fait  ensuite 

yi=y*=  -,  ,Vp=5i=s,=  ...  5p=o. 
En  conclure  que  le  déterminant 


H 

<M?4  ■" 

**i 

^9, 

3*i 

!    0    0  . 
i 

:    0    0  . 

...  0 

M> 

^ 

...  0 

**,  **« 


est  un  invariant. 

Remarque.  —  Ces  propriétés  du  Hessien  généralisé  ont  été  exposées  par 
M.  G.  Darboux  dans  son  cours,  à  la  Sorbonne. 
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18.  Exemples.  —  Soit 

/•=  A^r«  +  2B*y  -f-  Cy»  +  2Dx  +  2Ey  +  F, 
on  considère  les  déterminants 


205 


0  = 


A  B  D  u 

B  C  E  o 

D  E  F  w 

u  v  w  0 


0i  = 


A    B 

D    u 

B    € 
D    E 

E    » 
F    w 

,   ©,= 

u'    v' 

w'  0 

A,  B,  D,  u  u' 

B  C  E  v  o' 

D  E  F  w  w' 

«  »  w  0  0 

m'  v'  w'  0  0 


L'équation  /*  (x,  y,  *)  =  0  représente  une  conique.  Quelle  est  la  signification  des 
équations  e  =  0;  e,  =  0;  e,  =  0. 
Soit 

A'*1  +  *  B'*y  +  C'y»  +  2  D'x  +  2  E'y  -f  F'  =  0, 
l'équation  d'une  seconde  conique  ;  on  développe 


A  -f  XÀ'  B  +  XB'  D  -f  XD'  « 

B  +  XB'  C  +  XC  E  +  XE'  v 

D  +  XD'  E  +  XE'  F  +  XF'  w 

u  v  w  0 


suivant  les  puissances  de  X.  Les  coefficients  du  développement  sont  des  invariants. 
Montrer  qu'en  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  X  on  obtient  la  condition  pour  que 
la  droite  ayant  pour  équation 

\uc  •+•  vy  +  w  =  0 

coupe  harmoniquement  les  deux  coniques.  Trouver  l'enveloppe  de  cette  droite. 
Étendre  ces  considérations  au  cas  des  surfaces  du  second  degré. 
19.  Soient 


f  (*i»*i *„)  et  e  (*,,  s* 


*n) 


deux  formes  quadratiques. 
Supposons  la  forme  ?  définie,  c'est-à-dire  ne  pouvant  s'annuler  que  si  l'on  pose 

*|S«i= =  xn  =  0. 

On  forme  l'équation  obtenue  en  égalant  à  zéro  le  discriminant  de 

f-Se. 

Prouver  que  l'équation  obtenue  n'a  aucune  racine  imaginaire,  en  supposant  les 
coefficients  de  f  et  9  réels. 
—  Si  a  +  pi  était  une  racine  de  l'équation  considérée,  l'expression 

serait  une  somme  de  moins  de  n  carrés,  de  sorte  que  Ton  aurait  : 

t-  («  +  P0*  =  (Pi  +  QiO1  +  (P.  +  Q.*)1  + +(PA  +  Qh  01 
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h  étant  moindre  que  n.  On  peut  trouver  des  nombres  yu  y, yn  non  tons  nuls 

et  tels  qu'en  posant 

*t  =  yu  *%  =  y*  *.  =  y„ 

on  ait  : 

Q,=  0,     Q,=  0,     Qà  =  0. 

donc,  en  faisant  cette  substitution  dans  le  second  membre  de  l'identité  précédente, 
on  aurait  un  résultat  réel,  tandis  que  dans  le  premier  membre  le  coefficient  de  « 
est  égal  à  —  p  ?,,  ?t  étant  ce  que  devient  ?  ;  mais  91  est  différent  de  zéro,  donc  p= 0. 
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LIVRE  IV 

THÉORIE    DES    ÉQUATIONS 


CHAPITRE   PREMIER 

THÉORÈME  DE  DALEMBERT.  RELATIONS  ENTRE  LES  COEFFICIENTS 
ET  LES  RACINES  D'UNE  ÉQUATION  ALGÉBRIQUE 

541.  On  appelle  équation  algébrique  à  une  inconnue,  toute  équa- 
tion pouvant  se  ramener  à  la  forme 

A0s-  +  À,*—  + +  À,*—'  + +  Am_t  z  +  Am  =  0, 

A0,  A,, A,, Am  étant  des  nombres  donnés,  réels  ou  imagi- 
naires, z  désignant  l'inconnue  et  m  étant  un  nombre  entier  que 
Ton  nomme  le  degré  de  l'équation. 

Si  l'on  représente  le  premier  membre  de  cette  équation  par  f{z)y 
on  dit  que  oc  -f-  pi  est  racine  de  l'équation  proposée,  lorsque,  en 
remplaçant  z  par  «  -f-  Pi  dans  le  polynôme  /*(*),  et  appliquant  les 
règles  du  calcul  des  imaginaires,  on  trouve  : 

/(«  +  pi)  =  0. 

,  En  général,  si  Ton  remplace  z  par  «  +  pt,  «  et  p  étant  des  nombres 
réels  arbitraires,  on  obtiendra,  comme  nous  l'avons  déjà  vu,  un 
résultat  de  la  forme 

P+Qi. 

Dire  que  «  -f-pi  est  racine  de  l'équation  proposée,  c'est  dire  que 
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Ton  a  : 

P=0    et    Q  =  0. 

Résoudre  une  équation,  c'est  trouver  toutes  ses  racines. 

542.  Nous  savons  déjà  que  si  «  +  p  i  est  racine  de  l'équation 

le  polynôme  f(z)  est  divisible  par 

*-(«  +  M- 

D'une  manière  générale,  si  l'on  désigne  par  a  un  nombre  réel  ou 
imaginaire,  on  dit  que  a  est  racine  d'ordre  p  de  multiplicité  de 
Téquation 

si  le  polynôme  f(z)  est  divisible  par  (z  —  ay,  de  sorte  que 

f{z)^(z-ay<t(z)  (i) 

9  (2)  étant  un  polynôme  entier  en  z,  non  divisible  par  z  —  a.  En 
d'autres  termes,  si  f(z)  et  ?(z)  sont  des  polynômes  entiers  en  z, 
ridentité'(i)  exprime  que  a  est  racine  d'ordre  p  de  multiplicité  de 
l'équation 

si  l'on  a 

<i{a)  *  0. 

Nous  avons  trouvé  que  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  qu'il  en  soit  ainsi,  sont  les  suivantes  : 

f{a)=0,    /»  =  0,    f(«)=0,    /»""(«)  =  0,    /wW^u. 

543.  Théorème  fondamental  (Dalembert). 

Toute  équation  algébrique  entière,  à  coefficients  réels  ou  imaginaires,  a  au  moins 
une  racine  réelle  ou  imaginaire. 
Soit: 

Téquation  proposée.  Donnons  à  s  une  valeur  arbitraire  z,  et  posons 
f  {s,}  =  R9  (cos  a*  -f 1  sin  Of). 
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Donnons  à  s  une  autre  valeur  :  %%  -+-  h  et  soit  : 

r(lé+*,Hirw+j;/ww+^n/w)(,l)+...+2/ww. 

Le  dernier  terme  n'est  autre  que  A0  hm  ;  il  peut  se  faire  que  quelques-unes  des 
dérivées  successives  de  f(z)  soient  nulles  pours  =  z0;  supposons  que  la  première 
qui  ne  s'annule  pas  soit  f^  (s0)  et  posons  : 

h  =  p  (cos  ?  +  i  sin  9) 

^-yir  =  »"•(««  «*  +  '"»«#) 

£TTl       =  A0  =  'm   (<*»  «m  +  '  Sin  «m), 

de  sorte  que  : 

/•(so+A)  =  R0(cosa0+isina0)  +  ^  rp  [(cos  (p  9  +  *p)  +  «  sin  (p  ?  +  *„)]  +  . . . 

+  rm  Pm  [(C08  (m  ?  +  *»»)  +  *  sin  (w  ?  +  am)]  • 

Par  suite,  en  désignant  par  Rt  le  module  de  ffa  -f  '0  : 

R;=[R0œsa0  +  r/co8(p9  +  *,)+  ...  +  r-l  pm  cos  (m <p  +  «„)]■ 
+  [R0sin«0+rppPsin(pç  +  «^)  +  ...  +  rm  pm  «n  (m  ?  +  ««)]" 

d'où  : 

RÎ=Rj  +  2R0r^p'îcos(pç  +  flc;;~a0)H-...+^pîwl. 

L'angle  <p  est  arbitraire  ;  on  peut  toujours  supposer  l'argument  p  ?  -f  a   —  a 
choisi  de  telle  façon  que  son  cosinus  soit  négatif;  par  exemple,  on  pourrait  poser 
*  —  a    +* 

9  =  -2 £ ce  cosinus  serait  alors  égal  à  —  1  ;  en  outre,  on  peut  trouver  un 

P 
nombre  •,  tel  que,  en  supposant  p  <  8,  le  polynôme 


«V**' "*("+"*"■*)  +  ...  +  *£  p* 
,  par  suite 

RÎ<RJ 


ait  le  signe  de  son  premier  terme,  et,  par  suite,  soit  négatif.  En  supposant  p  et  9 
choisis  ge  cette  manière,  on  aura  : 


et,  par  conséquent  : 

mod  f  {z9  +  h)<  mod  f  (z0). 

Il  convient  de  remarquer  qu'il  en  sera  ainsi,  quel  que  soit  le  module  de  h  pourvu 
que  ce  module  soit  inférieur  à  8,  et  que  l'argument  de  h  soit  convenablement 
choisi. 

II.   —  B.  V1KWSHOLOWULI.    —  ALOiSHB,  {4 
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Cela  posé,  soit  zt  une  valeur  déterminée  de  z,  et  supposons  que  le  module  de  ffa) 
ait  une  valeur  A  différente  de  zéro.  On  peut  trouver  un  nombre  B  tel  que  l'inégalité 

mod  2  >  B 

entraîne  la  suivante  : 

mod /"{:;}>  A. 

L'équation  /'  (z)  =  o  ne  peut  avoir  aucune  racine  dont  le  module  soit  égal  ou 
supérieur  à  B  ;  supposons  qu'elle  n'ait  aucune  racine  dont  le  module  soit  inférieur 
à  B;  nous  allons  prouver  que  cette  hypothèse  est  inadmissible.  En  effet,  pour 
toutes  les  valeurs  de  z  ayant  un  module  inférieur  à  B,  on  aura,  si  l'hypothèse  est 
justifiée  : 

mod/*(s)>  o. 
11  en  sera  de  même  pour  toutes  les  valeurs  de  z  vérifiant  les  inégalités  : 

—  B  <  x  <  B 

-B<y<B 

en  supposant  : 

z  =  x  -f  yi. 

Les  modules  correspondants  de  f  (z)  forment  alors  un  ensemble  limité  i nfé rie u re- 
ment, et  par  suite,  ayant  un  minimum  absolu  H*. 
Considérons  d'une  part  les  valeurs  de  z  satisfaisant  aux  inégalités 

-B<î/<B 

-  B  <  x  <  o 

et  de  l'autre,  les  valeurs  satisfaisant  aux  inégalités 

-  B  <  y  <  B 

o<x<  B 

Dans  l'un  au  moins  de  ces  systèmes,  le  minimum  absolu  de  mod  f(z)  sera  R0  ; 
supposons,  par  exemple,  que  ce  soit  dans  le  second.  Partageons  en  deux  l'intervalle 

B  B 

dans  lequel  varie  x  :  de  0  à  -  et  de  -  à  B  et  ainsi  de  suite  ;  en  procédant  comme 

nous  l'avons  déjà  fait  pour  une  seule  variable,  nous  obtiendrons  une  suite  d'en- 
sembles de  valeurs  de  %  satisfaisant  aux  inégalités. 

-B<y<B  X 

«,i<*<Vh, 

les  nombres  aH)  an+l  ayant  une  limite  commune  jt0.  Cela  fait,  nous  traiterons 
l'intervalle  relatif  à  y  de  la  même  façon  et  nous  arriverons  ainsi  à  un  ensemble 
de  valeurs  de  z  vérifiant  les  conditions 

K<y<K+i 
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K  ^  6n+1  ayant  une  limite  commune  y0,  comme  aa  et  aw+1  ont  déjà  pour  limite  x0 
Soit  a  un  nombre  positif  arbitraire;  on  peut  déterminer  un  nombre  positif  k  tel 
que  les  inégalités 

.y«  -  *  <  y  <  ,'/•  4-  h  > 


entraînent  celles-ci 


Posons 


x%  —  A  <  x  <  jt0  +  A 
R#<mod/^(5)<R9  +  a  (2) 

s0  =  x0-f  y0t; 


le  module  de  f  (z)  étant  une  fonction  continue  de  x  et  de  y,  on  peut  déterminer 
un  nombre  positif  p  tel  que  l'inégalité 

*<P 
entraîne  : 

I  mod  f(z)  —  mod  f(z.)  |<  *  (3) 

de  sorte  que  les  inégalités  (2)  et  (3)  donnent  : 

|mod/(i,)-B,|<8«, 

mais  a  est  arbitraire  tandis  que  f  (z#)  et  R0  sont  des  nombres  déterminés;  donc 
on  a  : 

mod/,(z0)=R#. 

D'ailleurs  on  a  nécessairement 

mod  s0  <  B. 

En  effet,  s'il  en  était  autrement,  on  aurait  mod  f(z9)  >  A,  c'est-à-dire  F#  >  A  ; 
or  A  est  le  module  de  f  fa)  et  comme  sf  appartient  à  l'ensemble  des  valeurs  de  z  que 
nous  avons  considérées,  on  a  R»  <  A. 

Cela  posé,  on  peut  trouver  une  valeur  de  z,  z0  4-  h  différant  de  s0  d'aussi  peu 
qu'on  veut  et  par  suite  ayant  un  module  inférieur  à  B,  et  telle  que  Ton  ait  : 

mod  f(z9  -f  h)  <  mod  f(z9) 

donc,  R«  ne  serait  pas  le  minimum  absolu  de  mod  f(z). 

L'hypothèse  que  nous  avons  faite  est  donc  impossible. 

Il  en  résulte  qu'il  y  a  nécessairement  parmi  les  valeurs  de  z  dont  le  module  est 
inférieur  à  B,  au  moins  une  valeur  z  telle  que  l'on  ait 

mod /(*')  =  0 

ce  qui  démontre  la  proposition. 
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CONSEQUENCES  DU  THÉORÈME  DE  DALEMBERT 

544.    Théorème.   —  Z>    nombre   des    racines    dune   équation 
algébrique  t*t  fq*il  à  t**n  d*gré. 
Soit 

une  équation  algébrique  de  degré  m.  D'après  le  théorème  pré- 
cédent, cette  équation  a  au  moins  une  racine  réelle  ou  imaginaire, 
que  nous  désignerons  par  a|a  On  a  par  suite 

frz)  étant  un  polynôme  entier  à  coefficients  réels  ou  imaginaires, 
comme  f  z\%  mais  de  degré  m  —  i.  L'équation  /",{-)  =  0  admet  à 
son  tour,  au  moins  une  racine  ai%  réelle  ou  imaginaire,  pouvant 
être  identique  à  a,  ou  en  différer;  dans  tous  les  cas 

/*2(z)  étant  un  polynôme  entier  de  degré  m  —  2,  et  ainsi  de  suite. 
Oji  arrivera  en  continuant  ce  raisonnement,  à  un  polynôme  /*»-i  s\ 
du  premier  degré,  que  Ton  pourra  mettre  sous  la  forme 

fm-i  z)  =  'xs  —  am)  fmy 

fm  désignant  une  constante.  On  aura  donc  ainsi  : 

/i(5)  =  (*-ti,)/;(s)f 


/•m.2  (s)  =  (s  —  am^)  fm_t  (s), 
A«-i  (-)  =  (3  —  am)  /*„, 

d'où,  en  multipliant  membre  à  membre  toutes  ces  identités 

f(z)  ^  (s  -  a,)  (z  -  a,)  [z  -  a3) (s  -  «^(s  -  ««)/- 

Les  deux  membres  sont  des  polynômes  entiers  en  z  qui  doivent 
être  égaux  pour  toutes  les  valeurs  de  z;  les  coefficients  des  puis- 
sances semblables  de  z  doivent  être  égaux,  comme  on  l'a  vu;  si 
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l'on  désigne  par  A0  le  coefficient  de  zm  dans  f[z),  on  doit  donc 
avoir  : 

/»»  —  A0, 

et  par  suite,  on  obtient  cette  identité  fondamentale  : 

f[z)  s  À,(s  -  a,)  (z  -  a,) (z  -  a»)  (1) 

Si  tous  les  nombres  «,,  a2, am  sont  inégaux,  l'équation 

A*)=o 

aura  m  racines  distinctes;  si  quelques-uns  de  ces  nombres  sont 
égaux  entre  eux,  l'équation  aura  des  racines  égales;  en  général,  on 
pourra  poser 

f{z)  ^  A„(5  -  a)'  (s  -  *)> (2  -  /)»  (2) 

avec  la  condition 

«  +  0  + +  >  =  m. 

De  sorte  que  a  est,  dans  ce  cas,  racine  d'ordre  «  de  multiplicité, 
à  racine  d'ordre  p,  et  ainsi  de  suite. 

Je  dis  maintenant  que  V équation  f(z)  =:0  ne  peut  avoir  plus  de  m 
racines,  chaque  racine  étant  comptée  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités 
dans  son  ordre  de  multiplicité. 

En  effet,  supposons  qu'il  existe  une  racine  z  différente  de  chacun 

des  nombres  a,  b,  ey /.  Les  deux  membres  de  l'identité  (z)  étant 

égaux  pour  toutes  les  valeurs  de  s,  le  second  membre  doit  s'annuler 
comme  le  premier  quand  on  remplace  z  par  z  ;  mais  le  produit  de 
facteurs  réels  ou  imaginaires 

A0(z'- «)"(*'- *)? (z-/)x 

ne  peut  être  nul  que  si  l'un  au  moins  de  ses  facteurs  est  nul  ;  or, 

chacun  des  facteurs  z  —  a,  z  —  ft, z —  /  étant  supposé  différent 

de  zéro,  on  doit  avoir 

A0=0; 

le  second  membre  de  l'identité  (2)  serait  nul  pour  toutes  les  valeurs 
de  z,  et  par  suite  on  aurait  : 
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On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Toute  équation  algébrique  de  degré  m,  a  m  racines,  distinctes  ou  non: 
elle  ne  peut  en  avoir  davantage  sans  que  son  premier  membre  soit  nul 
identiquement. 

Corollaire.  —  Si  deux  polynômes  entiers  en  z,  f(z)  et  f  (z),  prennent 
des  valeurs  égales  pour  des  valeurs  de  z  en  nombre  supérieur  à  leurs 
degrés t  ces  polynômes  sont  identiques. 

En  effet  l'équation  f(z) —  «(s)=:0  ayant,  par  hypothèse, 
plus  de  racines  qu'il  n'y  a  d'unités  dans  son  degré,  son  premier 
membre  est  nul  identiquement. 

Cette  remarque  est  souvent  utile  pour  la  vérification  d'identités 
dont  les  deux  membres  sont  entiers. 

545.  Définitions.  —  Nous  appellerons  facteur  premier  d'un 
polynôme  f(z)  tout  diviseur  du  premier  degré  de  /*(z),  tel  que  s  —  a. 

11  résulte  de  ce  qui  précède  que  : 

Théorème.  —  Tout  polynôme  entier  f(z)  peut  être  décomposé  en 
un  produit  de  facteurs  premiers. 

Les  facteurs  premiers  correspondant  aux  racines  de  l'équation 
f{z)  —  0,  on  peut  regarder  comme  évident  que  la  décomposition 
précédente  n'est  possible  que  d'une  seule  manière.  Nous  allons  néan- 
moins établir  directement  cette  proposition. 

Supposons  que  Ton  ait  identiquement  : 

A(*  —  a,)[z  —  at) {z  —  am)  ==  B(z  —  é4)(z  —  fts) (*  —  **). 

Le  premier  membre  étant  nul  pour  z  =  an  il  doit  en  être  de 
môme  du  second  ;  donc  l'un  des  facteurs  de  ce  second  membre, 
z  —  bi  par  exemple,  s'annule  pour  z  _=  at  ;  et  par  conséquent  : 
A,  =  at.  Les  deux  membres  sont  donc  divisibles  par  z  —  at;  or  les 
quotients  de  deux  polynômes  identiques  par  zi  —  a  sont  iden- 
tiques ;  donc  on  a  : 

A  {Z  —  flj (z  —  Om)  =  B(z  —  bÈ) (z  —  bm), 

On  démontrera  comme  plus  haut  que  l'un  des  nombres  *a fc> 

est  égal  à  av  supposons  que  ce  soit  bt\  on  en  conclut  : 

A(*  —  a,) (z  —  am)  =  B(z  —  bs) (z  —  am), 

et  ainsi  de  suite.  On  arrivera  ainsi  à  l'identité 

A(z-a  )  =  B(«  — *») 
d'où: 

A  =  B    et    bm  =  aOT. 


Digitized  by 


Google 


CONSÉQUENCES  DU  THÉORÈME  DE  DALEMBEKT  215 

La  décomposition  ne  peut  donc  se  faire  que  d'une  seule  manière  ; 

si    quelques-uns  des   nombres  a„  aà am  sont  égaux,   si  par 

exemple 


on  aura  aussi  : 

bt=bt=  b„ 

de  sorte  que,  dans  les  deux  membres,  les  facteurs  premiers  doivent 
être  les  mêmes  et  doivent  être  affectés  des  mêmes  exposants. 

548.  Corollaire. —  Un  polynôme  entier  homogène,  de  degré  m,  à  deux 
variables  x,  y,  peut  être  décomposé  (tune  seule  manière  en  un  produit 
de  facteurs  linéaires  homogènes. 

Soit 

f[x,  y)  =  A,*"  +  A,*— «y  + +  Awl_,  xy»-1  +  À- y", 

et  supposons 

Ao^0. 

Si  Ton  pose 

x=yz, 
on  obtient 

f(x,  y)  =y-(A0zw  +  A,*»-'  + +  A»-,*  +  Am). 

Le  polynôme  du  degré  m  en  z  que  nous  obtenons  ainsi  peut  être 
décomposé  en  facteurs  du  premier  degré  ;  ce  qui  donne  : 

/•(*,  y)  =  A0ym(z  —  0,1(2—  at) (z  —  am). 

et  par  suite 

/"(x,  y)  s  A0  (*  —  a,y)  (x  —  a2y) (x  —  awl  y). 

Si  Ton  décompose  A0  arbitrairement  en  un  produit  de  m  facteurs  : 
A0  =  af  «j .....  «„,, 
en  posant  : 

fli«i  =  —  Pi»     a2«j= — P* amam  =  —  /3ÏM, 
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on  peut  écrire  : 

/*(*>  y)  =  («t*  +  fty)(«i*  +  Pi  y) («»*  +  P«.y)       (i) 

Si  Ao,  An Ap-i  sont  nuls,  on  aura 

/■(*,  y)  =  A,a— >y'  +  A^,  a:— P-'yH-i  + +  A^«r«  +  A.  y- 

=y  (A, a—'  +  Ap-i  arw-^  y  +...+  Am_, atf-*-1  +  AMy—  >), 

et  par  suite,  en  décomposant  le  polynôme  entre  parenthèses  en 
facteurs  linéaires,  on  a  : 

f{*,  y)  =  ypS*  +  iPy) (vh*  +  fr+i  y) (««*  +  M)   (2) 

Cette  formule  se  déduit  de  la  précédente,  en  supposant 
«,  ~-  «i  = =  «r-i  =  0     et      13,=  j3,  = =  p^  =  1. 

On  peut  donc  regarder  la  formule  (1)  comme  générale. 
Je  dis  maintenant  que  la  décomposition  n'est  possible  que  (Tune  seule 
manière. 
Supposons  en  effet  qu'on  ait  identiquement  : 

(a1ff4^y)(«,*+j3iy)...(«mtf+^^  (3) 

Le  premier  membre  est  nul  quand  on  suppose 

*  =  Pu  y  =  —  «ii 

il  doit  en  être  de  même  du  second;  par  suite  l'un  des  facteurs  du 
second  membre  est  nul  quand  on  remplace  x  par  Pt  et  y  par  —  «,  ; 
supposons  que  ce  soit  le  premier  facteur,  alors  : 

afi\  —  *iai  =0- 

Le  déterminant  des  deux  formes  linéaires  «â #-}-£,  y  et  axx  +  bxy 
est  donc  nul  ;  par  suite  : 

afx  +  bfy  =  hfax  +  fty), 

h  étant  une  constante.  En  divisant  les  deux  membres  de  l'iden- 
tité (3),  par  av  x  -(-  bty,  on  obtient  une  nouvelle  identité  : 

(«.*  +  e2y)(«a*  +  fcy)."-  («m*  +Pmy) 

s  h{a%x  +  bsy)  {aHx  +  bny) [am x  -f  bMy). 
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On  voit  de  même  que  l'un  des  facteurs  du  second  membre  est 
identique  à  «%x  +  P2y  à  un  facteur  constant  près;  supposons  que 
ce  soit  a%x  -f-  b%y  ;  et  posons 

atx  -f  b%y  =  h'[a%x  +  iity), 
on  aura  identiquement  : 

(«**  +  fty)  —  («m*  +P*y)  =  hh(a9x  +  é,y) (a„  +  i^y), 

et  ainsi  de  suite.  Les  facteurs  du  second  membre  sont  donc  respec- 
tivement identiques  à  ceux  du  premier  à  un  facteur  constant  près. 

547.  Conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que 
deux  équations  aient  les  mêmes  racines,  chacune  avec 
le  même  degré  de  multiplicité  respectivement.  —  Si  une 
équation  f(z)  =  0  de  degré  m  a  pour  racines 

a,    *, A 

avec  des  degrés  de  multiplicité  respectivement  égaux  à 

«i    P,    >, 

et  si  Ton  suppose 

«+|5  + +  *=«. 

on  aura,  d'après  ce  qui  précède, 

A*)  =  A  (*-<!)•(*-*)• (*-ov 

A  étant  une  constante. 

Soit  <j  (z)  =  0  une  équation  de  même  degré  admettant  les 
mêmes  racines  que  la  première,  avec  les  mêmes  degrés  de  multi- 
plicité respectivement,  on  aura 

*(*)  =  B  (z  —  a)«(s  —  *)• (z  — /)* 

par  suite  : 

Le  polynôme  <?  (z)  ne  diffère  donc  de  f(z)  que  par  un  facteur 
indépendant  de  z. 
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Réciproquement,  il  est  évident  que  si  H  désigne  une  constante, 
l'équation 

a  les  mêmes  racines  que  l'équation  f(z)  =  0,  et  avec  les  mêmes 
degrés  de  multiplicité,  respectivement. 

Remarque.  —  Il  résulte  de  ce  qui  précède,  que  Ton  peut  former 
toutes  les  équations  algébriques  ayant  pour  racines  des  nombres 
donnés,  ces  racines,  ayant  des  degrés  de  multiplicité  donnés 
d'avance.  Toute  équation  ayant  pour  racinesa  avec  le  degré  a,  h  avec 
le  degré/3 /  avec  le  degré  a,  est  de  la  forme  : 

A  [x  —  a)*  (x—Vf (*  —  l)x  =  0 

548.  Trouver  les  conditions  pour  que  deux  équations  à 
deux  ou  plusieurs  variables  aient  les  mêmes  solutions.  — 

Considérons  l'équation  : 

fl*.y)  =  o  (i) 

si  Ton   donne  à  y  une  valeur  arbitraire  y0,  on  aura  à  résoudre 
l'équation 

/>,.y.)=o  (2) 

Si  cette  équation  est  de  degré  m  en  x,  elle  aura  m  racines  ;  si  x9  est 
Tune  d'elles,  on  dit  que  le  système  : 

x  =  x(n  y=y* 

est  une  solution  de  l'équation  proposée. 
Soit: 

<?(*,y)  =  o  (3) 

une  deuxième  équation  ;  si  y  =  y0,  on  doit  résoudre  l'équation 

<?(*,fc)=0.  (4) 

Nous  cherchons  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
que  les  équations  (1)  et  (3)  soient  équivalentes. 

S'il  en  est  ainsi,  les  équations  (2)  et  (4)  à  une  inconnue  x  admet- 
tant les  mêmes  solutions,  avec  les  mêmes  degrés  de  multiplicité. 
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quelle  que  soit  la  valeur  y0  attribuée  à  y,  on  doit  avoir  identi- 
quement 

\  étant  indépendant  de  x;  et  il  doit  en  être  ainsi  quel  que  soit  y0 
cela  revient  à  dire  que  Ton  a 

f(x,  y)  =  mx,y)  (5) 

>  ne  dépendant  que  de  y. 

Mais  en  reprenant  le  même  raisonnement  en  sens  inverse,  c'est- 
à-dire  en  attribuant  à  x  une  valeur  arbitraire  x0,  et  exprimant  que 
les  équations 

/"(*#.  y)  =  o     <p(*o,  y)  =o 

sont  équivalentes,  on  arrive  à  cette  conclusion  que  le  rapport  des 
deux  polynômes  f  (x,  y)  et  <p  (a?,  y)  est  indépendant  de  a?;  donc  X  est 
une  constante  indépendante  de  x  et  de  y.  Par  suite  l'identité  (5) 
exprimant  que  les  coefficients  des  termes  de  f(x,  y)  sont  propor- 
tionnels aux  coefficients  des  termes  semblables  de  ?(x,  y),  on  aura 
identiquement  9 

f(x,  y)  sa  Vf  [x,  y) 

et  par  suite  les  deux  équations  proposées  sont  équivalentes. 

549.  Généralisation.  —  Si  l'équation  f(x,  y)  =  0  admet  toutes  les  solutions  de 
téquation  9  (x,  y)  =  0,  le  polynôme  f(x,  y)  est  exactement  divisible  pat*  9  {x,  y). 
Donnons  k  y  une  valeur  arbitraire  y9  ;  nous  supposons  que  Téquation 

admette  toutes  les  racines  de  l'équation 

9  (*>  y»)  =  o> 

avec  les  mêmes  degrés  de  multiplicité  respectivement.  Ordonnons  9  {x,  y)  par  rapport 
aux  puissances  décroissantes  de  x,  et  soit 

9(ar,y)=^9o(y)  +  a^-|91(.y)4-^,9.(y)-f +yç,_4(y)  +  *p  (*)• 

Il  peut  se  faire  que  le  coefficient  de  x*  soit  indépendant  de  y  ;  admettons  qu'il  en 
soit  autrement  et  supposons  que  t/0  ne  soit  pas  racine  de  ç0  (y)=  0.  Ayant  de  même 
ordonné  /'Car,  y)  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x,  divisons 

ffayà    par    9  (*>!/•)• 
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Nous  obtiendrons  : 

4/  (je,  yt)  et  /*,  (a?,  yt)  étant  des  polynômes  entiers  par  rapport  aux  lettres  x  et  y#,  le 
dernier  étant  le  degrép- 1  au  plus  par  rapport  à  x.  Quant  à  0  (y,)  et  6t  (yt),  ce  sont 
des  polynômes  entiers  par  rapport  à  y#,  et  différents  de  zéro  tant  que  l'on  suppose 
<P«  (!/•)  différent  de  zéro,  puisque  la  division  ne  peut  introduire  en  dénominateur  que 
des  puissances  du  coefficient  du  premier  terme  du  diviseur. 
En  multipliant  les  deux  membres  de  l'identité  précédente  par 

*  (sft)  *t  (yt) 

on  obtient  : 

F  (»#)•  f  (■*.  sft)  =  ?  (*.  y*)-  +i  (*,  »/•)  +  f\  (*,  yt).  *  (y»)  ; 

on  a  posé  : 

«  fet).  6|  (y#)  =  F  (yt)  et  *  (x,  y#).  6,  (y.)  =  +,  (x,  y#). 

Or,  l'identité  obtenue  a  lieu  pour  une  infinité  de  valeurs  de  y#,  puisque  Ton  n'exclut 
que  les  racines  de  l'équation 

9t(y)=0; 

donc  on  peut  écrire 

F  (y),  f  (x,  y)  =  9  (x,  y).  +,  (x,  y)  +  U  (*»  y)  0  (y) 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  y. 

Cela  posé,  donnons  de  nouveau  à  y  une  valeur  arbitraire  yt,  n'annulant  pas  toute- 
fois 6  (y).  Si  9  (x,  yt)  est  divisible  par  (x  —  a)*,  il  en  est  de  même,  par  hypothèse  de 
f  (x,  yt),  et  par  suite  aussi,  le  polynôme  ft  (x,y0)  sera  divisible  par  (x—  of,  en  vertu 
de  l'identité  précédente  dans  laquelle  y  est  remplacé  par  y„  Or,  le  degré  de 
/î  fo  y»)  est  inférieur  à  celui  de  9  (x,  yt)  et  l'on  vient  de  voir  que  l'équation 

f\  (*,  yt)  =  0 

admet  toutes  les  racines  de  l'équation 

9  (*»  y*)» 

au  moins  avec  les  mêmes  degrés  de  multiplicité,  donc  on  a  identiquement 

/i(x,y0)  =  0 

et  par  suite,  comme  cela  a  lieu  pour  une  infinité  de  valeurs  de  y,  on  a  identiquement 

/i(x,y)  =  0, 
quels  que  soient  x  et  y.  Donc 

F  (y).  /"  (*,  y)  =  9  (*,  y).  *i  (*,  y). 
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Supposons  que  les  polynômes 

?•  (y h  9i  (y)» ç,  (y) 

soient  premiers  entre  eux,  si 

F  (y,)  =  0, 
on  ne  peut  supposer 

?  (*»  î/i)  =  0 
quel  que  soit  x,  car  on  devrait  avoir  en  même  temps 

?«(yi)  =  0    94(^0  =  0,     9j>(y,)  =  0; 

donc  F  (y)  est  premier  avec  9  (x,  y)  ;  il  en  résulte  que  F  (y)  divisant  le  produit 

?(*>y)-   «M*,  y) 

divise 

si  <h  (x,  y)  désigne  le  quotient  de  «h  (x,  y)  par  F  (y),  on  a  : 
f(*,y)  =  «(*,y).  h(*,y) 

et  la  proposition  est  établie. 

La  démonstration  se  simplifie  beaucoup  quand  ç,  (y)  est  indépendant  de  y. 

Remarque.  —  Si  les  polynômes  9,  (y),  9,  (y)  ...  <^  (y)  ont  un  diviseur  commun 
X  (y),  de  sorte  que 

9  {x,  y)  =  Çl  (x,  y)  %  (y), 

r  équation 

9  (x,  y)  =  0 
admet  toutes  les  racines  de  l'équation 

x(y)=o; 
on  en  conclut  qu'il  en  est  de  même  de 

f(*,y)  =  o 

et  par  suite  que  f{x,  y)  est  divisible  par  x  (y),  puisqu'on  peut  supposer  que  or  a  une 
valeur  déterminée  a;t;  de  sorte  que 

/•(*,y)s5/i(*,y)x(y); 

on  démontrera  ensuite  que  /i  (jc,  y)  est  divisible  par  9!  (a*,  y). 
Les  théorèmes  précédents  s'étendent  à  un  nombre  quelconque  de  variables. 
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ÉQUATIONS  A  COEFFICIENTS  RÉELS 

550.  Théorème.  —  Si  «  +  P1  ***  racine  d'ordre  de  multiplicité 
égal  àp,de  t équation  algébrique  et  entière  à  coefficients  réels  :f[x)  =  0. 
rimaginaxre  conjuguée  a  —  pi  est  racine  du  même  ordre  de  multiplicité 
de  r  équation  proposée. 

Nous  savons  que  si  Ton  remplace  x  par  deux  imaginaires  conju- 
guées dans  un  polynôme  entier  à  coefficient  réel  f(x),  on  obtient 
des  résultats  imaginaires  conjugués.  On  a  donc  : 

/X«  +  M  =  P+Qi,   /ï«-M=P-Qf. 

Si  «  +  pi  est  racine  de  l'équation  f{x)  =  0t  on  a  en  même  temps 

p  =  0,    Q  =  0 

donc  a  —  pi  est  aussi  racine  de  f(x)  =  0. 
De  plus  les  dérivées 

/•(*).  T(*) /"-1' M./"" M 

sont  des  polynômes  à  coefficients  réels,  donc  si  Ton  a  : 

f(m  +  M=of  n«+M=o...  /*-«•(«  + M  =0,  /W(«+W)^0f 

on  aura  aussi,  en  vertu  du  même  raisonnement 

/*(«  —  K)  =  0,  /"(«-  pi)  =  0,  /if-«(«  —  pi)  =  0...  /«(«  -pi)  ^  0 

donc  «  -|-  pi  et  «  —  pi  sont  racines  du  même  ordre  de  multiplicité 
de /•(*)=(>. 

Le  polynôme  /"(a?)  est  alors  divisible  par  [(a?  —  «)*  +  01]  ;  en 
effet,  f(x)  est  divisible  par  (*—  *  —  piY  et  par  (x  —  «  +#)*  donc 
il  est  divisible  par  leur  produit,  c'est-à-dire  par 

ou 

[(*_«)i+flF 

Autre  démonstration.  —  Si  a  -f  pi  est  racine  d'ordre  />  de  multiplicité  de 
f(x)  =  0,  à  coefficients  réels,  on  a  identiquement  : 

/■{*)=3(*-«- W  [•(*)+**(*)] 


Digitized  by 


Google 


ÉQUATIONS  A  COEFFICIENTS  RÉELS  223 

9  \x)  et  ty)x)  étant  deux  polynômes  entiers  à  coefficients  réels.  Or  on  sait  que  si  une 
identité  est  vérifiée,  l'identité  conj uguée  qu'on  obtient  en  changeant  i  en  —  i  est  aussi 
vérifiée  ;  par  suite  : 

f  (*)  =  (,_  «  +  Vf  [e  (*)-*  *  (*)] 

Ce  qui  prouve  que  a  —  pi  est  racine  de  l'équation  f)x)  =  0,  et  que  Tordre  de 
multiplicité  de  cette  racine  est  au  moins  égal  à  p.  Cet  ordre  de  multiplicité  ne  peut 
être  supérieur  à  p,  sans  quoi  le  raisonnement  précédent  appliqué  à  la  racine  a  —  pt 
prouverait  que  l'ordre  de  multiplicité  de  a  +  p»  est  supérieur  à  p.  Donc  la  propo- 
sition est  établie. 

Remarques.  —  1*  Lorsque  l'équation  donnée  est  à  coefficients  imaginaires,  le 
théorème  précédent  n'est  plus  exact.  Dans  ce  cas,  on  peut  mettre  l'équation  sous  la 
forme  suivante  : 

•  (*)  +  •*(*■)  =  0 

9  (x)  et  ty  (x)  étant  deux  polynômes  à  coefficients  réels.  Si  a  +  pi  est  racine  de 
cette  équation,  a  —  pi  est  raeine  de  l'équation  conjuguée 

•  M- •♦(*)  =  <>. 
En  effet,  les  expressions 

?  («  +  P*)  +  *♦  (*  +  M 
et 

9  (a  —  pt)  —  i«|/(a  —  pi) 

sont  conjuguées  ;  donc  si  l'une  d'elle  est  nulle,  il  en  est  de  même  de  la  seconde  ;  de 
plus  les  dérivées  du  même  ordre  de  9  (x)  -f  i  ty  (x)  et  de  9  {x)  —  i»|/  [x)  étant  respec- 
tivement conjuguées,  on  en  conclut  que  Tordre  de  multiplicité  de  a  +  pi  est  respecti- 
vement le  même  que  celui  de  a  —  pi.  On  peut  ajouter  ceci  : 
2o  Si  V équation 

9  (*)  +  i+  (x)  =  0 

admet  les  racines  a  -f-  pi  et  a  —  pt  au  même  degré  de  multiplicité,  il  en  sera  de 
même  de  f  équation 

9(*)-i,J,(.r)  =  0, 

et  les  polynômes  9  (x)  et  <|>  (x)  seront  divisibles  Cun  et  r autre  par 

[{*  -  «)f  +  Pff- 
En  effet,  par  hypothèse 

9  (*)  +  i*  M  =  [(*  -  «)f  +  Pf]p  [et  W  +  i+i  M], 
par  suite 

9  (or)  -  t  *(*)  =  [(.r  -  a)*  +  P?  [?i  W-  «  *i  (*)] 
on  en  conclut 

9WSKÏ-.HMM*) 


et 


+(*)  =  [(*-«)« +  p«f  4^  (*)• 
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551.  Théorème.  —  Tout  polynôme  f(x)  à  coefficients  réels  peut 
être  décomposé  en  un  produit  de  facteurs  du  premier  ou  du  second  degré 
à  coefficients  réels. 

En  effet,  soient  a,  6, /  les  racines  réelles  et  «+pi,    « — pi: 

7+''»  7 —  f*î *+[**•  * — H*t  les  racines  imaginaires  conjuguées 

deux  à  deux  (350;  de  l'équation  f(x)  =  0,  on  a  identiquement  : 

/  (jrj  s  a.  (x  -  «)  {a  -  a. (x  -  /)  [F17?;  +  P*]  P^r* + *  ] fc1?  +  n«i 


INDICATION  FOURNIE  PAR  LES  SIGNES  DES  RÉSULTATS  OBTENUS 

EN  SUBSTITUANT  A  x  DEUX  NOMBRES  RÉELS  a,  p 

DANS   UN    POLYNOME   A*)   K   COEFFICIENTS   RÉELS 

552.  Nous  savons  qu'un  polynôme  f(x)  à  coefficients  réels  est 
continu  pour  toutes  les  valeurs  de  x.  D'après  cela,  soient  «  et  p 
deux  nombres  réels;  si  Ton  a  : 

/W.fl»<o 

l'équation  f{x)  =  0  a  au  moins  une  racine  réelle  comprise  entre 
a  et  p. 
Je  dis  que  l'équation  proposée 

/(x)=0 
a  un  nombre  impair  de  racines  comprises  entre  «  et  p,  si  Ton  a  : 

A«)/Xe)<o. 

et  un  nombre  pair,  si  l'on  a  au  contraire  : 

/».  /(p)  >  o. 

En  effet,  soient  a,b,  c, /  toutes  les  racines  comprises  entre 

«  et  p  de  sorte  que  : 

f(x)  =  (x-  a)  [x  -  b) (a?-  /)  f  (*)  (i) 

l'équation  «y  (a?)  =  0  n'ayant  aucune  racine  comprise  entre  «  et  p. 

Si  l'équation  f(x)  =  0  admet  une  racine  a  d'ordre  p  de  multi- 
plicité, nous  conserverons  l'identité  (1),  en  supposant  que  p  des 
lettres  a,  b,  .....  aient  des  valeurs  égales,  et  pareillement  pour 
toutes  les  racines  multiples,  s'il  y  en  a. 

Gela  fait,  on  déduit  de  l'équation  (1),  en  supposant  que  a  ni  $  ne 
soient  racines  de  l'équation  f(x)  ==  0  : 

A«)./(P)=[l«-«)(P-«)]-[t«-*)(P-*)l-K«-f)(M)].ïW.îW 
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Le  produit*? (a).  <j>([J)  est  positif,  sans  quoi  l'équation  9  (x)  =  0 
aurait  au  moins  une  racine  réelle  comprise  entre  a  -et  (S,  ce  qui  est 
contraire  à  notre  hypothèse. 

Cela  posé,  le  produit 

(«_*)(P_ar) 

est  négatif  ou  positif,  suivant  que  x  est  compris  entre  a  et  {3,  ou  au 
contraire  n'est  pas  compris  entre  a  et  |3  ;  par  suite,  le  nombre  de 
n*ochet$  négatifs  est  égal  au  nombre  de  racines  comprises  entre 
a  et  /3,  chaque  racine  étant  comptée  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités 
dans  son  degré  de  multiplicité;  on  aura  donc  : 

A«)-AW<o 

si  le  nombre  de  racines  réelles  comprises  entre  «  et  p  est  impair,  et 

m-  m  >  0 

si  l'équation  f(x)  =  0  n'a  aucune  racine  réelle  comprise  entre  aetb 
ou  si  elle  en  a  un  nombre  pair. 

553.  Remarque.  —  On  peut  démontrer  autrement  le  théorème  précédent,  en 
s' appuyant  sur  le  théorème  de  Dalembert. 

Soient  a,  6, I  les  racines  réelles  de  l'équation  proposée  et  soient  x0,  .r,  deux 

nombres  réels;  on  voit  immédiatement  en  s  appuyant  sur  l'identité  écrite  au 
numéro  551  : 

f(x)  =  A(x  -  a)(x  -  à)  . . .  [x  -  <)[.r"=V  +  p»]  [^V  +  «"] . .  .[^T*  +  [i1] 

que  le  produit  f(x^.f(xï)  a  le  même  signe  que 

[(jp,  —  a)  [xt  —  a)]  [(.r0  -  b)  (r,  —  bj] . . . .  [>0  -  l)  <>,  —  /)]. 

Donc  le  nombre  de  racines  réelles  comprises  entre  xQ  et  xt  est  pair  ou  impair 
suivant  que  le  produit /"(j.).  f(xx)  a  le  signe  -f  ou  le  signe  — .  Ce  qui  démontre  la 
proposition. 

554.  Exemples.  —  1°  Soit  l'équation 

*       3  à 

4  4 

en  supposant 

-  1<6<1. 

Désignons  par  f  (x)  le  premier  membre  de  l'équation  proposée,  et  substituons  à  x 

H.  —    D.    YIBWBXOLOW5XI.    ALOÈBAK.  15 
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les  nombres  suivants 

-*.    "g.    +g.    +* 

on  trouve  : 

«-»-i=i     / 

(-1)=^  '(+ô 

en  supposant 

m 


Ces  résultats  ont  respectivement  les  signes  : 

-,      +      ,-,      + 

donc  l'équation  a  une  racine  réelle  dans  chacun  des  intervalles  formés  par  la 
suite  (1);  ses  trois  racines  sont  donc  réelles  et  inégales  et,  comme  on  a  formé  des 
intervalles  renfermant  chacun  une  seule  racine,  on  dit  que  ces  racines  sont  séparées 
par  les  nombres  de  la  suite  (1). 

1 
Supposons  maintenant  A  =  i.  Dans  ce  cas  —  1  et  -  sont  racines.  Si  Ton  divise 

x         7  x  +  7   Par  *  +  *» 
on  trouve 

l'équation  proposée  a  donc  une  racine  simple  égale  à  1,  et  une  racine  double  égaie 
On  trouve  de  même,  pour  6  =  —  1, 

9o  On  verra  de  la  même  manière  que  l'équation 

a  étant  supposé  différent  de  zéro,  a  ses  trois  racines  réelles  inégales  et  séparées  par 
la  suite 

de  sorte  qu'en  appelant  x',  x",  a:"'  ces  racines,  on  a  : 

1  „       i 

*'<  —  -7=  <x'<-p<x"é 
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3*  Considérons  l'équation  du  second  degré 

(A- S)  (C-S)-B«=0. 

En  désignant  par  f  (S)  le  premier  membre,  on  voit  que  /*(—«)  et  (/*-f  <x>  )  ont  le 
signe  -f,  tandis  que  f  (A)  et  /(G)  ont  le  signe  — ,  en  supposant  B  ^  0.  Donc  l'équa- 
tion proposée  a  une  racine  réelle  plus  petite  que  le  plus  petit  des  deux  nombres 
A  et  G,  et  une  racine  réelle  plus  grande  que  le  plus  grand. 

4*  Considérons  l'équation  : 


I  A  — S         B"  B' 

f(S)=        B"         A' -S  B 

B'  B  A"  — S 


=  0. 


on  a: 

/•(S)  =  (A  -  S)  [(A'  -  S)  (A"  -  S)  -  B«]  -  [B'«  (A*  -  S)  -  2 BB'  B"  +  B"*  (A"-S)J. 

Supposons    B,  B',  B"    différents  de  zéro.  D'après  ce  qui  précède,  l'équation 
(A'  -  S)  (A"  —  S)  -  B*  =  0 

a   deux  racines  réelles  et  inégales  :    a,  p.  Substituons  à  S  dans  f  (S),  succes- 
sivement : 

-  oo     ,      a    ,      p    ,      +œ 
en  supposant   a  <  p. 
/*(—  »  )    a  le  signe -f,    /*(+»)   a  le  signe  —  ;  reste  à  calculer   f{%)  et  /"(p). 
On  a  : 

/»  =  -  [B*  (A'  -  a)  -  2B  B'  B"  +  B"1  (A"  -  a)]: 
or 

(A'-a)(A".-p)  =  B». 

On  peut  donc  écrire 
(A'  -  a).  /•(«)=-  [B  ■  (A'  -  «)•  -  2B  B'  B"  (A'-a)  +  B*  B"«]=-[B'(A'- a)  -  B  B"]«. 

Or  on  sait  que  Ton  a 

A'  -  «  >  0, 
donc  on  a 

on  trouve  de  même 

(A'  -  p)  f(fi)  =  -  [B'  (A'  -  p)  -  BB'J'i 
el  comme  on  a  i 

A'-p<Q 
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on  en  déduit 

On  a  donc  le  tableau  suivant  : 

S     I   -oc      ,       a    ,       p    ,       +<* 
Signe  de    f(S)    |     +  -        +  - 

Par  suite  l'équation  /"(S)  =  0  a  une  racine  réelle  dans  chacun  des  intervalles 
formés  par  la  suite 

—  oo ,  «,  P,  -h  « . 

Ses  racines  sont  séparées  par  les  nombres  de  cette  suite. 
Cette  conclusion  suppose  que  les  nombres 

B'  (A'  —  a)  -  BB"    et    B'  (A'  —  B)  —  BB" 

soient  différents  de  zéro.  Si  le  premier  est  nul  par  exemple,  a  est  racine  de  l'équa- 
tion f  (S)  =  0  ;  cette  équation  a  encore  une  racine  réelle  comprise  entre  p  et  +  oo  . 
On  en  conclut  que  la  troisième  racine  est  réelle. 

Il  peut  arriver  que  a  et  p  soient  racines  de  /"(S)  =  0  dans  ce  cas  encore  l'équation 
aura  ses  trois  racines  réelles. 

On  discutera  aisément  les  cas  où  les  coefficients  B,  B',  B"  deviennent  nuls. 

5o  Soient  A,  B,  C  des  nombres  de  même  signe  et  a,  b,  c  autant  de  nombre  réels 
quelconques  ;  et  soit  l'équation 


x —  b 


+  - — :-i  =  o. 


Supposons 
Si  Ton  pose 


a  <  6  <  c. 


,Waa-±-  +  A  +  — -* 

x—  a  x  —  b  ar  —  c 


on  définit  une  fonction  continue  dans  chacun  des  intervalles 

(-œ,    a),      (a,      b),      (6,      c),      (c,      +  *>)• 

A 

Lorsque  x  tend  vers  a  la  fraction    augmente  indéfiniment  en   valeur 

x  —  a 

absolue  ;  la  somme  : 

B  _C i 

x  —  6    "•      a:— c 


a  pour  limite 


a—  b    "*"    a  —  c 
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Si  l'on  désigne  cette  limite  par  L  et  si  M  désigne  un  nombre  positif  supérieur 
à  la  valeur  absolue  de  L,  on  peut  trouver  un  nombre  «  tel  que  les  inégalités 

a  — a< x <a  +  a  . 
entraînent  les  suivantes  : 

A 


.    >  M 

x  —  a  l 

et 

I     B     +_ç_  _,!<„. 

\   X  —  0         X  —  C  I 

par  suite,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  —  a  et  n  -f  a,  f[x)  aura  le 

A 

signe  de    . 

x  —  a 

De  même  on  peut  trouver  un  nombre  positif  p,  tel  que  f  (x)  ait  le  signe  de  — — - 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  b  —  p  et  b  +  p,  et  enfin  un  nombre 

p 

positif  y,  tel  que  f[x)  ait  le  signe  de pour  toutes  les  valeurs  de  r  comprises 

X  —  c 

entre  c  —  y  et  c  +  Y- 

Désignons  par  A  le  plus  petit  des  trois  nombres  a,  p,  y,  et  supposons  par  exemple 
A,  B,  C,  positifs. 

Substituons  à  x  les  nombres 

—  oo ,  a  —  A,  a  -f  A,  6  —  A,  6  +  A,  c  —  A,  c  +  A,  -f  oo  ; 
on  obtiendra  les  résultats  suivants  : 

x     I  —  x       «  —  A     I  a-f  A      6  — A  |  6+ A      c— A  I  c-f-A      -{- oo 
Signe  de  /»   |      -         -       |      +  -     I     +  -1+  - 

Donc  f(x)=.Q  a  une  racine  dans  ebacun  des  trois  intervalles 

de  a  +  A  à  6 — A,  de  A -f  A  à  c  — A,  et  de  c -f  A  à  -f», 

c'est-à-dire,  une  racine  réelle  entre  a  et  6,  une  seconde  racine  réelle  entre  b  et  ot  et 
une  troisième  racine  réelle  plus  grande  que  c  ;  on  verrait  de  même  que  si  Ton  sup- 
pose A,B,  C,  négatifs,  l'équation  f(x)  =  0  a  une  racine  réelle  inférieure  à  a}  une 
racine  comprise  entre  «  et  6  et  enfin  une  racine  comprise  entre  6  et  c. 
Remarques.  —  I.  De  l'inégalité 

f(a-h)f(a  +  h)<0 

on  ne  peut  pas  conclure  que  f(x)  =  0  ait  une  racine  comprise  entre  a  —  A  et  a  +  A, 
car  dans  l'intervalle  de  a  —  A  ka  +  A  ,  f(x)  est  discontinue;  quand  x  atteint  et 
dépasse  la  valeur  a,  f  (x)  passe  de  —  oo  à  -f-  oo ,  en  supposant  A  positif. 

Même  remarque  pour  l'intervalle  de  A—  A  à  6  +  A,  et  pour  celui  de<î  —  A  à  c-f  A. 

II.  Si  Ton  réduit  les  fractions 

ABC 


x  —  a*    x  —  6* 
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au  même  dénominateur,  on  a  : 

A(T-b)(x-c)  +  B(x  —  c){x-a)+C(x-a){x— 6)— (g  —  cfa—  6)(x  —  c) 

L'équation  /  (*)  =  0  est  équivalente  à  l'équation  : 
k[x-b)(x-c)+B{x--c){T--a)  +  C(x--a){x--b)--(x-a){x-b){x:--  c)  =  0 

comme  on  s'en  assure  aisément  en  supposant  a  ^  b  ^  c.  Or  on  reconnaît  immé- 
diatement, en  substituant  dans  le  premier  membre  de  cette  dernière  équation  la 
suite 

— •  » ,    a,    6,    o,   -|-  œ 

que  les  racines  sont  séparées  par  les  termes  de  cette  suite. 

On  voit  de- plus  que  si  a  =  b,  l'équation  précédente  a  une  racine  égale  à  a  et  deux 
autres-  rast— a  réelles  ;  si  a  =  b  =  c,  elle  a  une  racine  double  égale  an;  il  n'en 
serait  plus  de  même  de  l'équation  proposée,  qui  devient  dans  ces  hypothèses 

A±B+_Ç__1=0, 
x  —  a      x  —  c 

ou 

±±i±Ç-i  =  o. 


Enfin,  on  peut  prouver  directement  que  l'équation  proposée  ne  peut  avoir  de 
racines  imaginaires, 

En  effet,  supposons  que  a  +  pi  soit  une  racine  de  l'équation /(x)  ==  0,  si  Ton 
chasse  les  dénominateurs,  on  aura  une  équation  à  coefficients  réels;  donc  a  —  pi 
est  aussi  racine;  on  aura  donc 

ABC  _1=0 


«H- pi— a      a  +  pi  —  b      a-J-pt  —  c 
ABC 


1  =0 


a  —  pi  —  a      a  —  pi  —6      «  —  pi  —  c 
d'où,  en  retranchant  membre  à  membre  : 

qa  •  f  A  B  C  1  __ 

P*  L(a-a)»  +  p*  +(a-  Vf  +  p*  +<«  -  c)»  +  p«J  ~    '' 

or  la  quantité  entre  crochets  est  différente  de  séro,  puisque  A,  B,  G  sont  supposés 
de  même  signe;  donc  p  =  0. 
Remarque.  —  Soit 

f  {x)  et  4*  (*)  étant  deux  polynômes  entiers  premiers  entre  eux;  on  a  : 

rw" ï+wi5 
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Si  x9  est  une  racine  multiple  de  l'équation  ç(x)  =  0,  on  aura  : 
çW  =  o   <p>0)  =  o 
par  suite 

/>•)  =  <>. 

Dans  l'exemple  précédent,  on  voit  que  f  (x)  garde  un  signe  invariable  ;  donc  on 
peut  affirmer  que  la  fonction  f(x)  ne  peut  s'annuler  qu'une  fois  au  plus  dans  chacun 
des  intervalles  que  nous  avons  considérés,  puisque  dans  chacun  d'eux  elle  est  tou- 
jours^décroissante  si  A  est  négatif  et  toujours  croissante  si  A  est  positif;  de  plus 
chacune  des  racines  trouvées  est  simple  ;  c'est  ce  que  nous  avons  d'ailleurs  vérifié 
en  rendant  l'équation  entière. 

6*  On  traiterait  d'une  manière  analogue  l'équation, 

en  remarquant  que  la  dérivée  de  /  (x)  conserve  un  signe  constant,  si  l'on  suppose 
encore  A,  B,  C  de  môme  signe  ;  si  par  exemple  A  est  positif,  on  verra  que  l'équation 
proposée  a  une  racine  réelle  et  une  seule  dans  chacun  des  intervalles 

de  a  à  6,    de   b  à  c,    de    c  à  -f  «  • 

7°  Soit  encore  l'équation  transcendante 

f  (x)  =  x  —  2  sin  x  =  0 

Elle  admet  la  solution 

x=z0. 


f    (*)    =  «  >  0. 

donc  l'équation  a  une  racine  comprise  entre  -  et  «. 
En  outre  : 

f  [x)  =  1  —  2  cos  x 

par  suite,  si  x  croit  de  0  à  -,  on  a  f  (x)<0  ;  et  si  x  croit  de  ^  à  2  tt,  f  {x)  >  0  ; 
o  6 

d'ailleurs  f  l  -  J  =0  ;  la  fraction  f  (x)  passe  par  un  minimum  pour  x  =  - ,  elle  part 

de  zéro,  décroît  jusqu'à  --  —  ^3*,  puis  quand  x  croît  de  -  à  2tr,  f  (x)  croît  de 
o  o 

-  —  y^3"  à  2  te;  donc  l'équation  f\x)  =  0  a  une  seule  racine  comprise  entre  -  et  te. 
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555.  Variation  du  signe  d'un  polynôme  entier  à  f  x 
coefficients  réels,  quand  x  traverse  une  racine  réelle  a 
de  l'équation  f(x)  =  0. 

Soit  a  une  racine  réelle  de  l'équation  f{x)  =  0  ;  supposons  que  le 
degré  de  multiplicité  de  cette  racine  soit  égal  à  p;  on  peut  déter- 
miner un  nombre  positif  «  tel  que  l'équation  f(x)  =  0  n'ait  aucune 
racine  réelle  comprise  entre  a  —  aeta  +  «;  dans  cet  intervalle, 
l'équation  f(x)  =  0  a  p  racines  égales  à  a,  donc  en  supposant  h  <«, 
le  produit  f(a  —  h).  f(a  +  h)  aura  le  signe  +  ou  le  signe^  — . 
suivant  que  p  sera  pair  ou  impair. 

Démonstration  directe.  —  Si  l'on  pose  : 

A*)  =  (*  — «)'<?(*) 

<j>  'x)  sera  un  polynôme  entier  en  x,  non  divisible  parx  —  a. 
Donc  on  peut  déterminer  un  nombre  «  tel  que  <y  (x)  ne  s'annule 
pour  aucune  valeur  de  x  comprise  entre  a  —  «  et  a  -f-  «î  par  suite, 
dans  l'intervalle  de  a  —  a  à  a  -f  «,  <?(*)  aura  le  même  signe  que 
<y(a),  de  sorte  que,  en  supposant  h  <  «,  on  aura  : 


f(a-h)={—hy<f{a-h) 

f(a  +  h)  =  h»<t(a+h) 


/"(a— A)  et  f(a-\-1i)  seront  donc  de  même  signe  ou  de  signes 
contraires  suivant  que  p  sera  pair  ou  impair. 

Donc,  quand  x  traverse  une  racine  de  téquation  f(x)  =  0,  le 
polynôme  f(x)  s'annule,  en  changeant  de  signe,  quand  cette  racine  est 
d'ordre  impair  de  multiplicité  et  réciproquement. 

556.  Théorème.  —  1°  Toute  équation  algébrique  de  degré  pair,  à 
coefficients  réels  dans  laquelle  les  coefficients  du  premier  et  du  dernier 
terme  ont  des  signes  contraires,  a  au  moins  une  racine  positive  et  une 
racine  négative. 

2°  Toute  équation  de  degré  impair,  à  coefficients  réels,  a  au  moins 
une  racine  réelle. 

1°  Soit,  m  étant  pair  : 

A0  x>»  +  At  a—1  + +  À—,  x  +  Am  =  0 

une  équation  algébrique  dans  laquelle  nous  supposons  A0  A«  <0, 
Si  Ton  substitue  : 

.—  oo,  0,  +00 
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on  obtient  des  résultats  ayant  respectivement  les  signes  des 
coefficients  : 

A^,  Ami  **o 

A0  et  Am  ayant  des  signes  contraires,  l'équation  a  au   moins  une 
racine  entre  — oo  et  0  et  au  moins  une  racine  entre  0  +oo. 
2°  En  supposant  Am  ^  0  et  m  impair,  substituons 

—  oo,    0,    +00 

les  résultats  auront  les  mêmes  signes  que 

Aq7  Am,  Aq 

si  Aq  et  Am  ont  le  même  signe,  l'équation  aura  au  moins  une 
racine  négative,  puisque  /"(—  oo)  et  /\0)  auront  dans  ce  cas  des 
signes  contraires;  si  A0  et  Am  ont  des  signes  contraires,  l'équation 
aura  au  moins  une  racine  positive,  car  alors  f(0)  et  /*(+  oo)  auront 
des  signes  contraires. 

Remarque.  —  Nous  pouvons  toujours  supposer  le  dernier  terme 
Am  différent  de  zéro,  sans  quoi  f(x)  serait  divisible  par  une 
certaine  puissance  de  a?,  par  exemple  x?;  en  posant  : 

f{x)  =  #ff{x) 

il  suffirait  de  considérer  l'équation  <j»(x)=0,  le  polynôme  cp(x) 
aurait  un  terme  indépendant  de  x  et  par  suite  on  pourrait  lui 
appliquer  le  raisonnement  précédent. 

Corollaire.  —  Les  seules  équations  à  coefficients  réels  pouvant 
avoir  toutes  leurs  racines  imaginaires  sont  celles  dont  le  degré  est 
pair  et  dont  les  coefficients  du  premier  et  du  dernier  terme 
(supposé  indépendant  de  x)  ont  le  même  signe. 
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ALGÉBRIQUE. 

557.  —  Soit  : 

A0a?w  -fA^-1  +A2a?w-a  + +Apxm-r  + +Am_,  ar+Am=0 

une  équation  algébrique  à  coefficients  réels  ou  imaginaires.  Si 
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Ton  désigne  par  f{x)  le  premier  membre,  et  si  Ton  appelle: 

a,  A,c, / 

les  m  racines,  réelles  ou  imaginaires,  distinctes  ou  égales,  de  l'équa- 
tion f{x)  =  0  on  a 

fl*)  s»  À.  (•-«)(*-*) l*-0 

Par  suite,  en  appelant  S,  la  somme  des  produits  des  racines 
pkp: 

d'où  Ton  conclut  : 


S,  =  + 


A. 
s As 

Ss-  t. 


s,  =(-iy 


A, 

A, 


(1) 


S„  =  (-l)^/ 


558.  11  est  naturel  de  se  demander  si  à  laide  de  ces  relations,  il 
ne  serait  pas  possible  de  résoudre  l'équation  proposée.  Or  si  Ton 
cherche  la  valeur  d'une  quelconque  des  racines  a  par  exemple,  il 
faudra  éliminer  les  m  —  1  autres  racines  entre  les  équations  précé- 
dentes. Mais  si  Ton  remarque  que  les  relations  (1)  sont  symétriques 
par  rapport  à  toutes  les  racines,  il  est  clair  que  l'équation  en  a  à 
laquelle  on  parviendra,  aura  pour  racines  chacune  des  racines 

a,  b,  c, /  de  l'équation  proposée.  C'est  d'ailleurs  ce  qu'il  est 

facile  de  vérifier.  En  effet,  si  l'on  nomme  o>  la  somme  des  pro- 
duits pkp  de  toutes  les  racines  autres  que  a,  on  pourra  écrire  les 
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équations  précédentes  de  la  manière  suivante  : 


235 


«  »!  +  ••  =  +  -r 


«».  +  »»  = 


As 


>_  +  ,„  =  (_!)>£> 


a  <r 


A, 


a  «w_i  =  (- 


IJ-è- 


A.   / 


(2) 


En  effet,  si  Ton  considère  par  exemple  la  somme  Sp,  cette  somme 
se  compose  de  deux  parties  ;  la  première  renfermant  les  produits 
p  à  p  qui  contiennent  a  et  dont  la  somme  est  évidemment  a<rp_l; 
la  deuxième  partie  étant  formée  des  produits  p  à  p  des  racines 
autres  que  a. 

Gela  étant,  multiplions  les  deux  membres  de  la  première  des 
équations  (2)  par  a"1-1,  les  deux  membres  de  la  seconde  par  —  a"1-* 
et  en  général,  les  deux  membres  de  lape  par  — ( — 1)*  am~',  la  der- 
nière, par  —  (—  l)w;  enfin,  ajoutons  membre  à  membre;  on 
obtient  : 


c'est-à-dire  : 


f[a)  =  0 


Néanmoins,  dans  certains  cas  particuliers,  on  peut  trouver  les 
formules  de  résolution  à  l'aide  des  identités  (1);  c'est  ce  qui  arrive 
dans  le  cas  du  second  degré  ;  soit  en  effet  l'équation  : 

x%  +/>a?  -|-  9  =  0 
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on  a,  en  désignant  ses  racines  par  a  et  b  : 


on  en  déduit  : 


d'où: 


a  +  ^  =  — p 
ab  =  q 


(a  —  b^  =  p%  —  kq 


a  —  b=  Jp*  —  kq 
et  par  suite,  connaissant  a  +  b  et  a  —  b,  on  a  : 


2a  =  —  p  +  \lp*  —  lq,2b  =  —p  —  yjp*  — -4q. 

Il  convient  de  remarquer  que  Ton  n'a  pas  procédé  de  la  même 
manière  que  précédemment;  il  n'y  a  donc  pas  contradiction. 

559.  Lorsque  Ton  connaît  une  relation  entre  les  coefficients  et  les 
racines,  autre  que  Tune  quelconque  des  précédentes,  on  peut 
quelquefois  résoudre  l'équation. 

Ainsi  par  exemple,  soit  l'équation  du  4*  degré  : 

x4  +  rur*  +  P*?  +  9X  +  r  =  0 

Proposons-nous  d'exprimer  que  la  somme  de  deux  racines  est 
égale  à  la  somme  des  deux  autres.  En  désignant  les  quatre  racines 
par  a,  6,  <?,  rf,  on  devra  avoir  : 

a-f  b  +  c  +  d  =  —  n 

{a  +  b){c  +  d)  +ab  +  cd=p 

ab  (c  +  d)  +  cd[a  +  b)  =  —  q 

ab.  cd  =  r 

a  +  A  =  c  -f-  d 


On  a  immédiatement  : 


a+b  =  c  +  d  =  -~ 


on  connaît  ainsi  la  somme  des  deux  racines  a  eti.  Si  Ton  pose: 

ab  =  t4,  cd  =r  0 
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on  aura  : 

~(u+v)  =  q 
uv  =  r 

les  deux  premières  ne  sont  compatibles  que  si  : 

n  /        na\ 

Si  cette  condition  est  remplie  on  déterminera  u  et  v  par  une 
équation  du  second  degré  : 


zi+(P_?)Z  +  r  =  0 


connaissant  ab  et  a  +  b  on  achèvera  la  résolution  facilement. 
Supposons  maintenant  que  Ton  donne  la  somme  : 

a  -f-  à  =  * 
on  aura  par  suite  : 

c  -{-  d=  —  n  —  a 

désignons  cette  somme  par  /3. 
En  posant  comme  plus  haut  ab  =  m,  cd  =  v  on  trouve  : 

a$  -f"  «  -|-  v  =  P 

««  +  »p  =  —  qr 

uv  =  r. 

Les  deux  premières  donneront  u  et  v;  en  portant  leurs  valeurs 
dans  la  dernière,  on  aura  une  relation  entre  les  coefficients  de 
Téquation  ;  si  cette  relation  est  vérifiée,  on  calculera  a  et  b  en 
résolvant  Téquation  du  second  degré 

z*  —  *z  +  u  =  0. 

660.  Problème.  —  Étant  donnée  l'équation 

x*  +  px  +  q  =  6 
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former  C  équation  ayant  pour  racines  les  carré*  des  différences 
(a-AA      (*-#,      (c-a)» 

des  trois  racines  de  f  équation  proposée. 
On  a: 

(a  —  6,*  =  (a+V-4a*. 

or, 

a+6  +  c=0;    a6c=  — 9 
donc  : 

*  c  c  c 

En  posant: 

on  a,  par  suite 

de  sorte'que,  y  vérifie  l'équation  : 

ou  en  supposant  ç^O, 

w«i  +  *p(¥+iOt  +  ûr+rt,=o 

et  en  développant,  on  obtient  l'équation  cherchée  : 

561.  Problème.  —  Étant  donnée  une  équation  f{x)  =  0,  former 
t  équation  admettant  pour  racines  les  inversez  des  racines  de  la  proposée. 
Soit 

f(x)  =  At  «-  +  A,  x—  + +  Am  =  0  (t) 

l'équation  proposée.  Si  cette  équation  admet  pour  racines  les 
nombres  a,  b /  que  nous  supposerons  tous  différents  de  zéro, 

/■(*)  E=At  [x  —  a)  (x  —  6) (x  —  t) 
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Or  on  a  identiquement  : 

*"  ffiS  =  A0  (1  —  ax)  (1  —  bx) (1  —  Ix) 

Donc  l'équation  demandée  est  : 

0 


«-/£)=< 


ou: 

A0  +  A,  x  +  k,x*  + +  Am  **  =  0.  (2) 

D'ailleurs  si  Ton  représente  par  «p(x)  ce  dernier  polynôme,  on  a  : 

1 
donc  si  a  est  racine  de  l'équation  ?(x)  =  0,  -  est  racine  de  l'équa- 

d 

tion  <f  (x)  =  0.  Ce  qui  précède  montre  que  les  degrés  de  multi- 
plicité seront  les  mêmes;  on  peut  le  vérifier  directement,  car  soit: 

a*) =(*-«)■/;(*) 

en  supposant  f^  [a)  ^  0.  On  en  déduit  : 

V  (*)  =  *v(j)  =  (1  —  «*)■■  **-  ft  (-) 

c'est-à-dire  : 

(f(x)  =  (l  —  axr^{x) 

or: 

*©-©-*«> 

1 

par  suite  -  est  racine  d'ordre  «  de  l'équation  cp (x)  =  0. 


donc  on  a  : 
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Définition.  —  L'équation  : 

or 


■'©- 


c'est-à-dire  l'équation  (2),  se  nomme  V équation  aux  inverses  des 
racines  de  Véquation  f[x)  =  0. 


RACINES  NULLES.  —  RACINES  INFINIES 


362.  Soit: 


Af«"+A1al"-|+AtaB"-t  + +  À„_,  *"-*+*  +A,*"-'  + 

+  Am.1x  +  Am  =  0    (1) 

une  équation  algébrique.  Supposons  que  les  modules  des  p 
premiers  coefficients, 

A0,  Aj,  A^ Ap_i 

tendent  vers  zéro,  le  module  de  A,  restant  supérieur  à  un 
nombre  donné  d'avance  et  supposons  en  outre  que  les  modules 
des  autres  coefficients  restent  finis,  ainsi  que  celui  de  A,. 

On  a,  en  désignant  par  Sp  la  somme  des  produits  p  à  p  des 
racines 

S>=  (-!)»£ 

Il  résulte  des  hypothèses  que  nous  avons  faites  que  le  module  de 
S,  croit  indéfiniment  ;  pour  qu'il  en  soit  ainsi  il  est  nécessaire  que 
le  module  d'une  racine  au  moins  croisse  indéfiniment,  car  s'il 
en  était  autrement,  chacun  des  modules  resterait  inférieur  à  un 
nombre  déterminé  *  et  l'on  aurait  : 

mod.  SP<CiXP 

Je  dis  qu'il  y  a  exactement  p  racines  dont  les  modules  croissent 
indéfiniment. 

En  effet,  supposons  qu'il  y  en  ait  un  plus  grand  nombre,  p  +  q 
par  exemple  ;  en  désignant  par 
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les  racines  dont  les  modules  croissent  indéfiniment  par  hypothèse, 
et  par 


les  autres,  on  aurait 

s^  =  (-  iy+t  ^ 


et  par  suite  : 


Op  Ap 


g 

Il  résulte  de  cette  égalité  que  le  module  de  -~£  reste  fini. 

bp 

Or  on  a  : 

Sp+q  =  Xl  Xi XHQ  (•    +  «) 

Ojj   «Tj  * g  •  •  •  *  •       P~\~Q*    ^ 

oc  et  p  tendant  vers  zéro  en  même  temps  que  les  coefficients  A0, 
A„ A^-i  car  «  est  une  somme  de  fractions  ayant  pour  numé- 
rateur le  produit  de  plusieurs  racines  telles  que  xp+q+l,  #/>-h+î>  •••  xm 
et  pour  dénominateur  une  ou  plusieurs  des  racines  xn  a?„  ...  Xp+q; 
de  même  P  est  une  somme  de  fractions  analogues. 

Il  résulte  de  là  que  Ton  aurait  : 

S,  ~     p     ' 

et  par  suite  le  module  de  ~±*  augmenterait  indéfiniment;  il  y  a 

contradiction  avec  ce  qui  précède,  donc  les  modules  de  p  racines 
au  plus  augmentent  indéfiniment. 

Je  dis  qu'il  ne  peut  pas  y  en  avoir  moins  de  p;  supposons  en  effet 
que  les  modules  de  p  —  q  racines  seulement,  ceux  des  racines 

augmentent  indéfiniment.  Dans  ce  cas,  l'identité 

Sp-g / m  vp  Ap-q 

S,  ~K      }    A, 

II.    B.    KUWKMOL0WBKI.    —    AU}*»*!.  16 
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montre  que 

Or  on  a  comme  plus  haut  : 

8,-,  =  *,,*, xM(l  +«') 

Sj,   =  X,,    Xt fy-f   r 

a  ayant  pour   limite  zéro,  et  p'  désignant  une  quantité  dont  le 
module  ne  peut  augmenter  indéfiniment. 
Par  suite 

s,        »'   ' 

et  l'on  ne  saurait  avoir  lim-^p^  0;  donc    il  y  a    contradiction 

à  supposer  que  les  racines  dont  les  modules  augmentent 
indéfiniment  soient  en  nombre  inférieur  à  p. 

11  résulte  de  là  que  les  modules  de  p  racines  augmentent 
indéfiniment. 

On  dit,  pour  abréger,  que  si  Us  p  premiers  coefficients  tendent 
vers  zéro,  le  suivant  ne  tendant  pas  vers  zéro  mais  restant  fini  ainsi 
que  tous  les  autres,  p  racines  de  t  équation  proposée  deviennent  infinies. 

Supposons  maintenant  que  les  coefficients 

A»i»  Am—ii  A|}|_ i, A,m— j^j-i 

tendent  vers  zéro,  le  module  de  km-p  ne  tendant  pas  vers  zéro, 
les  modules  de  Ain-P  et  de  tous  les  autres  coefficients  restant 
d'ailleurs  finis.  Si  Ton  considère  l'équation  : 

A,„x'"+Aw_1.r'''-t+...+Am_^^  (2; 

II  résulte  de  la  démonstration  précédente  que  p  racines  de  cette 
équation  deviennent  infinies,  puisque,  par  hypothèse  les/;  pre- 
miers coefficients  de  cette  équation  tendent  vers  zéro.  Or  les 
racines  de  l'équation  (2)  sont  les  inverses  (561)  des  racines  de 
l'équation  (l). 

Donc  p  racines  de  l'équation  (1),  et  p  seulement,  tendent  ven 
zéro. 
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Supposons  maintenant  que  les  coefficients 

Aoï  At, Ap_i 

et  les  coefficients 

Am_f-(-|  A,n—<(+2) \m—ii  A, M 

tendent  vers  zéro  en  même  temps,  (pourvu  qxxep  +  </  soit  infé- 
rieur àw-fl),  les  coefficients  A,  et  Am_,  ne  tendant  pas  vers  zéro, 
les  modules  de  ces  coefficients  ainsi  que  ceux  des  autres  coeffi- 
cients restant  finis,  p  racines  deviennent  infinies  et  q  racines 
deviennent  nulles. 

Il  convient  de  remarquer  que  si  l'on  rend  le  polynôme  homo- 

x 
gène  en  remplaçant  x  par  -  et  multipliant  tous  les  termes  par  yw, 

quand  on  suppose  que  les  coefficients  A0,  An A^_i,  ainsi  que 

les  coefficients  AOT_9+i,  Am_î+i, Am  deviennent  nuls,  le  premier 

membre  de  l'équation  aura  x'  y*  en  facteur. 
Soit  par  exemple  l'équation  : 

A0arft+A1^  +  Atx3  +  Asxi  +  A4j  +  A8=0 

Si  A0,  At  et  A6  tendent  vers  zéro,  A2,  A3,  A4  ayant  des  limites  finies 
et  différentes  de  zéro,  l'équation  aura  deux  racines  infinies  et  une 
racine  nulle.  A  la  limite,  quand  ces  coefficients  seront  nuls,  l'équa- 
tion se  réduira  à  la  suivante  : 

a;  x9  +  a;  x*  +  x,x  =  o 

qui  n'est  plus  que  du  3e  degré  et  dont  le  premier  membre  renferme 
x  en  facteur.  Si  Ton  avait  rendu  l'équation  homogène,  l'équation 
limite  serait  : 

A;^yi  +  A;*V+A>y*  =  0 

Aj,  A'3,  A4  désignant  les  limites  de  A2,  A3,  A4.  On  remarquera  que 
la  variable  y  conserve  pour  ainsi  dire  la  trace  des  deux  racines  qui 
ont  disparu  en  devenant  infinies,  y2  étant  en  facteur,  comme  d'ail- 
leurs le  facteur  x  indique  qu'il  y  a  une  racine  nulle. 

563.  Théorème.  —  Les  racines  dune  équation  algébrique  sont  des 
fonctions  continues  des  coefficients  de  cette  équation. 

Soit  : 

f{x)  =  A0  jrt  +  A,  x—1  + +  Am  =  0 
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une  équation  ayant  une  racine  a  de  degré  p  de  multiplicité.  Je  dis 
que  si  Ton  donne  aux  coefficients  des  accroissements 

AA0,  AA„ AAM, 

p  racines  de  l'équation 

(A0  +  A  A0)  **.  +  (At  +  A  A,)  *— '  + +  (A»  +  A  A«)  =  0    [2] 

tendent  vers  a  quand  les  accroissements  des  coefficients  tendent 
simultanément  vers  zéro.  En  effet,  on  a  par  hypothèse 

f(a)  =  0    f  (a)  =  0    f"  («)  =  0  f*-1  (a)  =  0    />  (a)  ^  0. 

Soit: 

«p  (jp)  =  AA0  *»  +  A  A,  .r"1"1  + +  AA,; 

les  dérivées  de  y  (jt),  pour  a?  =  a,  sont  toutes  des  fonctions  linéaires 

et  homogènes  des  accroissements  AA0,  AÀ„ AAm,  par  suite 

chacune  des  quantités 

f'{a\  ?»,  .....?W(a) 

a    pour    limite   zéro    quand    tous    ces    accroissements   tendent 
eux-mêmes  vers  zéro. 
L'équation  (2),  étant  écrite  ainsi  : 

/(*)  +  r(»)  =  o, 

si  l'on  pose  x  =  a  +  zy  elle  devient  : 

9"  la)  9l*-l)la)      z* 

?[a)  +  z?'(a)  +  z*?1^  +  ...  +  z^?J-^ 

si  AA0,  A  Aj A  Am  tendent  vers  zéro,  lesp  premiers  coefficients 

de  l'équation  en  z  tendent  vers  zéro,  les  suivants  ont  pour  limites 

/w  (a)    /W)  (q)  /^(fl,. 

p!    '(p+l;I* m\    ; 

mais  par  hypothèse  pf)  {a)  est  différent  de  zéro,  donc  p  racines, 
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et  pas  davantage,  tendent  vers  zéro;  ce  qui  revient  à  dire  que  p 
racines  de  l'équation  f(x)  =  0  tendent  vers  a. 
564.  Application  aux  fonctions  implicites  algébriques. — 

Soit  /*(#,  ,y)  un  polynôme  entier  par  rapport  à  #  et  y,  et  considé- 
rons l'équation 

A*,  y)  -  o. 

Si  Ton  donne  à  x  une  valeur  particulière  ar0,  l'équation 

/to,  y)  =  o 

aura  m  racines,  si  Ton  désigne  par  m  le  degré  par  rapport  à  y. 
Pour  plus  de  simplicité,  nous  supposerons  que  le  coefficient  de  la 
plus  haute  puissance  de  y  soit  indépendant  de  j*,  ou  au  moins  ne  soit 
pas  nul  pour  x  =  j*0.  Soit  y0  une  racine  de  l'équation  précédente  ; 
nous  supposons  que  cette  racine  soitsimple.  Dans  ce  cas  la  dérivée  : 
fy  (xoi  .Vo)  est  différente  de  zéro.  Donnons  à  x0  un  accroissement  A, 
l'équation 

A*o  +  à,  y)  =  0 

aura,  d'après  le  théorème  précédent,  une  racine  et  une  seule  ten- 
dant vers  y0  quand  h  tend  vers  zéro.  Désignons  cette  racine  par 
.Vo  +  *  5  *  tenc*  vers  z^ro  en  même  temps  que  h.  Nous  nous  propo- 

k 
sons  de  chercher   la  limite  du  rapport  j  quand  h  tend  vers  zéro. 

Par  hypothèse, 
ou,  en  développant  par  la  formule  de  Taylor, 

a*.,  y.) + */:.  +*/;.  +  o  (*'/i +2  hkz.H+ktfi)  +  -  =  °- 

Posons  *  =  /A;  en  remarquant  que  /"(.r0,  y0)  =  0,  on  voit  que  h 
est  en  facteur  dans  tous  les  termes;  en  supprimant  cette  solution 
qui  correspond  à  x  =  x0,  y  =  y0,  on  obtient 

P  désignant  un  polynôme  entier  par  rapport  à  t  et  h. 
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Si  l'on  regarde  t  comme  l'inconnue  et  A  comme  un  paramètre 
variable,  on  voit  que  si  A  =  0,  l'équation  précédente  s'abaisse  au 
premier  degré  et  a  une  racine  finie  vérifiant  l'équation 

•  /"«.  +  '/».  =  °  w 

donc,  quand  A  tend  vers  zéro,  une  valeur  de  *  et  d'ailleurs  une 
seule,  tend  vers 

donc 

hm  -  =  _     • 
h  fw. 

Si  Ton  suppose  f'y  =0  et  /",  ^=0,  on  voit  que  l'équation  en  /  s'abaisse 

au  degré  0  quand  on  suppose  A  =  0  :  toutes  ses  racines  sont  infi- 

k 
nies  pour  A  =  0,  par  suite  -r  augmente  indéfiniment  quand  A  tend 

vers  zéro. 

On  retrouve  ainsi  la  règle  déjà  obtenue  pour  calculer  la  dérivée 
d'une  fonction  implicite. 

Supposons  que  Ton  ait  en  même  temps 

/■*.  =  °  r,,=o  r.i  +  o- 

Dans  ce  cas,  l'équation 

/(*•  +  h,  y0  +  k)  =  0, 

après  qu'on  aura  posé  k  =  th,  aura  A2  en  facteur;  en  supprimant  ce 
facteur,  on  obtient 

o  fa + *'^. + ^) + p* = °- 

Si  A  ==  0,  cette  équation  se  réduit  à  la  suivante  : 

r,J  +  2'/v.  +  <7i  =  0;    •  (2) 

donc,  quand  A  tend  vers  zéro,  deux  déterminations  de  /  tendent 
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vers  les  racines  de  l'équation  (2).  D'ailleurs  y0  est  racine  double  de 
l'équation  f[x„  y)  =  o  ;  deux  racines  de  l'équation  f(x0  -f-  A,  y)  =  0 
tendent  vers  y0  quand  h  tend  vers  zéro  ;  si  l'on  pose  y  =  y0  +  *>  il 
y  a  deux  déterminations  de  k,  k  et  A"  qui  tendent  vers  zéro,  et  les 

K   k" 
rapports  —  ,  —  ont  des  limites  finies  égales  aux  racines  de  l'équa- 
tion (2). 
Si  Ton  suppose 

l'un  de  ces  rapports  augmente  indéfiniment,  et  si  Ton  suppose 

ils  augmentent  indéfiniment  tous  les  deux. 

On  traitera  d'une  manière  analogue  les  autres  cas.  En  général, 
si  l'on  a  : 

r.=o  û  =  » /-;p  =  o  q  +  o 

il  y  aura  p  déterminations  de  A,  savoir  :  kt,  kv  ...,  kp  tendant  vers 
zéro  en  même  temps  que  A,  et  les  rapports 

Km  rtj  Kp 

TP ï 

auront  des  limites  finies,  racines  d'une  équation  de  degré  p, 
que  l'on  peut  écrire  symboliquement  : 

C-.  +  '/'O,^ 

EXERCICES 

1.  Soit  b  un  nombre  positif  et  soient  ai%  ag,  . . .  ain  ,  2n  nombres  réels  tels  que 
les  différences  at  —  a%%  <*,  — <*8»  •  ••  <*m_i  —  ainy  soient  toutes  positives.  Montrer 
que  l'équation 

(*  — «t)  (*  — ^ï   «••  (*  —  *«— •)+*(*  — ««)  (*  — «4)    -•    (»-fll.)  =  ° 

■a  toutes  ses  racines  réelles  et  inégales. 


Digitized  by 


Google 


318  COURS  D'ALGÈBRE 

2.  Prouver  que  l'équation 

*  +  p'  +  pg*  _  pq  4-  (1  +  g  V 

?•  +  &r  «  -f  te 

a  toujours  ses  racines  réelles  —  Condition  d'égalité. 
—  1°  On  peut  mettre  le  discriminant  sous  la  forme  d'une  somme  de  deux  carrés  ; 

2*  ou  peut  prendre  comme  inconnue  auxiliaire  la  valeur  commune  -  de   ces  deux 

rapports,  et  faire  ensuite  des  substitutions  convenables. 

3.  Résoudre  le  système  de  n  équations  à  n  inconnues. 

a"  +  an-*  x  +  «n-1  y  +  ...  +  a*  +  ti  =  0 
bn  +  A""1  x  4-  &*~s  y  +  . . .  +  ht  +  u  =  0 


r  +  r-1  *  +  r-1  y  +  ...  +  u  +  «  =  o. 

4.  Résoudre  le  système  de  n  équations  à  n  inconnues  : 


xv  u 


o+X '    6+X '  ' /+X 

_^+_JL-  + +  _±_ 


+  7-T-  + +  T-r-r  =  i- 


«  +  P        *+P        ,*"'        *  +  P 
On  considère  l'expression 

m  =  i 


u 


a  +  e       6  +  0       /-M* 

Si  a:,  y,  ...  u  désignent  les  nombres  vérifiant  le  système  donné,  cette  expression 
s'annule  quand  0  =  X,  X  =  p,  ...  6 = p,  donc 


m_(e-x)(e-u).... 

•(•-P) 

Par  suite, 

x               y                             u     _ 

(8_X)(8-^).... 

•(•-P) 

a  +  ô        6  +  0        ***"       /  +  6  ~~* 

(0  +  6)  (6+»).... 

..(/  +  «> 

et  ensuite 

r    1 .  (n    1  ■  Aï   1  1    -  ■                   -                                      ■  1 

_(»-X)(9-|i). 
—         (6  +  »}.... 

••••(•-P) 

*   1  («  1   •)[!        6  +  „        /  +  eJ 

•(/+•) 
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On  pose  enfin  8  =  —  a  dans  les  deux  membres  de  l'identité. 

Autre  méthode.  —  On  ajoute  membre  à  membre  la  première  équation  et  la 
seconde,  après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  a  +  X  et  —  a  +  p.;  on  sup- 
prime le  facteur  X  —  \l  et  Ton  opère  d'une  manière  analogue  sur  la  première  équa- 
tion et  chacune  des  suivantes.  On  obtient  un  système  de  même  forme  que  le  pro- 
posé ayant  une  équation  et  une  inconnue  de  moins,  et  Ton  opère  de  la  même 
manière  sur  ce  second  système,  etc. 

5.  Si  l'équation  f  (a:)=0  a  toutes  ses  racines  réelles  et  inégales,  l'équation 

n'a  que  des  racines  imaginaires. 
On  part  de  l'identité 

CM—    *     »     *     .  ,_L. 

f(x)       x  —  a^  x  —  6 1" "*"  x  —  / 

û,  bt  ...  /  désignant  les  racines  de  f(x)  =  0;  on  a  ensuite 

[f  Ml» -f(*)  ■/"(«>_      11  1 

[/»]*  ~"r(*-a)»"h  (x—  6)*"1"  ""  +  {x  —  t} 

6.  Si  l'équation 

*"_  A,  aT*  +  A,  aT*  -A,*"-3  + =0  . 

a  toutes  les  racines  réelles  et  positives,  on  a  nécessairement 
Ai>0    At>0    As>0 

7.  Si  l'équation 

>-  A.^-'  +  A,^-2  + =0 


a  toutes  les  racines  réelles,  on  a  nécessairement 

ÀÎ-2At>0. 
Ai-BAtAt+SA^O- 


Soient  f  {x)  le  premier  membre  de  l'équation,  et  a,  b ,...../  les  racines  : 
(-i)mf(x)r(~x)  =  (x*-a*)(x*-b*)  (*•-**)  =?(**). 

En  posant  ar*  =  y,  on  applique  au  polynôme  ç  (y)  le  théorème  du  n#  6. 

8.  On  connaît  p  racines  de  l'équation  f  (x)  =  0.  Former  l'équation  qui  admet  les 
«i  —  p  autres  racines  de  /(*)=  °»  w  étant  ,e  ^e^ré  de  A*)- 

9.  Si  une  équation 

xm  -A,**-1  +  Atarm-J  -..,..  ±  Am  =  0 
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à  toutes  ses  racines  positives,  les  quantités  At,  A* ...  vérifiant  les  inégalités 

A,  >  mm\t\m 

On  établit  d'abord  ce  lemme  :  Si  S  est  la  somme  des  produits  p  à  p  de  *t,  A,  e ...  /, 
et  si  P  désigne  le  produit  des  C*  parties  dont  se  compose  S     on  a  : 

A 

Cela  étant,  la  moyenne  arithmétique  des  C*  parties  dont  se  compose  A    est  — , 

leur  moyenne  géométrique  est 


On  en  conclut 

r;>"/^etc. 

10.  Si  l'équation 

*m  +  \ixm~%  +  A,*"-'-....  =0 
a  toutes  ses  racines  réelles,  ses  coefficients  vérifient  les  inégalités 
-(2A1-Aj)>mVÂÎ 

1.*  ▼ 

On  considère 

(-i)VW  «-*)  =  ?(*■) 
et  on  applique  le  théorème  du  n*  9.  à  l'équation 

?(y)=o. 

11.  En  supposant  que  les  racines  de  l'équation 

xm  +  Ator"1"1  +  A,**-1  +....=  0 
sont  en  progression  arithmétique,  les  racines  extrêmes  sont  données  par  l'équation 

{mx  -f  ktf  (m  +  1)  =  (m  —  1)«  A*  —  %m{m  —  i)A, 

(Gatti.) 
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12.  Déterminer  q  de  manière  que  les  racines  de  l'équation 

.r»  —  &r«  —  6x  —  g  =  0 

soient  en  progression  arithmétique  ou  géométrique,  et  résoudre. 

13.  Déterminer  p  de  sorte  que  deux  racines  de  l'équation 

ar*  +  px*  +  fcr»  +  i?.r  —  8=0 

aient  un  produit  égal  à  4,  et  résoudre. 

14.  Déterminer  q  de  sorte  que  l'équation 

x*  —  &r*  -f  &e»  -f  qx  +  25  =  0 

ait  ses  quatre  racines  en  proportion,  et  résoudre. 

15.  Déterminer  q  de  manière  que  les  racines  de  l'équation 

6a:*  —  lia?»  +  6a-  —  q  =  0 

soient  en  proportion  harmonique,  et  résoudre. 

16.  Étant  donnée  l'équation 

Aoa^  +  4A1ar'  +  6ÀIar»  +  4Àsa?  +  À4=:0, 
exprimer  que  les  racines  a,  b,  c,  d  de  cette  équation  vérifient  la  relation 
(a  +  b)  (c+d)=  2(aô  +  crf). 
On  pose 

a-f6  =  K,      flô  =  »;      c+d  =  u\      cd  =  t>'; 
les  relations  entre  les  coefficients  et  les  racines  peuvent  s'écrire  ainsi  : 

u+„-  =  -tp  (t) 

vu'  -f  uv'  = t-2  (3) 

et  l'on  doit  avoir,  en  outre 

tm'=  2  (»  +  *'),  (5) 

d'où 

.       4A,  ,     ,        2A, 

A,  At 
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On  en  conclut  que  u  et  u'  sont  les  racines  de  l'équation 
A0=«+4A1-  +  4At  =  0; 

v  et  v  sont  les  racines  de 

A^*-2A1^  +  A4=0; 

mais  la  relation  (3)  donne 

KtZt  +  ZKit  —  A,s  =  2A,; 


m 


m 


on  en  tire 


^A^+SA, 


A,z+2Ai' 
et  substituant  dans  (6), 

(A9  A4  -  A,)  (A,  z*  +  4  A,  z)  +  4  A,  \\  -  8  A,  A,  A,  +  4  A4  A?  =  0  ; 
on  en  conclut  : 

A,  (A,  A4-  AÎ)  -  A,  (At  A4  -  At  A,)  +  A,  (A,A,-  AÏ)  =  0; 

c'est-à-dire 

A0       Ai       A*    I 

Ai       A,       A,       =  0. 

A»       A3       A4    | 

17.  Montrer  que  les  racines  de  l'équation 

(/■-s«)  (z  -  s0  +  A)  -  (J«  -  4)  A  cos*  <x  =  0 

sont  réelles,  l'inconnue  étant  désignée  par  z. 

18.  Si  a  ,  a8, a,,  sont  les  racines  de  l'équation  f(x)  =  0,  on  a  : 


(-  rr 


OL\     X      X     .     .     .    X 

x    a,   .r   .   .   .  x 
x    x    a3  .   .   .  x 


=  f  M -*/■(*)■ 


19.  Calculer  x™  +  —  en  fonction  de  a:  H —  en  posant  x  -\ —  =  2  cos  o. 
Expliquer  pourquoi  la  formule  trouvée  est  générale. 
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CHAPITRE  II 

FONCTIONS  SYMÉTRIQUES  DES  RACINES  D'UNE  ÉQUATION 
ALGÉBRIQUE 

565.  On  nomme  fonction  symétrique  des  lettres  a,  é, /,  toute 

expression  formée  avec  ces  lettres,  qui  ne  change  pas  quand  on 
permute  d'une  manière  quelconque  deux  ou  un  plus  grand  nombre 
de  ces  lettres.  Par  exemple, 

a  +  6,    a2  +  ab  +  b*,    a'  +  A"  +  c*  —  ab  —  bc  —  ca,     


sont  des  fonctions  symétriques. 

Toute  fonction  symétrique  entière  et  rationnelle  des  lettres  données 
est  la  somme  de  fonctions  symétriques  homogènes  de  ces  lettres. 

En  effet,  considérons  un  terme  quelconque  de  la  fonction 
donnée,  cette  fonction  doit  contenir  aussi  tous  les  termes  qui  se 
déduisent  de  celui-là  en  permutant  de  toutes  manières  possibles  les 
lettres  qui  entrent  dans  ce  terme,  entre  elles  ou  avec  les  autres 
lettres  données. 

Ainsi,  par  exemple,  si  la  fonction  contient  le  terme 

Aa263c5, 

A  étant  un  coefficient  numérique,  elle  contiendra  les  termes 

Aa3é*c*,    Ac*a365,     kd*b*c*,     

L'ensemble  de  tous  ces  termes  constitue  une  fonction  homogène 
et  la  fonction  symétrique  considérée  sera  composée  d'un  certain 
nombre  de  groupes  analogues;  elle  est  donc  la  somme  de  fonctions 
symétriques,  entières,  rationnelles  et  homogènes. 

On  nomme  fonction  symétrique  du  premier  ordre,  ou  fonction 
simple,  toute  fonction  symétrique,  rationnelle,  entière  et  homogène 
dont  chaque  terme  ne  contient  qu'une  lettre  ;  fonction  double  ou 
du  deuxième  ordre,  toute  fonction  symétrique,  rationnelle,  entière  et 
homogène  dont  chaque  terme  contient  deux  lettres,  et  ainsi  de 
suite. 

Les  sommes  des  puissances  semblables  sont  des  fonctions  du 
premier  ordre  ;  la  somme  des  produits  p  à  p  est  une  fonction  de 
l'ordre  p. 
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Nousallons  démontrer  que  toute  fonction  symétrique  rationnelle  et 
entière  des  racines  d'une  équation  algébrique  s'exprime  rationnellement 
en  fonction  des  coefficients  des  racines  de  cette  équation. 

Nous  considérerons  d'abord  les  sommes  de  puissances  sem- 
blables. 

CALCUL  DES  SOMMES  DES  PUISSANCES  SEMBLABLES  DES  RACINES 
DTNE  ÉQUATION  ALGÉBRIQUE 

S66.  Première  méthode.  —  Soient  a,b,ç, I  les  racines  de 

l'équation  f(x)  =  0  ;  et  soit 

sp  =  ar  +  b*+e>  + +  />, 

on  se  propose  de  calculer  sp  en  fonction  des  coefficients  de  f(x). 
On  a  identiquement  : 

n*)_  î.i  i  . 

d'où 

Si  l'on  suppose 

f{x)  =  A,*-  +  À,*— «  + +  A«, 

on  a  : 

1ËL  =  A,*-»-  +  (A,a  +  A,)x—  + 

+  (A,*  +  A,  a""'  + +  À,-,  a  +  A,)*"-"-'  + 

+  (A,a— »  +  A,  a»-*  + +  A«_,a  +  A.-,)  ; 

JŒL  s  Kxm-i + (Ao6  +  Ai)x»-. + 

+  (A,**  +  A,*»-1  + +  Ap_,  *  +  A,)*—'-'  + 

-MA,*— •  +  À,A-»+ +  À_-*  +  À—,); 


/^  s  A.*-'  +  (A,  /  +  A,)  a—  + 


+  (A,/"  +  A,  /»-'  + +  A,_,  /  +  A,)  *— -'  + 

+  (A,  /-'  -f  A,^-'  + +  A^,  /  +  A«_t). 
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Si  Ton  ajoute  toutes  ces  identités  membre  à  membre,  en  tenant 
«ompte  de  l'identité  (2),  on  obtient  : 

/-(x)  =  mA0^-|+(A0*l  +  mAJ^-ï+(A0*i+A^1+mAî)xw-»+... 

+  (A0sp -f  A^-i  + +  Am_i3t  +  m A^a^—p-1  -f 

+  (A0sw_i  +  AâsM_  + -f  Am-2*i  +  m  Am_â). 

Mais, 

f(x)  =  mA0xm-l+(m  —  ^A^-'-Hm  —  2)Aaar»"-8  + 

+  (m  —  jOApX"-*-1  + +  Am.,; 

par  suite, 

A**,  +  At  =  0, 

A0*t  +  A1*1+2A1  =  0, 

Ao  *3  +  Aâ  s2  +  A,  5â  +  3  A,  =  0, 


\<>$,  +  AjS,-!  +  A2si,-2  + +  A^  st  +  pAj,  =  0, 


AoSm-i  +  At  5,,,-.,  +  Aâ*m-i  + +  A*-»*,  +  (m  —  1)  Aw-i  =  0. 

Ces  formules,  dues  à  Newton,  donnent  successivement  *t,  sâ,  s8, 

jusqu'à  *m_i,  exprimées  en  fonctions  rationnelles  des  coefficients. 
Lorsque  A0=  l,  toutes  ces  sommes  sont  des  fonctions  entières 
des  coefficients  de  l'équation  proposée. 

Sommes  des  puissances  supérieures  à  m —  1.  —  Si  a  est 
racine  de  l'équation 

fl*)=0f 

a  est  aussi  racine  de  l'équation 

a*  f(x)  =  0, 

P  étant  un  entier  positif  quelconque. 
On  aura  donc, 

Aêa»+n  +  At <*«+*-*  +  kta™+*-*  + +  A„_i  aM-«  -f  A«a*  =  0, 

A0£"*fi*  +  At  *«+»*-«  +  A8  6»+*-»  + +  A^t  br+i  +  AwAifc=  0, 


A,  /*-*+  A4  /«+>-*  +  Ai  /«+*-*  + +  Aw-,  4*-»  +  A«  fr  =  0, 
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d'où,  en  ajoutant  membre  à  membre  : 

A0Sm+|i  +  AjS.n+n-i  +  A,  Vf^-j  + +  Aw-^Vh  +  A»^  =  0  (3) 

Cette  formule  de  récurrence  permet  de  calculer  s,*^,  quand  on 
connaît 


*«+*-*  »     *w+n-ii 


Or  on  a  calculé  sly  s„  .....  sm^k  ;  donc  on  aura  sm,  en  remarquant 
que  s0  =  m,  par  la  formule 

K**  +  A^-i  +  A^^-f- +  Aw-ist+  mAd  =  0. 

Connaissant  $m,  on  aura  ensuite  sm+u  en  remplaçant  p  par  1,  et 
ainsi  de  suite. 

La  formule  (3)  s'applique  à  des  valeurs  négatives  de  p,  pourvu 
que  l'équation  proposée  n'ait  aucune  racine  nulle  ;  on  pourra  donc 
encore,  par  le  même  procédé,  calculer  s_i,  s_i, #_,. 

D'ailleurs,  on  pourra  calculer  s_p,  en  cherchant  la  somme  des 
puissances  p  des  racines  de  l'équation  aux  inverses. 

En  résumé,  p  étant  positif  ou  négatif,  la  somme  s,  est  une  fonc- 
tion rationnelle  et  entière  des  coefficients  de  l'équation  f(x)  =  0, 
quand  on  suppose  le  coefficient  de  x"1  ramené  à  l'unité. 

Il  résulte  aussi  de  ce  qui  précède  que  si  l'on  connaît  *n  *„ iM, 

on  pourra  calculer  successivement  An  A,, Am  en  supposant 

connu  A0,  par  exemple,  en  supposant  A0=  i. 

567.  Deuxième  méthode.  —  1°  Occupons-nous  d'abord  des 
puissances  entières. 

Désignant  comme  plus  haut  les  racines  de  l'équation  f[x)  =  0 
par  a,  6, i,  on  a  identiquement  : 

4            1        a       a*  a?  a 

:  —  Z    «    15    i   3+ +  ^fT  +  ^+i 


x  —  a       x   '   x*       x*      "'"      x*+l       x^% 

11*6*  bP  B 

— - — =s -  +  -- -I- -4-  ....4-— -  4--i- 

x—b  X^  X*^  X*^ ^XH-I   T  xM-t 


1  1     .       I      .      P    .  .        fr        .         * 


(1) 


ï  —  ï"**"  ^"^ar3"^ +  a*>+i  +  x*+* 


«,  p, 1  désignant  des  fonctions  de  x,  ayant  chacune  une  limite 

finie  quand  x  augmente  indéfiniment. 
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On  en  déduit,  en  ajoutant  membre  à  membre  les  identités  (1)  : 

CM  =  ™  4.  fi  _L  ii4_  I      SJ.      1       g 

/"(a?)  ~  x  "^  #*  "*"  a^"1" "^  ^+l  T  **-«' 

a  désignant  la  somme  «  +  P  + +  *i  c'est-à-dire  une  fonction 

de  x  ayant  une  limite  finie  quand  x  augmente  indéfiniment.  Or,  en 
divisant  f  (x)  par  f(x)  et  en  ordonnant  l'opération  suivant  les 
puissances  décroissantes,  on  aura 

f{x)  ~  x  ^  Xe  ^  x*  "■" ^  x^1  ^  X*4'  W 

0  désignant  une  fonction  de  x  ayant  une  limite  finie  quand  x  aug- 
mente indéfiniment.  Mais  on  a  démontré  que  la  transformation 
précédente  n'est  possible  que  d'une  seule  manière  ;  donc  en  com- 
parant les  deux  membres  des  identités  (2)  et  (3),  on  a  : 

st  -=z  ci  j     *î  — -  £*i     Sp  z=-  £*• 

Ainsi  la  somme  sp  des  puissances  p  des  racines  de  l'équation 
algébrique 

A*)=o 
i 

est  le  coefficient  de  -^  dans  le  quotient  de  la  division  de  f'{x)  par 
/"(x),  ordonné  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x 

Corollaire.  —  La 

développement  de 


Corollaire.  —  La  somme  sP  est  égale  au  coefficient  de  -  dans  le 

x 


xpf'(x) 

TÊT' 

ordonné  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x. 

2°   Puissances   négatives.    —   On   trouve   d'une    manière 
analogue  *_,;  en  effet,  on  "a  identiquement 

1  1       x       x*  xp"1 

a  —  x       a       or       ar  ap 

1  1        x       x*  xP~l 


1  1       ar       a?8  ^~l 

II.  —  B.  H1IWBHOLOWWU.  —  ALaiDRB.  17 
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«,  |3, >  désignant  des  fonctions  de  x  ayant  des  limites  finies 

quand  x  tend  vers  zéro  ;  en  ajoutant,  on  obtient  : 

ff(x\ 

1,  \     =  *-i  +  s_i.x  +  s_3x*  + +  s-r*-*  +  vx*, 

/W 

cp  désignant  une  fonction  de  x  ayant  une  limite  finie  pour  x  =  0. 

On  en  conclut  comme  plus  haut,  que  la  somme  s~p  des  puissances 
d'exposant  —  p  des  racines  de  l'équation  f\x)  =  0,  est  égale  au 
coefficient  changé  de  signe  de  x*~l,  dans  le  quotient  de  la  division 
de  f[x)  par  /"(x),  ordonné  suivant  les  puissances  croissantes. 

1 

Corollaire.  —  La  somme  s_p  est  égale  au  coefficient  de  -  dans  le 

développement  de 

-m 

xt'f(x) 

suivant  les  puissances  croissantes  de  x. 
Application.  —  Soit 


m 


/■(x)  =  xm  —  1  ;    f'{x)  =  mxm~ly 

par  suite 

f'(x)   _  wjtw"1 vi         m  m 

f\x)  =  &*—i~  x  "^  x"»*1  ""*"  x1^    '   "■"  x*»^1 

De  même 

. —  f  (x)         7)lXm~~* 

J,  \  '  =  -. ==7nxm-l  +  mxim-i+  wj^-M- +  wix*«-|+... 

f(x)  1  —  "X  il  II 

Il  en  résulte  que  s^,  a  pour  valeur  m  ou  zéro,  suivant  que  le 
nombre  positif  ou  négatif/?  est  ou  n'est  pas  un  multiple  de  m. 

CALCUL  DES  FONCTIONS  SYMÉTRIQUES  ENTIÈRES  DES   RACINES 
D'UNE  ÉQUATION  ALGÉBRIQUE 

568.  Fonctions  symétriques  du  second  ordre.  —  Soient 
a  et  (3  deux  nombres  entiers  donnés;  nous  cherchons  la  somme 

étendue  à  toutes  les  lettres  a,  bjCy L 
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On  sait  calculer  *«  et  sp  ;  considérons  les  identités 

sa=  a«+  b*+  c*+ +  /% 

*?  =  fl4  b?+  c?+ +  &• 

Si  Ton  multiplie  membre  à  membre,  on  aura  : 

s*.sp  =  (a«  +  *«+ +  frj  (a?  +  fo  +  A?  + +  #). 

Or  le  second  membre  est  la  somme  des  termes  tels  que 
a«+?,     6«+?,     /«+? 

et  des  termes  obtenus  en  multipliant  de  toutes  les  façons  un  terme 
de  la  première  somme  par  un  terme  différent  de  la  seconde. 
Mais  cette  seconde  partie  du  produit  est  précisément  la  somme 

2«a^p,  donc, 

d'où 

2  a*  6?  =  .v«s?  —  s«+?. 

569.  Fonctions  symétriques  tripies.  —  Soit  à  calculer  la 
fonction  symétrique 

2  aa  *?  ct. 

On  a 

sa=z  a*  +  6«+  c*-f-  ••••••  '*> 

sp=  a?  +  *•*  +  c?  + #, 

Multiplions  membre  à  membre:  le  produit  des  premiers  membres 
est  égal  à  s*.sp.sr  Pour  faire  le  produit  des  seconds  membres,  on  doit 
prendre  de  toutes  les  façons  un  terme  dans  chacun  d'eux  ;  or  1°  on 
peut  prendre  une  puissance  de  la  même  lettre;  on  aura  ainsi  la 
somme 

2a"+H-7    ou    «a+M-ri 
2°    on  peut  prendre  deux  fois  la  même  lettre,  on  aura  ainsi 
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trois  sommes  distinctes,  savoir  : 

£aa+?.6-,    2flM"T-*tt    et    2Jarf«.A?; 

3°  enfin,  on  peut  prendre  chaque  fois  trois  lettres  distinctes  et  la 
somme  des  produits  ainsi  composés  est  précisément  la  somme 
cherchée 

On  a  donc  : 
Mais  d'après  ce  qui  précède 

donc  : 

570.  Fonctions  symétriques  d'ordre  p.  —  La  méthode  pré- 
cédente est  générale.  Supposons  en  effet  qu'on  sache  calculer  les 
fonctions  d'ordre  p  —  1,  je  dis  qu'on  pourra  calculer  une  fonction 

d'ordre  p.  Soient  en  effet  p  nombres  entiers  donnés  «,  p,  7, $; 

écrivons  les  identités 

saz=a*-\-ba  +  c*  + +  T 

sp  =a*  +  tf  +  c*  +  ..... +  P 
sT  =aT  +  6T  +  cT  + +  P 


*,  =  a6  +  *•  +  c6  + +  t. 

Si  Ton  multiplie  membre  à  membre,  le  produit  des  seconds  mem- 
bres comprendra  la  somme  cherchée  2a"  *p  c1 /"•  et  en  outre  un 
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certain  nombre  de  fonctions  symétriques  d'ordre  au  plus  égal  à 
p  —  1,  et  par  suite  déjà  connues;  donc  en  égalant  le  produit  à 
s*  S} .?*,  on  obtiendra 


*«  * 


>*  *3 


st=zla*b? /••  +  ». 


S  désignant  une  somme  de  quantités  que  l'on  sait  toutes  exprimer 
en  fonction  rationnelle  des  coefficients  de  l'équation  ;  donc  la  pro- 
position est  établie. 

Mais  il  reste  à  examiner  le  cas  où  quelques  uns  des  exposants 
«,  P,  7, 0  sont  égaux  entre  eux. 

Considérons  par    exemple  2a*^ï    Sl   "  devient  égal  à  3,  les 

termes  tels  que  a*b*  et  b*  a?  deviennent  égaux  à  a*  b*  de  sorte  que 
tous  les  termes  de  la  somme  considérée  deviennent  égaux  deux 
à  deux  ;  par  suite 

2«"*' =  |  [M1 -*..]*; 

de  même  si  «  =  3  =  7,  les  termes  de  2  «a  *?  <*  sont  égaux  3  !  à  3  ! 
à  a"  b*  c*,  de  sorte  que 

2a«  b-  c*  =  ^  (si  —  3**  *.  +  2  53a) 

et  ainsi  de  suite. 

Enfin    nous    remarquerons  que   la   méthode  que   nous  avons 
employée  ne  suppose  pas  que  les  exposants  «,  P,....  soient  positifs. 

571.  Poids  d'une  fonction  symétrique  entière,  rationnelle  et  homo- 
gène de»  racines  de  l'équation 

*"  +  Pi*"-'  +Pt^m"2  +  +  /V-,  *  +P.  =0. 

Si  Ton  considère  un  produit  de  la  formo 

on  appelle  poids  de  cette  expression,  la  somme  des  produits  de  l'indice  de  chaque 
facteur  par  son  exposant,  savoir  : 

*i+  2»t+  (»»-*)*— i+«*u. 
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Si  Ton  considère  les  formules  de  Newton  : 

*i+Pi  =  0 

*s+Pi*»  +  P«*i  +  3p3=0,etc. 

on  reconnaît  immédiatement  que  l'expression  de  sm  au  moyen  deplT  pt p*e>l 

composée  de  termes  ayant  tous  le  même  poids  égal  à  a.  11  suffit  de  remarquer  que 
la  proposition  est  vraie  par  a  =  i,car  si=z—pi  et  pour  a  =2,  puisque  st=p|  —  2pt. 
Si  on  l'admet  pour  a=  k,  elle  sera  vraie  pour  a  =  k  -f  1,  car  on  a  : 

'k+x  +  Pl°k  +  P*sk-t+ =°. 

Or,  le  poids  de  sk_H  est  égal  à  k  —  n,  le  poids  du  produit  p   .  f  ^_M  est  évidemment 
*  -f  i  ;  donc  *ft , ,  est  la  somme  de  termes  de  poids  égal  à  k  +  1. 
On  en  conclut  que 

%a*b?ct  =  9(pllPt pj9 

tous  les  termes  de  la  fonction  ?  étant  de  même  poids  égal  à 

«  +  P+T- 

D'ailleurs  si  l'on  multiplie,  chaque  racine  de  l'équation  par  un  nombre  arbitraire 
A,  p,  sera  multiple  par  kf  pt  par  Arf,et  ainsi  de  suite,  donc 

?(Pi.p«.  •••  Pj 
deviendra 

©(Pi*,  P«**t  ..-.pwH 
Mais 

sera  multiplié  par  *«+^Hr,  donc 

V  (Pi  ^  P. k\...km  pm  )  =  **+>+?  ?(p„  ft....  Pjf|)> 

Or  Jfc  est  arbitraire  ;  il  en  résulte  évidemment  que  tous  les  termes  de  ?  ont 
un  même  poids  égal  à 

«  +  P+T. 

car  chaque  terme  est  multiplié  par  k" ,  tn  étant  son  poids. 
Application.  —  Soit  à  calculer  la  fonction  : 

V=  a{b  —  <?)■  -f  &  (c  -a)1  +  c  («-  &)1, 
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a,  b,  c  étant  les  racines  de  l'équation 

La  fonction  V  a  évidemment  un  poids  égal  à  3  ;  donc  on  a 
V  =  A/>Ï  +  BplPt  +  C/)3, 

A,  B,  C  étant  des  coefficients  inconnus,  mais  indépendants  de  pu  pt,Ps- 
Or  si 

pf  =1)3  =  0, 

on  a  évidemment  V  =  0,  donc 

À=0. 

Si  p3  =  0,  Téquation  se  réduit  à 

x*  +jo,*l  +  Pt*=0, 

elle  a  une  racine  nulle  ;  soit  a  =  0,  alors 

b  +  c  =  — pt      bc  =  Pi 
V  =  bc*  +  cô*  =  Ac  (6  +  c)  =  p,p, , 

donc 

B  =  — 1. 

Pour  calculer  C,  prenons 

p,=-3     pt  =  3     p3=-l, 

les  trois  racines  sont  égales  à  1  et  V  =  0. 
Donc 

9—  C  =  0    ou    C=9, 

et  par  suite, 

V  =  9p,—  ptPt. 

C'est  ce  que  l'on  peut  vérifier.  En  effet  : 

V  =  ab%  +  ac*  -f  6c»  +  6a»  +  ca1  -f  c6»  —  6a6c, 
c'est-à-dire 

V=S  a^  +  Sp,; 

or 

206»=*,*!  —  *3> 
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mais 

*i  =  —  Pi»     *t=p]—  tyt,    ^4-PA  +  ft»!  +3p,  =  0, 
donc 

*  =  —  P?+  3/>ift  — 3p3 

par  suite 

2a6*  =  — Ptft  +  *fti 
et  enfin 

V  =  —  PiPî  +  9p,. 
Remarque.  —  Soit 

2*6»cï  =  f(ft.A P.V 

Si  Ton  désigne  par  <rA  la  somme  des  produits  kkk  des  lettres  autres  que  6,  on  a 

—  Pi  =  «  4-  *i 
Pt  =  *• i  4-  «i 

—  A  =  a»!  +  «I ..  etc., 

par  suite  chacune  des  lettres  />,,  pt pm  est  du  premier  degré  par  rapport  à  <i; 

on  en  conclut  aisément  que  Tordre  de  la  fonction  f(pit  p, pm)  par  rapport  aux 

lettres  pu  pt, pm  est  égal  au  plus  grand  des  nombres  a,  p,  ?.. 

D'après  cela,  on  pouvait  écrire  à  priori  que  la  fonction  précédente  est  de  la  forme 

V  =  B/>,  a  4-  CftT 

car  elle  est  du  second  ordre,  en  même  temps  que  son  poids  est  égal  à  3. 

572.  Fonctions  symétriques  fractionnaires  rationnelles. 

—  Considérons  le  quotient  de  deux  fonctions  entières  de  plusieurs 
lettres  et  supposons  que  ce  quotient  ne  change  pas  quand  on  per- 
mute deux  lettres  quelconques.  Supposons  que  Ton  ait  : 

il  n'en  résulte  pas  nécessairement  que 

f(x,y)  =  f(y,x) 
et 
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Ainsi,  par  exemple,  la  fonction 

x»  —  y* 

est  symétrique  sans  que  les  deux  termes  le  soient,  puisque 

*■  —  ys  =  —  Cy3  —  «•) 

et 

Dans  cet  exemple,  les  deux  termes  de  la  fraction  ont  un  facteur 
commun  x  —  y.  Après  suppression  de  ce  facteur  commun,  on 
obtient  la  fraction 

**  +  *y  +  y* 
*  +  y 

dont  les  deux  termes  sont  symétriques. 

D'une  manière  générale,  on  peut  démontrer  que  toute  fraction 
rationnelle  symétrique  irréductible  est  le  quotient  de  deux  polynômes 
symétriques. 

Cette  proposition,  que  nous  établirons  plus  loin,  étant  admise, 
nous  pouvons  énoncer  ce  théorème  : 

Toute  fonction  symétrique  rationnelle  des  racines  dune  équation 
algébrique  est  une  fonction  rationnel  le  des  coefficients  de  cette  équation. 

EXERCICES 

1.  Soient  x  et  z  deux  racines  quelconques  de  l'équation 

x*  -f  px  -{-  q  —  0  : 
former  les  fractions  symétriques 

S=.  SJ.  S?- 

Mêmes  questions  pour  une  «équation  quelconque, 

2.  Étant  donnée  l'équation 

x*  -f  nx*  -{-  px*  +  qx  +  r  =  0 
ayant  pour  racines  :  a,    p,    y,    8.  On  pose  : 

xt  =  ap  -f  T8,    #t  =  «y  +  PS,    *,  =  «8  +  pT. 

Calculer  les  fonctions  symétriques  : 
A  =  *i  +  .r,  -f  rs,     B  rr-Tyr,  -f  ar,x,  -f  T,.r4  -f  #trs  -f  x&k  -f  krj.r4l    C  =  x&jr» 
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On  trouve  : 

À  =  -/> 

G  =  S  «  W  +  S  «'PV  =  «fr«  -2  «•  +«■  fr  v*f  2  ;■» 

d'où 

L'équation  ayant  pour  racines  xu  xtJ  x3  est  donc  la  suivante  : 
x*  +  px%  -f  (ng  —  4r)  r  -f-  fl1  -f*  n*r  —  4jw  =  0. 

3.  Étant  donnée  l'équation 

x*  -f  px  +  g  =  0 

dont  les  racines  sont  a,  p,  y,  calculer  la  somme 

(«•-pT)"+(P'-T«)n  +  (ïl -«?)"• 
On  remarquera  que 

«*  -PY  =  PI  +  PY  +  Yt  =Jzr!f  =  P-' 

4.  Calculer  la  fonction  symétrique 

«f(P  -  Y)1  +  P1  (Y  -  «)f  +  Y*(«  -  M». 

a,  p,  y  étant  les  racines  de  l'équation 

x*  -\-  px  -\-  q  =  0. 

6.  Calculer  la  somme  des  puissances  a  des  différences  deux  à  deux  des  racines  de 
l'équation  f  (x)  =  0. 
Appliquer  à  l'équation 

x9  -f-par-f  g=0 

en  supposant 

a  =2    et    a=4. 

On  considère  la  fonction 

9n  («)=(*  -  a)n  +  (r  _  ô)'1  + +  (r  -/)* 

a.  6, J  étant  les  racines  de  l'équation  f[x)  =  0,  et  l'on  calcule 

?(«)  +  »(«  + +  9(0- 

On  voit  que  cette  somme  est  nulle  si  n  est  impair,  et  que  tous  ses  termes  sont  doublés 
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si  n  est  pair.  On  obtiendra  ainsi,  «  étant  pair  et  égal  à  2  B, 

2  (a  -  *)•>  =  *,.  »M  -  p.  »,  *t?_,  +  21M=D  H  St?_,  _ 

+(-^2p(V?:^+%.*)' 

«A  désignant  la  somme  de  puissance  A  des  racines  a,  6,...  /. 

7.  Former,  à  l'aide  des  calculs  du  n°  6,  l'équation  ayant  pour  racines  les  carrés  des 
différences  : 

(rt-ô)«,  (6-c)*,(c-a)» 

des  racines  de  l'équation 

x*  -f  p  x  -f  q  =  0. 

8.  Étant  donnée  l'équation 

je*  —  a,  ,rm-,  +  a,  *m-2  + ...  +  (-i)m  am  =  0» 

montrer  que  toute  fonction  symétrique  des  différences  des  racines  prises  deux  à 
deux,  soit 

?(«i»«tî am) 

vérifie  l'équation 

2)  a  Do  D© 

m  —  +  (m  -  1)  <i,  J-  +  (m  -  2)  a,  _—  + =  0. 

o<ii  ô  a%  v  a5 

—  On  remarquera  que  la  fonction  s  ne  doit  pas  changer  si  l'on  augmente  toutes  les 
racines  d'un  môme  nombre  arbitraire  /  ;  mais  a<  est  alors  augmenté  de  m  ^  a,  est 
augmenté  de 

(— i)^+=*fjr)'' 

et  ainsi  de  suite  ;  donc 

9  (4,  a»  ».  ûj  =  9  («i  +  m  *.  «■+  (»»-  «  ^  <  -fm(^~1}  <«, ) 

etc. 

9.  Trouver  les  sommes  des  puissances  nk  des  racines  de  l'équation 

T*n+pr,n+q  =  0 

h  étant  entier. 

(Pellet.) 

10.  On  nomme  fonction  alternée  des  lettres  a,  6,...  /  toute  fonction  qui  change  de 
signe  sans  changer  de  valeur  absolue  quand  on  permute  deux  lettres  quelconques, 
par  exemple  : 

a«— 6»  =  — (P-a1). 
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Montrer  qu'une  fonction  alternée  entière  de  a,  6, /  est  égale  an  produit  des 

différences 

[a-b)(a-c) (*-/) 

de  ces  lettres  prises  deux  à  deux,  multiplié  par  une  fonction  symétrique  des  mêmes 
lettres. 
On  remarquera  d'abord  que  l'identité 

/*(«.  M l)=-f{b,a,c 0 

donne 

f(<*,a,c, C=  0; 

donc 

f{*,  à, 0 

est  divisible  par  b  —a,  etc. 


CHAPITRE    III 
DIVISIBILITÉ     ALGÉBRIQUE 

573.  Conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'an 
polynôme  entier  f(x)  soit  divisible  par  un  second  poly- 
nôme entier  f(x). 

Théorème.  —  Pour  que  f(x)  soit  divisible  par  ?(j?)  il  faut  et  il 
suffit  que  f(x)  contienne  chacun  des  facteurs  premiers  appartenant  â 
tf  (x)  avec  un  exposant  au  moins  égal;  de  sorte  que  si  <?(x)  est  divisible 
par  (x  —  a)",  f(x)  soit  divisible  par  (x  —  a)"4*'  a  étant  positif  ou  nul. 
En  effet,  si  y  (a?)  divise  /(x),  on  a  identiquement 

f(x)  désignant  un  polynôme  entier.  Supposant  f{x)  divisible 
par  (x  —  a)",  de  sorte  que 

?(x)  =  (x—a)*?t{x); 
on  aura 

fl*)  =  te- a)«  fl  («)#(*), 
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donc  f(x)  est  divisible  par  (x  —  af.  Si  +  (x)  est  divisible  par  (x  —  a)*', 
de  sorte  que 


on  aura 


Ax)s(«-o)^f1(i)*,W, 


par  suite  x  —  a  appartient  à  /*(x)  avec  un  exposant  au  moins 
égal  à  «.  On  peut  répéter  le  même  raisonnement  pour  chacun  des 
facteurs  premiers  de  y  (x);  donc  si 

f[x)  =  A  (x  —  af  (x  —  6)? (x  *-  /)\ 

pour  que  f(x)  soit  divisible  par  y  (x),  il  /an/  que  Ton  ait  : 

f(x)  =  (x-af+*'(x  -  b)»* (x  -  lf*fg(x), 

«',  p', V  étant  des  entiers  positifs  ou  nuls  et  f(x)  un  polynôme 

entier.  Les  conditions  énoncées  sont  donc  nécessaires. 

Je  dis  qu'elles  sont  suffisantes.  En  effet,  si  ces  conditions  sont 
remplies  on  peut  écrire  l'identité  précédente  ;  or  on  en  déduit  : 

f[x)  =  ?  (or),  i  (x  -  af  (x  -  Vf (x  -  If  A  (x), 

c'est-à-dire 

A*)  =  *(*)-*(*). 

^(x)  désignant  un  polynôme  entier. 

Inversement,  powr  çwe  y  (x)  divise  f[x)  il  faut  et  ilsuffit  que  9  (x)  ne 
contienne  aucun  facteur  premier  étranger  à  y(x),  ni  aucun  facteur 
appartenant  à  f(x),  avec  un  exposant  plus  grand  que  dans  f(x). 

Effectivement  cet  énoncé  n'est  qu'une  autre  forme  du  précé- 
dent. 

Corollaire.  —Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  tout  polynôme  qui 
divise  f(x),  divise  tous  les  multiples  de  f(x),  c'est-à-dire  divise 
f(x).  6  (x),  0  (x)  désignant  un  polynôme  entier  arbitraire. 

574.  Application  de  la  décomposition  des  polynômes 
en  facteurs  premiers  à  la  recherche  du  plus  grand  com- 
mun diviseur  ou  du  plus  petit  commun  multiple. —  Soient 

f  (x),  /*,  (x),  fn(x)  n  polynômes  entiers  supposés  décomposés 

en  facteurs  premiers.  Tout  polynôme  ?  (x)  divisant  /(x)  ne  peut 
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contenir  d'autres  facteurs  premiers  que  ceux  de  f(x)  :  donc  deux 
cas  peuvent  se  présenter. 

i#  Les  polynômes  donnés  n'ont  aucun  facteur  premier  commun. 
Alors  aucun  polynôme  entier  ne  peut  les  diviser  en  même  temps, 
les  polynômes  donnés  sont  premiers  entre  eux. 

2°  Les  polynômes  donnés  ont  des  facteurs  premiers  communs. 
Soient  : 

j»  —  a,  x  —  6,  x— -  c, x —  / 

ces  facteurs  communs,  et  supposons  : 

ft  (x)  s  (x  -  ««)•■  (x  -  h)*{x-c)* (x  -  J)V  fl  (x) 


/„  (x)  =  (x-  a)*»(x  -ô)?»(x-c)T» (x-  i)S«W- 

Tout  diviseur  commun  de  ces  polynômes  ne  pourra  contenir 

aucun  facteur  différent  de  x  —  a,  or  —  ft, x  —  Z,  ni  l'un  de  ces 

facteurs,  x  —  a  par  exemple,  avec  un  exposant  supérieur  au  plus 

petit  des  exposants  «„«,, «,»;  cela  résulte  immédiatement  du 

théorème  précédent.  Par  suite,  un  diviseur  commun  est  néces- 
sairement de  la  forme 

A(x-*f(x-bf (*-/)\ 

A  étant  une  constante  et  «'  étant  au  plus  égal  au  plus  petit  des 

exposants  «,,  «„ a„;  p'  étant  de  même  au  plus  égal  au  plus  petit 

des  exposants  gâ,  P„ pn  et  ainsi  de  suite. 

Réciproquement  tout  polynôme  de  cette  forme  est  un  diviseur 
commun;  donc  on  aura  le  diviseur  du  plus  haut  degré,  c'est- 
à-dire  le  plus  grand  commun  diviseur  des  polynômes  proposés,  en 
prenant  «'  =  «,  (J'  =  p,  .....  V  =  \,  «  désignant  les  plus  petits  des 

nombres  «„  «it «n,  etc.  On  a  donc,  à  un  facteur  numérique 

près, 

A  =  (x  —  a)a  (x  —  *)? (x  —  Z)\ 

À  désignant  le  p/us  grand  commun  diviseur  cherché. 

En  partant  de  cette  formule  on  démontre  immédiatement  les 
propositions  suivantes,  que  nous  avons  déjà  établies. 

Tout  polynôme  D  qui  divise  plusieurs  polynômes  fr   f% /„ 
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divise  leur  plus  grand  commun  diviseur  A;  et  les  quotients  des  poly- 
nômes donnés  par  D  ont  pour  plus  grand  commun  diviseur  le  quotient 
de  A  par  D. 

Quand  on  multiplie  plusieurs  polynômes  entiers  par  un  même  poly- 
nôme, les  produits  obtenus  ont  pour  plus  grand  commun  diviseur  le  pro- 
duit de  A  par  le  polynôme  multiplicateur. 

Quand  on  divise  plusieurs  polynômes  par  leur  plus  grand  commun 
diviseur,  les  quotients  obtenus  sont  premiers  entre  eux ,  et  réciproque- 
ment,  etc. 

575.  Plus  petit  commun  multiple  de  deux  ou  plusieurs 
polynômes.  —  On  appelle  plus  petit  commun  multiple  de  plusieurs 
polynômes  donnés,  le  polynôme  du  plus  petit  degré  possible  divisible 
par  tous  les  polynômes  donnés. 

En  raisonnant  comme  pour  le  plus  grand  commun  diviseur,  on 
voit  aisément  que  tout  multiple  de  plusieurs  polynômes  donnés 
devant  contenir  tous  les  facteurs  appartenant  à  chacun  des  poly- 
nômes, on  aura  la  formule  des  multiples  communs  en  multipliant 
entre  eux  tous  les  facteurs  premiers  appartenant  à  chacun  des 
polynômes  affectés  de  leurs  plus  forts  exposants  et  en  multipliant 
le  produit  obtenu  par  un  polynôme  entier  arbitraire. 

D'où  il  résulte  que  le  multiple  commun  du  plus  faible  degré, 
c'est-à-dire  le  plus  petit  commun  multiple,  est  égal  au  produit  de  tous  les 
facteurs  premiers  appartenant  aux  polynômes  donnés,  affectés  chacun 
de  son  plus  fort  exposant. 

Il  résulte  de  là  que  tout  multiple  commun  des  polynômes  donnés , 
est  un  multiple  de  leur  plus  petit  commun  multiple. 

On  démontre  encore  aisément,  en  ayant  égard  à  la  composition 
du  plus  petit  multiple,  que  les  quotients  des  plus  petits  multiples 
de  plusieurs  polynômes  par  ces  polynômes  sont  premiers  entre  eux. 

576.  Polynômes  homogènes  à  deux  variables.  —  On  étend 
immédiatement  la  théorie  précédente  à  des  polynômes  homogènes 
à  deux  variables.  Il  suffit  de  remplacer  les  facteurs  premiers  de  la 
forme  x  —  a  par  les  facteurs  linéaires  ax  +  (fy  dans  lesquels  on 
peut  décomposer  un  polynôme  homogène  à  deux  variables. 

577.  Application.  —  Soient  : 

/iW  =  (*  -  "Y  (*  -  bf  (x  _  c)  (x  -  df 
/;  (*)  =  [x  —  a)  {x  -  bf  [x  —  df 
f>(x)  =  (x-aY(x-b)>(x-c) 

Le  plus  grand  commun  diviseur  de  ces  polynômes  est 
A=(ar—  a){x—  b)* 
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et  leur  plus  petit  commun  multiple  est  donné  par  la  formule  : 

p  =  {x  —  a)B  {x  —  à)'  (x  —  c)(x  —  d)« 

578.  Théorème.  —  Soient  ft(x)  =  0  et  f(x)  =0  deux  équations  à 
coefficients  numériques.  Si  les  polynômes  f(x)  et  y  [x)  ont  un  plus  grand 
commun  diviseur  $  (x),  l'équation  f(x)  =  0o  pour  racines  les  racines 
communes  aux  équations  proposées. 

En  effet,  ^  [x]  est  le  produit  des  facteurs  premiers  communs  à 
f[x)  et  à  f  (x).  On  peut  ajouter  d'ailleurs  que  chaque  racine  com- 
mune appartiendra  à  l'équation  $(x)  avec  un  degré  de  multiplicité 
égal  au  plus  petit  des  degrés  correspondants  aux  deux  équations. 

Si  les  polynômes  f(x)  et  y  [x)  sont  premiers  entre  eux,  les  équa- 
tions n!ont  aucune  racine  commune. 

Par  suite,  étant  donné  deux  équations  : 

rt*)  =  o.r(*)  =  o 

à  coefficients  numériques  ;  pour  chercher  si  elles  ont  des  racines 
communes,  on  cherchera  si  les  polynômes  f(x)  et  ?  (x)  ont  un  plus 
grand  commun  diviseur  :  on  appliquera  la  méthode  des  divisions 
successives  (68). 

Si  les  polynômes  sont  premiers  entre  eux,  les  équations  consi- 
dérées n'ont  aucune  racine  commune;  si  au  contraire  on  trouve  un 
plus  grand  commun  diviseur  $  (x)  et  si  Ton  peut  résoudre  l'équa- 
tion $(x)  =  0,  on  connaîtra  les  racines  communes. 

579.  Théorème.  —  Soient  f(x,  y)  et  ?(#,  y),  deux  polynômes 
entiers  en  x  et  en  y  et  supposons  que,  quelle  que  soit  la  valeur  arbitraire 
y0,  les  deux  équations 

A*,yJ=0ff(*,yJ=0 

aient  au  moins  une  racine  commune;  je  dis  que  dans  cette  hypothèse y 
on  peut  trouver  un  polynôme  entier  en  x  et  y  divisant  exactement 
f{x}  y)  et  ?  [x,  y). 

En  effet,  les  deux  polynômes  f(x9  y0)  et  y  (#,  y0)  ont  un  plus 
grand  commun  diviseur  que  nous  obtiendrons  par  des  divisions 
successives;  les  coefficients  de  ce  plus  grand  commun  diviseur 
n'étant  pas  nécessairement  entiers  par  rapport  à  y0,  il  est  de  la  forme 
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+  (x>  Uo)  étant  un  polynôme  entier  par  rapport  à  x  et  y0,  et  0(yo)  un 
polynôme  entier  par  rapport  à  y0. 

Supposons  que  y0  ne  soit  pas  racine  de  l'équation  0  (y)  =  0;  on 
aura  : 

r^™-  e(yo)  x  My0)  ' 

/i  (*>  ïo)  étant  un  polynôme  entier  en  x  et  y0  et^  (y0)  un  polynôme 
entier  en  y0  ;  on  aura  par  suite 

P(.y«)  A*,  y<>)  —  +(jr,  y0)  /;  (x,  y0), 

F  (y0)  étant  entier  par  rapport  à  y0. 
On  trouvera  de  la  même  maniée 

* (yt)  ? (jv  y0)  =  * (-Tt  y») ?,  (j',  y*Y 

*(y<>)>  fiO*"»  y<>)  étant  des  polynômes  entiers.  Ces  identités  ont  lieu 
quel  que  soit  x  et  aussi  quel  que  soit  y0,  pourvu  toutefois  qu'on 
suppose  F (y0)  et  ♦  (y0)  différents  de  zéro;  elles  sont  donc  vérifiées 
pour  une  infinité  de  valeurs  de  y,  et  par  suite  elles  sont  vraies  quel 
que  soit  y,  de  sorte  qu'on  peut  écrire  : 

♦  (y)  f(*>y)  =  *(*>»)?!  (*>y)- 

Si  l'on  suppose  que  $  {x,  y)  soit  premier  avec  F  (y)  et  avec  4»  (y), 
j:  ayant  une  valeur  quelconque  x0,  on  voit  que  A  (.r,  y)  est  alors 
divisible  par  F  (y)  et  pt  {x,  y)  par  *  (y),  de  sorte  que  l'on  aura 

f{*>  y)  =  *[<*>»)&(*,  y) 

?(4rvy)=+(jrf  Sfjf^JP,  y), 

A  (x»  y)  et  ?i  (•*»  y)  étant  des  polynômes  entiers. 

Supposons  en  second  lieu  que  F  (y)  par  exemple  ne  soit  pas  pre- 
mier avec  ^(.r,  y),  alors  x  étant  regardé  comme  une  constante, 
F  (y)  et  $(x,  y)  auraient  un  plus  grand  commun  diviseur  l)(y)  et 
Ton  pourrait  poser 

*(*,y)  =  D (y).  *,(*»»)  • 
F(y)SD(y).Ft(y), 

II.  —    B.  MKWKMLOWtfcl.  AI4BMS.    -  18 
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et  par  suite 

F,  (y) /(*,  y)  «+.(*.»)•  AI*,  y) 

♦  (y)  ?(*,»)  =  *«(*'  v)-  lf,(*.y)-i>W]- 

Si* (y)  n'est  pas  premier  avec*,  (x,y),  on  fera  une  transformation 
analogue;  on  obtiendra  dans  tous  les  cas  un  polynôme  entier  en 
x  et  y  divisant  f(x,  y)  et  ?  (x,  y). 

EXERCICES 

1.  Si  a,  b,  c,  d  désignent  des  nombres  entiers  et  positifs,  les  polynômes 

/>(*)  ==  (1  +  *)«**  +  (1  +  *>,H4  +  (»  +  ')fc+* 

sont  divisibles  par 

*»  +  *  +  l.  - 

2.  Dans  les  mêmes  conditions,  le  polynôme 

iw^j'+x^  +  ^  +  J**1 

est  divisible  par 

,ra  +  #t  +  x  +  i. 

(Laurent). 


3.  Le  polynôme 


est  divisible  par 


4.  Prouver  que 


est  divisible  par 


jr(*  +  l)(*r  +  i). 


si  m  est  impair  et  non  divisible  par  3. 
5.  Prouver  que 

M— i 

(.r  +  j/f  -  *'"  -  y'"  -  S(*  +  y) («y)   * 


Digitized  by 


Google 


KAUNES  ÉGALES  *J5 

est  divisible  par 


m  =  3(2/t  +  i). 


(Caocby). 


6.  Soient  />  et  y  deux  entiers  premiers  entre  eux  ;  un  a  : 

1  +  **  +  jA»  +  ...  +  jp'J-'ij»     ,  i  +  **  +  j*  -f  ...  +  ^'",)' 


1+*  +  ^  +  ...+  Jr«-f  1  +  a-  +  **  +  ...  +  a* 

X  étant  un  polynôme  entier.  Trouver  les  coefficients  île  X. 
—  On  part  de  l'identité 

1  —  JC1"1 
X  =  (l-;r). 


=  X, 


(l-.r')  (!—*♦) 


Application  numérique  :  />  =  7,  ç  =  5. 

E.  Catalan. 


CHAPITRE    IV 
RACINES  ÉGALES 

880.  Nous  connaissons  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  que  a  soit  racine  d'ordre  «  de  multiplicité  de  l'équation 
f[x)  =  0;  rappelons  ces  conditions,  qui  sont  les  suivantes: 

f(a)  =  0,  f  («)  =  0,  r  W  =  0 /(«-1>  W  =  0,  /»  (a)  *  0; 

il  en  résulte  immédiatement  ce  théorème  : 

Toute  racine  (Tordre  «  de  ïéqualion  f[x)  =  0  es*  racine  d'ordre 
*  —  1  de  l'équation  f1  (x)  =  0,  ef  réciproquement. 

Plus  généralement  si  a  est  racine  d'ordre  %  de  l'équation  /r(a?),==0, 
il  est  racine  d'ordre  «  —  />  de  l'équation  /ti»>  (jr)  =  0,  en  supposant 
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581.  Démonstration  directe.  —  Soit 

M  =  [x  —  aYf[xh  (i; 

frétant  un  polynôme  entier  non  divisible  par  x —  «,  de  sorte 
que  f  Vi)  soit  différent  de  zéro.  On  déduit  de  l'identité  (1)  : 

f  (*!  =  *  Or  —  «  r~l  ç  (*)  +  (*  —  T  ?'  M  *  - 
ou 

/»  =  (x  —  a)*-1  [«r(jr)  +  ^  -  a)  /  (*)].  i2) 

Pour  x  =  a,  le  polynôme  placé  entre  crochets  se  réduit  à  «f  n 
qui  est  différent  de  zéro  ;  donc  ce  polynôme  n'est  pas  divisible  par 
x  —  a;  on  en  conclut  que  f'{x)  est  divisible  par  (x  —  a)»-1  et  pas 
par  (r  —  a):  Ce  qui  démontre  la  proposition. 

Mais  l'identité  (2)  a  d'autres  conséquences  que  nous  allons  met- 
tre en  évidence. 

1°  Quand  x  atteint  et  dépasse  le  nombre  a  supposé  réel,  le  rapport 

r(x) 

~~  passe  de  —  oo  à  -f-  °°  î  c'est  ce  que  nous  avons  déjà  établi 

(451.  Rem.  III). 
2°  De  l'identité  (2)  on  tire 


=1=  a  ■ 


donc,  quand  r  tend  vers  a, 

/-.r) 

582.  Théorème.  —  Le  plus  grand  commun  diviseur  d'un  polynôme 
f(x)  et  de  sa  dérivée  f  \x)est  égal  au  produit  de  tous  les  facteurs  premiers 
de  f(x),  Cexposant  de  chacun  d'eux  étant  diminué  d'une  unité. 

Soit 

f(x)  ~  A0  (x  -  a)-  (x  -  by (.r  -  l)\  (\) 

D'après  le  théorème  précédent,  on  a 

f  (x)  =[x-  a)*-1  .  (x  -  4)?-' (x  -  J)v-i.  f  w       pj 
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?  (x)  étant  un  polynôme  entier  en  x  n'admettant  aucun  des  fac- 
teurs de  /"(#),  et  par  suite  premier  avec  f(x).  Il  convient  de  remar- 
quer que  la  formule  (2)  est  générale  ;  si  a  =  1  par  exemple,  f  (x) 
n'est  pas  divisible  par.r  —  a;  or  (x  —  a)*-1  se  réduit  alors  à  (x  — a)1""1 
ou  (x  —  a)0  que  Ton  remplace  par  1  ;  et  il  en  sera  de  même  pour 
chacun  des  exposants  qui  serait  égal  à  l'unité,  de  sorte  que  si 
f(x)  =  0  n'a  que  des  racines  simples,  la  formule  (2)  se  réduit  à 

y  (x)  étant  premier  avec  f(x). 

Or  il  résulte  des  identités  (1)  et  (2)  que  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  f{x)  et  de  f(x)  est  égal  à 

B(.r  -  <!)«-■  (x  -  A)v-« (x  -  /)*-», 

B  étant  une  constante  numérique  qu'on  peut  supposer  égale  à  i. 
Remarque.  —  Le  quotient  de  f(x)  par  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  f{x)  et  de  f  (x)  est  égal  au  produit 

(r—a){r  —  b)  (x  -  l) 

de  tous  les  facteurs  premiers  correspondant  à  toutes  les  racines 
de  l'équation  f(x)  =  0. 

Oh»ervatlon.  —  11  ne  faut  pas  oublier  que  f(.r)  n'est  pas  éprale  au  produit 

(.r  — «,«-'  (./•  -  bf-{  {x  —  t?-1 

583.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  si  k  est  le  nombre  des  racines 
distinctes  de  l'équation  f(x)  =  0  et  si  m  est  le  degré  de  f{x)y  le 
degré  du  plus  grand  commun  diviseur  de  f(x)  et  de  f  [x)  est  égal  à 
m  —  k. 

Pour  que  f{x)  divise  /"(x),  il  faut  et  il  suffit  que  le  plus  grand 
commun  diviseur  de  ces  deux  polynômes  soit  un  polynôme  de 
degré  m —  i,  par  conséquent  il  faut  et  il  suffit  que 

m  —  k  —  m  —  1 , 

d'où  l'on  tire  4  =  1. 

Corollaire.  —  Pour  qu'un  polynôme  entier  fi  x)  soit  divisible  par  an 
dérivée  f  (x),  il  faut  et  il  suffit  qu  il  soit  de  lafortm* 
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c  est-à-dire  que  foutes  les  racines  de  f(x)  =  0  soient  égalée  entre  elles. 
On  peut  encore  énoncer  ainsi  cette  proposition  :  Pour  qu'un  poly- 
nôme entier  de  degré  m  soit  une  puissance  m*  exacte,  il  faut  et  il  suffit 
qu'il  soit  divisible  par  sa  dérivée. 

584.  Problème.  —  Exprimer  qu'une  équation  f  (x)  =  0  a  une 
racine  d'ordre  «  de  multiplicité  et  trouver  cette  racine. 

Soit  a  une  racine  inconnue  d'ordre  a  de  multiplicité  de  l'équation 
f(x)  =  0.  Les  dérivées  /,(«-*)  (x)  et  /p(«-,)  (x)  doivent  avoir  pour  plus 
grand  commun  diviseur  x  —  a;  on  fera  les  opérations  nécessaires 
pour  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  de  f1*-**  [x)  et  de 
/■(«-';  (x)  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  un  reste  R  de  degré  zéro.  On 
posera  R  =  0,  ce  qui  est  une  première  condition;  le  reste  précé- 
dent sera  du  premier  degré,    par   suite  de  la   forme  P-r  -f  Q. 

L'équation  Par  +  Q  =  0  a  pour  racine  —  ^,  ce  qui  donne  a  =  — -, 

parce  que  le  plus  grand  commun  diviseur  est  x  —  a;  ayant  trouvé 

a,   on  substituera  à  x  cette  valeur,  dans  f(x)y  f'{x), ft*-l)(ï\ 

et  en  égalant  à  zéro  les  résultats  obtenus,  on  obtiendra  «  —  i 
conditions  qui  jointes  à  R  =  0  donnent  en  tout  «  —  1  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  pour  que  l'équation  proposée  ait  une  racine 
d'ordre  a  de  multiplicité. 

585.  Application.  —  Trouver  la  condition  pour  que  V équation 

x3  -}-  Px  +  H  =z  0 

ait  une  racine  double,  et  résoudre  l'équation  en  supposant  la  condition 
trouvée  remplie. 

Dans  le  cas  présent,  «  =  2.  Donc  on  ne  doit  trouver  qu'une  seul' 
condition,  que  Ton  obtiendra  en  exprimant  que  f(x)  et/"(x)  ont 
un  plus  grand  commun  diviseur  du  premier  degré. 

Divisons 

■r'+pap+y      par     3a?1  +  p, 
on  trouve 

3(*»  +  px  +  q)  =  x$x*  +  p)  +2px  +  3?; 

il  ne  reste  plus  qu'à  exprimer  que  2  par  +  3ç  divise  3**+ />>  ee 
qui  donne  : 
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OU 

V  +  27?8  =  0. 
La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  F  équation 
s?  -f  px  -f  q  =  0 
ait  une  racine  double  est  donc 

e/  *i  ce/ te  condition  est  remplie,  la  racine  double  a  pour  valeur  —  - — . 


Alors 


«•>-(•+$■  (-ï)- 


On  a  supposé  p  différent  de  zéro.  Si  p  =  0,  l'équation  x3  +  q  =  0 
ne  peut  pas  avoir  de  racine  double,  car  sa  dérivée  est  3j?*;  si, 
en  outre,  7  =  0,  l'équation  se  réduit  à  a?  =0,  et  a  une  racine  triple 
égale  à  zéro. 

586.  Théorème.   —  Les  racines  d'une  équation  binôme 

Aj"  +B  =  0 

%ont  simples. 

En  effet,  le  binôme  Xxm  -f-  B  est  premier  avec  sa  dérivée  qui  est 
égale  à  mkx"1-*. 

587.  Emploi  des  polynômes  homogènes.  —  Nous  établirons 
d'abord  la  proposition  suivante: 

Pour  quun  polynôme  homogène  f(xl9  xÈ,  xn)  soit  divisible  par 

(aixl  +aÈxt+ +a„xny, 

il  faut  et  il  suffit  que  ses  dérivées  partielles  d'ordre  p  —  1  soient  toutes 
divisibles  par 

a\  Ti  +  at  *t  + +  «»  •*», 

et  que  l'une  au  moins  des  dérivées  d'ordre  p  ne  soit  pas  divisible  par  ce 
facteur. 
Pour  plus  de  simplicité  nous  ferons  la  démonstration  dans  le  cas 
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de  deux  variables  seulement,  mais  le  mode  de  démonstration  est 
indépendant  du  nombre  des  variables. 

Soit  f(x,  y),  un  polynôme  homogène  divisible  par  (*x  +  0y)*,  de 
sorte  que 

AXjr)  =  («  +  3y)'.f(*.|r), 

?  (j\  y)  étant  un  polynôme  homogène  non  divisible  par  ou  -\-  £y. 

En  prenant  successivement  les  dérivées  des  deux  membres  par 
rapport  à  x  et  par  rapport  y  on  obtient: 

K  =  («•*  +  hY'x  L^«  ?  (**  y)  +  («  +  M  ?;  (**)] 

/,  s  («x  +  (Jy)»"1  [/>&  r  (x,  y)  +  («x  +  gy)  ff  (x,y)]. 

Ces  identités  prouvent  que  («x  +  Py)^1  divise  £  et  £;  or  les 
polynômes  entre  crochets  ne  sont  pas  divisibles  tous  les  deux 
par  «x  +  py  ;  en  effet,  pour  que  le  premier  soit  divisible  par«x+fiy, 
il  faut  et  il  suffit  qu'il  s'annule  quand  x  =  g  et  y  =  -  «;  or  il  se 
réduit  pour  ces  valeurs  de  x  et  de  y  à 

/**(&,—  «), 

et  comme  po  (P,  —  «)  est  différent  de  zéro,  il  faut  supposer  «  =  0. 
Donc  si  «  est  différent  de  zéro,  («tf  +  Py)'  ne  divise  pas£;  de 
même  si  0  est  différent  de  zéro,  /*„'  n'est  pas  divisible  par  («x  +  gy)*: 
or  l'un  au  moins  des  nombres  «  ou  (J  doit  être  supposé  différent  de 
zéro,  sans  quoi  /"(#,  y)  serait  identiquement  nul;  on  peut  donc 
dire  que  si  f(x,  y)  est  divisible  par  («x  -j-Py?,  ses  dérivées  partielles 
du  premier  ordre  sont  divisibles  toutes  les  deux  par  (ax  -f-  Py)*-1  et 
ne   peuvent  pas  être  divisibles  simultanément  par  («  x  -f-  £y)'. 

Réciproquement,  supposons  que  («x  +  Py)p~!  divise/^  et  /JJ.  On 
peut  poser 

/•y  =  («x  +  pyrv,(^y), 

/i  (#>  y)  et  /i  (a?,  y)  étant  des  polynômes  entiers  ;  on  a  par  suite,  en 
vertu  du  théorème  d'Euler  et  en  supposant  que  f{x,  y)  soit  de 
degré  m  : 

Wî*.  y)  =  XC  +  yfy  =  («■  +  PyM* /i  (x,  y)+yf,  >.  y)it 

ce  qui  prouve  que  /"(x,  y)  est  divisible  par  une  certaine  puissance 
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de  «a?-f-  (îy.  Soit^r  l'exposant  de  cette  puissance  ;  les  dérivées  f'x  et  fy 
seront  divisibles  par  (ax  +  Py)*"1,  d'après  la  première  partie  du 
raisonnement;  donc  q  —  1  =  p  —  1  et  par  suite  q  =  p. 

On  peut  énoncer  la  proposition  de  cette  façon  :  Si  ax  +  ity  est 
un  diviseur  de  f(x,  y)  au  degré  de  multiplicité  p,  il  est  diviseur  des 
dérivées  du  premier  ordre  simultanément  au  degré  p  —  1 . 

Il  en  résulte  que  les  dérivées  du  second  ordre  sont  divisibles  par 
(ax  -f-  $y)p-*  et  réciproquement,  si  les  dérivées  du  second  ordre 
sont  toutes  divisibles  par  [ax  +  $yy~%,  Tune,  au  moins  n  étant  pas 
divisible  par  (ax  +  (3yy-f,  les  dérivées  du  premier  ordre  seront 
divisibles  par  {ax  -f-  Py)*-1 ,  et  ainsi  de  suite  ;  on  arrive  ainsi  à  cette 
conclusion  : 

Pour  que  f(x,  y)  soit  divisible  par  (ax  -\-  (Sy)*,  il  faut  et  il  suffit 
que  ax  -j-  (Jy  divise  toutes  les  dérivées  d'ordre  p  —  1 ,  et  qu'une  au 
moins  des  dérivées  d'ordre  p  ne  soit  pas  divisible  par  ax  +  Py. 

Cela  étant,  considérons  une  équation  f(x)  =  0,  f(x)  désignant  le 
polynôme 

A0*m  +  Atxw-'  + +  Aw.,  x  +  Am. 

Si  Ton  pose 

F(*,y)  =  A0*~  +  À,*"-1  y+  A,*"-*  y8  + +  Aw_,  xy^+  Amy"\ 

on  aura 

F(x,l)^f(x). 

Si 

on  aura 

F  (*,»)=(*  —  ayY*{x,  y); 

et  réciproquement,  si  F  (#,  y)  est  divisible  par  (x  —  ayf,  f{x)  sera 
divisible  par  (x  —  o)'. 

Si  A0,  A,, Ap_i  deviennent  nuls,  F  (a?,  y)  aura  y'  en  facteur, 

et  inversement,  si  y?  divise  F  (a;,  y),  c'est  que  lesp  premiers  coeffi- 
cients de  f(x)  sont  devenus  égaux  à  zéro.  Ainsi,  à  tout  facteur 
(ax  -f  $y)v  de  Fv#,  y)  correspond  une  racine  multiple  d'ordre  p  de 
f(x)  =  0;  si  a  =  0,  l'équation  f(x)  =  0  a  p  racines  infinies;  on  peut 
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convenir  de  dire  qu'elle  a  une  racine  infinie  d'ordre  p;  si  ^  =  0. 
elle  a  p  racines  nulles  ou  une  racine  nulle  d'ordre  p. 

Par  suite  on  exprimera  que  l'équation  f(x)  =  0  a  une  racine 
d'ordre  p  de  multiplicité,  en  exprimant  que  les  dérivées  partielles 
d'ordre  p  —  1  ont  un  plus  grand  commun  diviseur  du  premier 
degré.  Si  ce  plus  grand  commun  diviseur  est  «x  -f-  (Jy,  «  étant  diffé- 
rent de  zéro,  la  racine  d'ordre  p  sera  égale  à . 

oc 
588.  Application.  —  1°  Exprimer  que  l'équation 

r*  -\-  px  +  q  =  0 

a  une  racine  double. 
Rendons  homogène  le  polynôme  a^+P^  +  î»  ce  qui  donne: 


par  suite, 


F(#,  y)  =  **  +  pxtf  +  qy3, 


en  supposant  y  =  1,  on  a  donc  à  exprimer  que 
3x*+p  et2px  +  3q 

ont  un  diviseur  commun,  ce  qui  revient  à  dire  que  le  second  poly- 
nôme doit  diviser  le  premier.  On  est  ainsi  conduit  au  même 
résultat  que  par  la  méthode  ordinaire  employée  plus  haut. 
2°  Exprimer  que  t équation 

x>  +  4  nx*  +  6pxi  +  4  qx  +  r  =  0 

a  une  racine  triple,  et  résoudre  f  équation  dans  cette  hypothèse. 
Posant 

F  (a?,  y)  =  x*  +  4  nx*  y  +  6px*y*  +  4  qxy*  +  ry4, 
on  a 

1f;=    at  +  Znxty  +  Spxtf  +  qy* 
jF'y^nx*  +  3px*y  +  3qxy*  +  ry\ 
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puis, 

i.F;,=r  x'  +  înxy+py* 

1 

—  F'^rzznxi  +  ïpzy  +  qy* 


en  supposant  y  =  1,  nous  avons  à  exprimer  que  les  trois  polynômes 
ar*  -|-2w.r  +P>  ^  +  2po?  +  y  et  par2  -f  2qx  +  r 

ont  un  plus  grand  commun  diviseur  du  premier  degré. 

Pour  plus  de  simplicité,  nous  ne  considérerons  que  le  cas  où 
n  =  0.  Alors  ces  polynômes  se  réduisent  aux  suivants  : 

a?2  +  p,  Ipx  +  q,  px%  +  2  qx  +  r  ; 

il  n'y  a  donc  qu'à  exprimer  que  2px  -f-  ?  divise  les  deux  antres,  ce 
qui  donne 

£+P  =  o,-|iV=o.. 


OU 


Telles  sont  les  conditions  pour  que  l'équation 
a*  +px*  +  qx  -f  r  =  0 

ait  une  racine  triple.  Si  elles  sont  remplies,  la  racine  triple  est 

égale  à  -^ ,  et  par   suite  la  somme  des  quatre   racines  étant 
lp 

nulle,  la  quatrième  racine  est  égale  à  ^  de  sorte  que,  dans  ce  cas, 

a*  +  p*  +  çX  +  r=(x  +  0  (*-f^). 

589.  Problème.  —  Étant  donnée  une  équation  algébrique,  former 
les  équations  qui  ont  respectivement  pour  racines  simples  les  racines  de 
la  proposée  appartenant  à  chaque  ordre  de  multiplicité. 

Désignons  par  X«  le  produit  de  tous  les  facteurs  premiers  cor- 
respondant  aux  racines  d'un  même  ordre  a  de  multiplicité  de 
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Téquation  f{x)  =  0,  de  sorte  que 

/•(*)  =  AX.XÎX2 x;.  (i) 

On  se  propose  de  former  les  polynômes  X„  Xr X,,  en  sup- 
posant que  Téquation  n'ait  pas  de  racine  d'ordre  de  multiplicité 
supérieur  à  p.  Si  cette  équation  n'a  pas  de  racine  d'un  certain 
ordre  de  multiplicité,  par  exemple  de  l'ordre  «,  on  peut  conserver 
X«  en  supposant  X«  =  i.  Cela  posé,  on  fait  d'abord  les  opérations 
suivantes  :  on  cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  D,  de  f{x) 
et  de  sa  dérivée /"(x)  ;  puis  le  plus  grand  commun  diviseur  D,  de  D, 
et  de  sa  dérivée,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  un 
polynôme  premier  avec  sa  dérivée.  On  obtiendra  ainsi  les  poly- 
nômes Dlt  Dt,  D8, D,_i.  Les  polynômes  f{x),  D„  D„  .....  D^_, 

sont,  à  des  facteurs  numériques  près,  définis  par  les  identités 

/(x)sx,xîx; x; 

d,  ==x,xî X?-' 

n,^x,xî xr 

m 


i 


D^_i  =  Xp_i  Xp 

!'/>— I    ^  X;, 

Gela  fait,  on  divisera  chacun  des  polynômes  précédents  par  le 
suivant,  et  l'on  formera  ainsi  avec  les  quotients  obtenus  auxquels 
on  adjoint  D,,_,,  le  tableau  suivant  : 

Qi    =  "tv       =  X|  X2  X^ \p 

Wi  ^   K"    =  X^Xj \p 


Q*  =  îq"  =  xtxi x^ 


(3) 


D,_, 

n,_,  =  x. 


Q»>-«  =  fj — -  ==X^_i  X, 
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Enfin,  en  divisant  chacun  des  polynômes  Qp  Q2,  .....  Q^,  ])p~t 
par  le  suivant,  nous  obtiendrons  : 


Q.  _ 
Q," 

iX, 

Q.  _ 

=  X. 

Q, 

- A» 

Q,-.. 

—  V 

D„_,~ 

—  Ap—l 

D,_lS 

^ 

(4) 


Ainsi  l'équation  p-^  =  0  aura  pour  racines  simples  toutes  les 

racines  d'ordre  «  de  multiplicité  de  f[x)  =  0. 

S'il  n'y  a  pas  de  racines  multiples  d'ordre  «,  la  théorie  précé- 
dente subsiste  à  condition  qu'on  ait  remplacé  X«  par  une  cons- 
tante; il  en  résulte  que  réciproquement,  si  r^-  est  indépendant  de 

vU+r 

x,  l'équation  proposée  n'a  pas  de  racines  d'ordre  «. 
580.  Application.  —  Soit 

f(x)  =  xB  —  2ar*  —  8x*  +  16x*+  16*—  32. 

Nous  avons  déjà  trouvé  (70)  le  plus  grand  commun  diviseur  de 
f{x)  et  de  sa  dérivée 

D]  =4^  —  2^  —  4^  +  8; 

on  a  ensuite 

D2  =  x  -  2, 

1),  est  premier  avec  sa  dérivée  ; 

D,  =  x  —  2 
Q,  =  l,  Q,=*.+  2,  D,  =  *~2, 
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donc, 

501.  Métkoëc  f+mtroçTÊtéàkî.  —  SI  a  est  une  racine  d'ordre  «  de  multiplicité 

de  l'équation  f  ( x)  =  0,  nous  ayons  vu  que 

(4P  —  fl)Ar) 
jim ^ _  a?     pOUp  jr  =  (lt 

Suit  D  le  plus  grand  commun  diviseur  de  f{x)  et  de  f  (x),  et  posons 

a  est  racine  simple  de  ty  (x)  =  0  et  n'est  pas  racine  de  6  (x)  =  0. 
Or 

(g-«)/V)_      *(*) 

rw    "/.twy 

:  a  pour  limité  +'  (a)  quand  4?  tend  vers  a,  donc 

x  —  a 

•  («) 

To«/«  racine  &  ordre  a  rfe  C équation  f(x)  =  0  est  donc  racine  de  r  équation 

6(jr) -«+'(*)  =  0.  (1) 

D'ailleurs  a  est  une  racine  simple  de  l'équation 

♦  M  =  0.  (*) 

Réciproquement,  toute  racine  commune  aux  équations  (I)  et  {%)  est  racine  oV ordre 
a  de  VéquaHon  f(x)=0. 
En  effet,  soit  a  une  racine  commune  à  ces  deux  équations;  l'identité 

/(*)E3DtM 

montre  que  a  est  racine  de  l'équation  /"(*)  =  0;  soit  p  l'ordre  de  multiplicité  dt 
cette  racine  ;  on  aura 

*(*)-?♦' (a)  =  0; 
mais  par  hypothèse 

6(<Q-af(a)£:0, 

donc,  eh  remarquant  que  +'  (a)  est  différent  de  *érot  puisque  4/  (4*)  =  0  n'a  que  de* 
racines  simpjes,  on  a  nécessairement  p  =  a . 
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11  résulte  de  là  que  le  plus  grand  commun  diviseur  des  polynômes 

•ô(a-)  —  *V{x)    et    ty(x) 

est  précisément  XK. 
Application.  —  Soit 

f{x)  =  x*  -  2ar*  —  &r*  -j-  lfcc*  +  i&r  —  3*  =  0  ; 

on  trouve  : 

f'(x)  =  ?>x*  —  8a-»  —  24a:*  -f  32a:  +  16 
D  =  ar*  —  2x*  —  4r  -f  8 

4,(*)=^  =  a*-4 
ôa0  =  ^=5*  +  2. 

Cherchons  si  l'équation  proposée  a  des  racines  simples  : 

4»'  (*)  =  2?,       6  (x)  -  f  (a-)  =  3a:  +  2, 

3  x  -f  2  et  .r1  —  4  sont  premiers  entre  eux  ;  réquation  n'a  pas  de  racines  simples. 
Cherchons  en  second  lieu  si  elle  a  des  racines  doubles  ; 

Ote)—  2f  (a:)  =  a;  +  2. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  de  a?  -f-  2  et  de  x%  —  4  est  a;  +  2,  doue  X,  =  a:  -f  2, 
enfin, 

6(ar)  —  3f  (ar)  =  —  a?  +  2* 

Le  plus  grand  commun  diviseur  de  x  —  2  et  de  x*  —  4  est  x  —  2  J  donc  X3  =  a;  —  2» 
On  a  donc 

/>(*)==(*+ 2)*  (a: -2)». 

Remarque.—  Lorsque  /'(a*)  est  égal  à  la  puissance  «  d'un  polynôme  dont  tous 
les  facteurs  premiers  sont  simples*  on  a  identiquement 

Ô(tf)=a4/'(ar); 

en  effet,  soit 

f(.*)SElP  (*)]«« 

t>  (±)  désignant  un  polynôme  premier  avec  sa  dérivée  ;  ori  à 

f  (*)=  «  P*"1  P\ 

P  et  P'  étant  premiers  entre  eux,  le  plus  grand  commun  diviseur  de  f  (x)  et  de  f  (a4  ) 
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est  égal  à  P*-f.Donc 

de  sorte  que 

6  (*)  ss  «♦'(*,. 

Réciproquement,  si  cette  condition  est  remplie, 

/»_      ♦» 

oc . 


On  eu  conclut 


A  étant  une  constante. 


/»  —    >  (*) 

/■(jr)  =  A[t(a-)]S 


592.  Cas  particuliers.  —  Quand  l'équation  f(x)  =0  est  à 
coefficients  entiers,  si  cette  équation  na  quune  seule  racine  a  et  vu 
ordre  déterminé  de  multiplicité,  a  est  nécessairement  commensurable . 

En  effet,  supposons  que  a  soit  d'ordre  «,  alors  le  polynôme  X« 
est  du  premier  degré  ;  or  les  seules  opérations  à  faire  sont  des 
divisions;  de  plus,  f(x)  et  par  suite  f(x)  ayant  des  coefficients 
entiers,  tous  les  polynômes  obtenus  en  employant  Tune  ou  l'autre 
des  méthodes  précédentes  ont  des  coefficients  commensurables; 
donc  X«  a  ses  coefficients  commensurables  et  par  suite  a  étant  la 
racine  dune  équation  du  premier  degré  à  coefficients  entiers  est 
nécessairement  commensurable. 

Nous  verrons  plus  loin  comment  on  trouve  les  racines  commen- 
surables d'une  équation  à  coefficients  entiers.  Supposons  donc 
que  l'équation  f[x)  =  0  n  ait  aucune  racine  commensurable,  je  dis 
que  si  elle  est  du  3e  ou  du  5e  degré,  elle  n'a  que  des  racines  simples. 

En  effet,  si  elle  est  du  3e  degré  et  si  les  racines  ne  sont  pas  dis- 
tinctes, elle  peut  avoir  :  1°  une  racine  triple,  2°  une  double  et  une 
simple.  Dans  chacun  de  ces  cas,  il  y  a  une  racine  unique  d'un 
ordre  donné  de  multiplicité  ;  donc  cette  racine  multiple  serait 
commensurable  ;  par  suite,  une  équation  du  3e  degré  à  coefficients 
entiers  qui  n'a  pas  de  racines  commensurables  n'a  que  des  racines 
simples.  Considérons  maintenant  une  équation  du  5e  degré  ayant 
des  racines  multiples.  Elle  peut  avoir  :  1°  une  racine  quintuple, 
2e  une  racine  quadruple  et  une  racine  simple,  3°  une  racine  triple 
et  une  racine  double,  4°  une  racine  triple  et  deux  racines  simples, 
S0  enfin,  deux  racines  doubles  et  une  triple;  par  suite,  l'équation 
aurait  nécessairement  au  moins  une  racine  commensurable,  ce  qui 
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est  contraire  à  notre  hypothèse;  par  suite,  elle  n'a  que  des  racines 
simples.  Supposons  que  f(x)  soit  du 4e  degré.  Si  l'équation  f{x)=ii) 
n'a  pas  toutes  ses  racines  distinctes,  elle  peut  avoir  :  1°  une  racine 
quadruple,  2°  une  racine  triple  et  une  racine  simple,  3°  une  racine 
double  et  deux  simples;  aucun  de  ces  cas  ne  pourra  se  présenter  si 
l'équation  n'a  pas  de  racines  commensurables;  mais  il  y  a  encore  un 
quatrième  cas  à  considérer:  l'équation  peut  avoir  deux  racines 
doubles.  Ce  cas  est  compatible  avec  les  hypothèses  que  nous  avons 
faites  ;  mais  alors  f{x)  serait  un  carré  parfait  et  par  suite  on  ramè- 
nerait la  résolution  de  l'équation  donnée  à  celle  d'une  équation  du 
second  degré,  en  extrayant  la  racine  carrée  du  premier  membre. 

Les  opérations  à  faire  pour  trouver  les  racines  multiples  sont 
pénibles;  la  remarque  précédente  dispense  d'appliquer  la  méthode 
des  racines  égales  aux  équations  de  degré  inférieur  à  S. 


ÉQUATIONS  IRRÉDUCTIBLES 

503.  Définition.  —  On  dit  qu'une  équation  f(x)  =  0  est  irréductible,  lorsqu'on 
considérant  ses  coefficients  comme  des  fonctions  rationnelles  de  quantités  données \ 
le  polynôme  f(x)  n'est  pas  décomposable  en  un  produit  de  polynômes  entiers  à 
coefficients  rationnels  par  rapport  aux  mêmes  quantités. 

Une  équation  qui  a  des  racines  multiples  est  réductible,  puisqu'elle  se  décompose 
en  plusieurs  autres  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles  des  coeffi- 
cients de  cette  équation. 

594.  Théorème.  —  Si  l'équation  f{x)  =  0  à  coefficients  rationnels  admet  une 
racine  de  l'équation  irréductible  y(x)  =  0,  elle  les  admet  toutes. 

En  effet,  f(x)  et  <p  (x)  ont  un  plus-  grand  commun  diviseur,  puisque  les  équations 
f{x)  =  0,  9  (x)  =  0  ont  au  moins  une  racine  commune.  Or  ce  plus  grand  commun 
diviseur  est  un  polynôme  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles  des 
coefficients  de  f{x)  et  y{x)\  il  en  résulte  que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  f{x) 
et  de  9(x)est  le  polynôme  y(x)  lui-même,  sans  quoi  ?(#)  serait  le  produit  de  deux 
polynômes  à  coefficients  rationnels;  par  suite,  f{x)  est  divisible  par  ç(ar),  ce  qui 
démontre  la  proposition. 

506.  Application».  —  Si  l'équation  f(x)  =  0,  à  coefficients  entiers,  admet  pour 

racine  a  -h  \^b,  a  et  b  étant  rationnels,  mais  b  n  étant  pas  carré,  a  —  Jb  est  aussi 
racine  de  f  équation  f(x)  =  0. 
En  effet, 

a  -f  \'b    et    a  —  \  b 

sont  les  racines  de  l'équation  irréductible 

(.r  _  a )•  —  6  =  0. 
On  aura,  par  suite,  . 

/■(.,•)==  [(x  -«;•-  b)  fi{jc), 

ft  x)  ayant  des  coefficients  rationnels  :  on  en  conclut  que  si  l'équation  fx  (x)  =  0 

II.    —    B.    HIIWKNGLOW&Kl.   ALQÈMftK.  19 
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admet  la  racine  a+  y  6,  elle  admet  aussi  a  —  \  b,  et  ainsi  de  suite  ;  d'où  il  ré^u't" 
que  les  degrés  de  multiplicité  des  racines  a  +  \  6  et  a  —  \  6  de  l'équation  /"  j-.=0, 
sont  égaux. 
On  verra  de  même  que  si  f[x)  =  0  admet  la  racine  a  -f  \T\  elle  admet  eno«r«? 

a  +  a  y6     et     a  +  tffb, 

«  et  p  étant  les  racines  cubiques  imaginaires  de  l'unité. 
Si  l'on  regarde  comme  donnés  les  nombres  réels,  l'équation 

x  —  af  +  6»  =  0 

est  irréductible  ;  on  retrouve  ainsi  ce  théorème  : 

Si  l'équation  /"'>;=  0  à  coefficients  réels,  admet  la  racine  a  +  bi,  elle  admet 
aussi  a  —  6i. 


EXERCICES. 

1.  Appliquer  la  méthode  des  racines  égales  à  l'équation  : 

,-•_  6.r»+  U  .r'--2./«  —  ll:r>  +  2or* -f  il  j'+ï.r1-  i*.r  +  8  =  0. 

2.  Vérifier  que 

x**  _  »2  x^1  +2  (n2-  J)xn  -  »* .r"-1  +  i 

est  divisible  par(.r  — i)4.  Trouver  le  quotient. 

Genty.) 

3.  Le  polynôme 

est  divisible  pur 

(4.  Nkuberi;.) 

4.  Prouver  que 

.>•''  f  wi.r  ''-''.  y7  f  m.r^2».  y*'  +  ,/ 

est  divisible  par  r  +  //)*. 

5.  Trouver  les  conditions  pour  que 

y  -|    «.r*"*.  ,,*  -|-  A  .,"-*'.  y1»  -f  c  .«•"»-*.  .y3''  -f-  / 

suit  divisible  par  \.r  ■+■  ;/■'• 

6.  Exprimer  qu'une  équation  /\.r)=0   a  une  racine    multiple  d'ordie  p.  une 
racine  multiple  d'ordre  y,une  racine  multiple  d'ordre  r,  et  trouver  ces  racines. 
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CHAPITRE    V 

ÉLIMINATION 

RÉSULTANT  DE  DEUX  POLYNOMES  ENTIERS 


596.  Problème.  —  Exprimer  que  deux  polynômes  entiers  ont  un 
diviseur  commun. 
Soient  : 

f[x)  ~  a0  x»  +  a,  *— ■  + +  a,,,.,  x  -[-  am 

V  M  =  K  **  +  A,  J*"1   - +  Vi  -r  +  *„ 

deux  polynômes  entiers  en  j?,  de  degrés  m  et  p.  Pour  que  ces  deux 
polynômes  aient  un  plus  grand  commun  diviseur,  c'est-à-dire  pour 
qu'ils  ne  soient  pas  premiers  entre  eux,  il  faut  et  il  suffit  (87)  qu'il 
existe  deux  polynômes  entiers  de  degrés  m  —  1  ctp  —  1  au  plus, 


fx  {x)  =  *,  a—'  +  «,  x— »  +  +  «m 


(1) 


et  lois  que  l'on  ait  identiquement 

A')f.w  +  f(*)/;w=o.  (2) 

Le  premier  membre  de  cette  identité  est  un  polynôme  entier  de 
degré  m+  p  —  1  dont  tous  les  coefficients  doivent  être  nuls.  En 
exprimant  ces  conditions,  nous  obtiendrons  m  +  p  équations  du 
premier  degré,  homogènes,  à  m  -\-  p  inconnues  qui  ne  sont  autres 

que  les  coefficients  alf  «2,  «m,  P,,  £2 $p.  Or  les  coefficients 

de  ft(x)  ne  doivent  pas  être  tous  nuls,  ni  tous  ceux  de  ft(x)  ;  donc 
le  système  d'équations  homogènes  que  nous  allons  obtenir  devra 
avoir  des  solutions  différentes  de  la  solution  zéro,  par  suite  le 
déterminant  du  système  doit  être  nul.   On  forme   facilement  ce 
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déterminant  de  la  manière  suivante.  Si   Ton    considère   les  po- 
lynômes 

a?-1  /,ij,=fl/,+H+fl1afl?-*|,..,|fl|(.ia*     -f  amx^1 


jjr)  = *•*  +  *,**-'  .  •  -    +  V-i*  +  A,. 

En  ajoutant  membre   à  membre  les  identités  (3)  après  avoir 
multiplié  les  deux  membres  de  chacune  respectivement  par 

fti  &» iVt  *p  **' «««« 

on  obtiendra,  dans  le  premier  membre,  le  polynôme 

A*)-?.(*> +  ?(*!■  M*). 

de  sorte  que  les  équations  linéaires  que  doivent  vérifier  ces  indé- 
terminées sont  les  suivantes  : 

«.P.  +  «iPt  +  «.P.  +  *i«i  +  *i  «i  +  *oS     =01 

0 


am$P +  **«*    =0. 

Mais  ces  équations  expriment  qu'il  y  a  une  relation  linéaire  et 


Digitized  by 


Google 


ÉLIMINATION  293 

homogène  entre  les  m  +  p  polynômes  de  degré  m  -\-p  —  1  : 
*-«  f(x),  x»-*f{x),...  f(x),ar-*?[x),*»-'f{*)9  ...  Xf{x)%f[x), 

de  sorte  que  le  déterminant  A  du  système  linéaire  (4)  n'est  pas 
autre  chose  que  le  déterminant  des  coefficients  de  ces  polynômes, 
c'est-à-dire  : 

a0  at ^m-l     flm     0    0 .  .  0 

0     a0  a, am^am  0.  .0 


A  = 


0  0  . 
*o  »,  . 
0  M. 


.  *0 
A. 


A    0  0 


0 


*.-i*#»  °     0.   .   .  0 


0     0 


0    0    60    ét.  .  Vt     *, 


La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  système  (4)  ait 
des  solutions  non  toutes  nulles  est  donc 

A  =  0. 

Mais  on  doit  exprimer  non  seulement  que   les  m  +  p  inconnues 

a,  $p  ne  sont  pas  toutes  nulles,  mais  encore  que  les  m  inconnues 

«,,  «r  .  ...  «m  ne  sont  pas  toutes  nulles,  et  qu'il  en  est  de  même 

des  p  inconnues  ft,  (1,, P^î  en  d  autres  termes,  ni  le  polynôme 

/"j  {x)  ni  le  polynôme^  (a?)  ne  doivent  être  identiquement  nuls.  Or, 
si  f ,  (a?)  était  identiquement  nul,  l'identité  (2)  se  réduirait  à  la  sui- 
vante : 

et  comme  /\(«r)  ne  peut  être  identiquement  nul  en  même  temps 
que  ft  (a?),  le  polynôme  ?(#)  serait  identiquement  nul,  ce  que  nous 
ne  supposons  pas,  puisque  y  (ar)  est  par  hypothèse  un  polynôme  de 
degré  p.  Donc  si  A  =  0,  et  si  f(x)  et  cp  (x)  sont  effectivement  des  poly- 
nômes de  degrés  m  etp  respectivement,  on  peut  trouver  un  poly- 
nôme /i  {x)  de  degré  m—  1  et  un  polynôme  f ,  (x)  de  degré  p  —  1 
vérifiant  l'identité  (2),  et  par  suite  les  polynômes  f\x)  et  f  (x)  ont  un 
diviseur  commun. 
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597.  Remarque.  —  Lorsque  les  coefficients  a0  et  bQ  ne  sont  pas  essen- 
tiellement différents  de  zéro,  on  ne  peut  plus  affirmer  que  si  la  condition 
A  =  0  est  remplie,  f(x)  et  y(x)  aient  un  diviseur  commun. 

En  effet,  on  voit  d'abord  que  A  devient  nul  si  a0  et  ô0  deviennent 
nuls;  il  en  résulte,  en  vertu  de  ce  qui  précède,  que  si  A  =  0,  il 
peut  se  présenter  plusieurs  cas. 

1"  Les  deux  coefficients  a0  elb0ne  sont  pas  nuls  en  même  temps. 

Dans  ce  cas  f(x)  et  f[x)ont  un  plus  grand  commun  diviseur,  ou 
bien  l'un  des  deux  polynômes  est  identiquement  nul. 

Supposons,  en  effet,  b0  par  exemple,  différent  de  zéro;  on  verra 
comme  plus  haut  que  ?{  (x)  ne  peut  être  nul  identiquement;  si 
f\[x)  n'est  pas  non  plus  identiquement  nul,  f[x)  et  f(x)  ont  un  plus 
grand  commun  diviseur,  en  vertu  de  l'identité  (2)  ;  mais  si  /i  (x)  ~u 
identiquement,  on  voit  que  f(x)  sera  identiquement  nul. 

2°  a0  et  bQ  sont  nuls  en  même  temps.  Alors  les  degrés  de  f(x)  et  de 
f  (x)  sont  respectivement  égaux  à  m  —  1  et  p  —  1;  mais  f{(x)  et  ft(x] 
peuvent  être  aussi  de  degrés  m  —  1  etp  —  1;  par  suite  on  ne  peut 
plus  rien  conclure,  il  peut  même  arriver  alors  que  f(x)  et  f[x) 
soient  identiquement  nuls. 

En  résumé,  si  A  ~~  0,  /'{xjet  y(x)  ont  un  plus  grand  commun  diri- 
seur,  ou  bien  Cun  d'eux  est  identiquement  nul,  ou  encore  leurs  degrés 
s'abaissent  ou  enfin  les  deux  polynômes  sont  identiquement  nuls. 

Le  déterminant  A  a  été  trouvé  par  M.  Sylvester. 

598.  Cas  de  deux  polynômes  homogènes.  — On  traitera  de 
Oa  même  manière  le  cas  de  deux  polynômes  homogènes. 

A',  y)  =  «o  *"  +  «i*"-1  y  + +«m.ym 

cf {x,  y)  -,  b0  xv  +  V"1  y  + +  b,  y*. 

Si  ces  deux  polynômes  ont  un  plus  grand  commun  diviseur,  o»  a 
A  -  -  0,  et  réciproquement  si  A  =  0,  ces  deux  polynômes  ont  un  plus  grand 
commmun  diviseur,  ou  bien  t  un  au  moins  disparait  indentiquement,  tous 
ses  coefficients  devenant  nuls. 

Il  convient  de  remarquer  que  le  degré  d'un  de  ces  polynômes  ne 
peut  plus  s'abaisser  sans  qu'il  devienne  identiquement  nul  ;  par 
exemple,  si  a0  et  b0  sont  nuls,  on  a  A  =  0  et  les  deux  polynômes 
sont  tous  deux  divisibles  par  y. 

599.  Définition.— Le  déterminant  A  que  nous  venons  de  former 
se  nomme  le  résultant  des  deux  polynômes  f(x)  et  f[x);  c'est  aussi 
le  résultant  des  polynômes  homogènes  f[x,  y)  et  y(#,  y).  Il  importe 
de  remarquer  comment  sont  disposés  ses  éléments.  Les  f 
premières  lignes  ont  été  composées  avec  les  coefficients  de  la 
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première  équation,  les  m  suivantes  avec  les  coefficients  de  la 
seconde;  les  coefficients  de  chaque  équation,  qui  sont  affectés  des 
mêmes  indices,  sont  disposés  sur  des  lignes  parallèles  à  la  diago- 
nale principale  ;  de  sorte  que  le  terme  principal  de  A  est  égal  à 
a%  4J1.  Chaque  ligne  devant  avoir  m  +  p  éléments,  on  complète  par 
des  zéros,  de  sorte  que  chacune  des  p  premières  lignes  renferme 
p  —  1  zéros,  et  chacun  des  m  autres  en  contient  m  —  1. 

Exemple.  —  Si  nous  considérons  deux   trinômes  du  second 
degré  : 


leur  résultant  est 


ax* 

àx*  - 

-f-  b  x  -}-  c 
-f  b'x  +  c\ 

a  b  c  i) 

i  = 

0  a  b  c 
rf  b'  c  0 

0  a  b'  c 

On  a  donc 


A  =  (ac  —  caf  —  (ab[  —  ba!)  (bc  —  cb'). 


Supposons  a  et  a  différents  de  zéro.  La  condition  A  =  0  exprime 
que  les  équations 

ax*  +  bx  +  c  =  0 
ax*  +  b'x  -f-  c  =  0 

ont  au  moins  une  racine  commune,  puisque  les  trinômes  ont  alors 
un  plus  grand  commun  diviseur. 

Pour  que  ces  équations  n'aient  qu'une  seule  racine  commune, 
il  est  nécessaire  et  suffisant  que  Ton  ait  : 

aV  —  6a'  ^  0. 

En  effet,  on  voit  d'abord  que  s'il  en  est  ainsi,  les  coefficients  des 
deux  équations  ne  sont  pas  proportionnels,  par  suite  les  racines  ne 
sont  pas  les  mêmes.  Si  au  contraire  on  a  en  même  temps 

A=0eta6'  —  ba  =0, 


on  aura  aussi 


ac — ca  =  0. 
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et  par  suite,  si  a  et  a  ne  sont  pas  nuls  en  même  temps, 

bc  —  cb'  =  0  ; 

donc  les  deux  équations  auront  leurs  coefficients  proportionnels. 
Remarque.  —  On  a  identiquement 

4[(<ic-  cd)l-{ab'-  baï(bc-cb')]=(2a<f+2ca'-bb')*-{b*--ïa  c)  (b*-*aY). 

600.  Supposons  que  les  coefficients  «0,  «„  at am,  b„i>x bp 

des  deux  polynômes 

f{r)  =  a0  x™  +  û,  jr»-l+ +  /iw 

f(jr)=60jr>  +  A|JP^«  + +  *„ 

soient  des  polynômes  entiers  en  y,  dont  les  degrés  soient  précisé- 
ment égaux  aux  indices  de  ces  coefficients,  de  sorte  que  a%  soit 
indépendant  de  y,  que  «,  soit  un  polynôme  du  premier  degré,  ai 
un  polynôme  du  second  degré  et  ainsi  de  suite,  et  pareillement 
que  b0  soit  indépendant  de  y,  que  bt  soit  un  polynôme  du  premier 
degré,  etc.,  alors  le  résultant  des  deux  polynômes  f(x)  et  y{x)  sera 
un  polynôme  entier  en  y.  Nous  nous  proposons  de  calculer  son 
degré. 
Si  nous  posons 

"o  =  A0  bn  =  B0 

«,  =  Aiy  +a;  *i  =  B,y  +  b; 

a%=z  Asy»  +  A,y  +  A"„   b,=  Bsy»  +  Bty  +  B;,  etc., 

on  voit  que  le  déterminant  A  sera  une  somme  de  déterminants 
parmi  lesquels  se  trouvera  le  déterminant  obtenu  en  remplaçant 
chacun  des  coefficients  a  ou  b  par  son  premier  terme,  ce  qui 
donne  le  déterminant: 


A,= 


A0  A, y    Aty*  .  .  .  A„ 


0 


A0   A,. y 


ym0   0. 
Amy"»0. 


.0 

.0 


0 

B0Bty     .  . 
0    BoB^      . 
0    0  B0  B,y 


a.    awjt 

.    B„y"  0 0 

.  .    B^y»    0   ...  0 
.  .  .   B,y>  0  ...  0 


0  0 
0  0. 


Bfl 


B,y   . 
BoB.y, 


B,y»  0 
•  •  .  B,y 
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Je  dis  que  ce  déterminant  est  homogène  et  se  réduit  à  8t  y"1*,  8, 
étant  ce  que  devient  Aj  quand  on  y  remplace  y  par  1. 

En  effet,  si  nous  multiplions  les  lignes  de  rangs  1,2, p  par 

1,  y*  y*  •••  yp'i>  et  les  lignes  de  rangs  p  +  1,  p  +  2,  ...  p  -f-  m  par 

1,  y,  y1, ym~!  respectivement,  on  voit  que  lescolonnesde  rangs 

2,  3,  4, m  +  p  auront  en  facteurs  y,  y2,  y\  ..  ..  ym+p~!,  et  par 

suite 


donc 


A,  y!+*+ "Kl»-«H-l+« +>»-D  =  $f  yl+t+,.,..-Km+j>-l)  ; 


(m-H>)(»t+ji-l)  __  m(m-1)  __  p(y-i) 

Aâ  =  8,  y        s  — r-     -T-  =  aâ  y^. 


On  peut  aussi  remarquer  que  le  produit  de  At  par  une  certaine  puis- 
sance de  y  étant  de  la  forme  Ayp,  il  en  est  de  même  de  At,  et  par 
suite  on  aura  le  degré  de  A,  en  considérant  un  terme  quelconque,  ' 
le  terme  principal,  par  exemple,  qui  est  égala  Af  BJyw').  Cela  posé, 
dans  tous  les  déterminants  dont  la  somme  compose  A,  il  est  clair 
que  les  degrés  des  éléments  seront  égaux  ou  inférieurs  au  degré 
des  éléments  correspondants  de  Af  ;  donc  le  terme  de  degré  le 
plus  élevé  de  A  est  81y"v. 

D'ailleurs  8t,  comme  on  le  voit  immédiatement,  est  le  résultant 
des  deux  polynômes  homogènes 

A0  *-  +  A,  ar-'y  +  A,  j—Jy8  + +  Am  ym 

B0 **■  +  B,  *»-<  y  +  B2  a*-*  y*  + +  B,  y»; 

tant  que  ces  deux  polynômes  seront  premiers  entre  eux,  le  degré 
du  résultant  A  sera  donc  égal  à  m  p. 

Supposons  maintenant  que  les  degrés  des  polynômes  a0,  a„  ...am 

en  y  soient  m',  m'  +  l,   m  -\- m    et    ceux   des   polynômes 

ft0,  ft1T  bjf  respectivement   égaux   à  p\  p  +  1,   P+P' 

le  degré  de  A  ne  sera  plus  mp,  mais  mp  -\-pm  +  mP '• 

En  effet,  en  posant 

%  =  Kym'  +KiT*-s  + 

nl  =  A,  yw'+,+  Ai  ?/m'     + etc., 

et  raisonnant  comme  plus  haut,  on  voit  que  le  terme  du  plus  haut 
degré  de  A  sera  égal  au  déterminant  At  dans  lequel  chacune  des  p 
premières  lignes  aura  été  multipliée  par  ym'  et  chacune  des  m  autres 
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par  y»'.  Or,  on  peut  écrire  : 

mp  -\-  pm!  -\-  mp  =  (m  +  w  )  (P  +  P)  —  mp\ 

le  degré  du  résultant  est  donc  alors  égal  au  produit  des  degrés  des  deux 
polynômes  par  rapport  aux  deux  lettres  x  et  y  t  diminué  du  produit  des 
degrés  des  coefficients  des  plus  hautes  puissances  de  x,  par  rapport  à  y, 
dans  les  deu±  polynômes. 

60i.  Application.  —  Soit 

f  (x)  =x*m  +  atxm-1  +  +  am, 

un  polynôme  entier  en  .r  de  degré  pair,  à  coefficients  réels  ou  imaginaires.  Posons 

*  =  y+  s; 

il  vient  : 

/•(y+x)=/-(j/)  +  Jr(y)+  ^T'(y)  + +  *w 

+  *[r<w+y!r<ao  + +  (-^A>] 

Posons  s*  =  I  et  considérons  les  deux  polynômes 


/•(»)+j,r  (»)+...  +  •  «* 


11  s'agit  de  former  le  résultant  de  ces  deux  polynômes  en  t,  ou  plu/ôt  de  chercher  son 
degré  par  rapport  à  y  et  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  y.  En  raison- 
nant comme  précédemment,  nous  voyons  que  le  terme  de  degré  le  plus  élevé  en  y 
n'est  pas  autre  chose  que  le  résultant  des  polynômes  obtenus  en  remplaçant  f  (y) 
par  ym,  c'est-à-dire 

m 

ym  +  >«,.  L  yw~*  +  mi.tyym- *  +  ...  +  ** 

m 

«t  y"1""1  +  «MV""1  + -h  ™M_,  y  P  ~  ' 

m,,  m,  . . .  désignant  les  coefficients  du  développement  de  la  puissance  miim*  du 
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binôme.  Le  résultant  de  ces  polynômes  est  le  déterminant  suivant  ; 


209 


1  m,  y*     ym  0         0     .   . . 

0    1       mty*  ym        0     ... 


0        0  «        1      mty*  ...     V™ 


™i.V  mty 


...    mtym'1  0...0 


m\'J 


'"iV 


On  démontre  comme  précédemment  que  ce  déterminant  est  homogène  et  par  suite 
son  degré  est  égal  à  celui  du  terme  principal,  c'est-à-dire -J — .  Le  coefficient 


(m  —  l  )  m 

de    y       *        est  la  valeur  de  ce  déterminant  pour  y  =  1,  c'est-à-dire  le  résultant 
des  deux  polynômes 

M 

b  =    1  +ros/  +w*4/*+  +      /J 

«I 

9,  =  mt  -f  m3  /  -f  m5  /*  -f  +  m,  / 

Or   res   deux  polynômes  sont  premiers  entre  eux  ;  en   effet,    tout  polynôme  qui 
diviserait  0  et  6,  diviserait 


e  +  /.  e,  =  (i  +;  /)• 


et 


6  -  /.  Ô,  =  (1  -  /)  2. 
Mais,  1  -f  /  et  1  —  /  étant  premiers  entre  eux,  leurs  puissances  sont  premières  entre 

(m  —  l)  m 

elles  i  donc  le  coefficient  de  y       *      est  différent  à  zéro. 

En  résumé,  le  résultant  des  polynômes  considérés  est  de  degré  — —  en  y,  et 

ce  degré  ne  saurait  s'abaisser. 

602.  Condition  pour  qu'une  équation  ait  une  ou  plu- 
sieurs racines  multiples.  —  Nous  nous  proposons  d'exprimer 
que  l'équation  f(x)  =  0,  de  degré  m,  n'a  pas  toutes  ses  racines 
distinctes. 
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Nous  avons  tu  que  si  l'on  pose 

F(*,y)  =  y/-(f), 

à  toute  racine  multiple  d'ordre  p  de  l'équation  f(x)  =  Q  correspond 
un  diviseur  de  la  forme  («a?  -\-  PyY^  commun  aux  deux  polynômes 

FT(x,y),    F,(*,y), 

et  réciproquement;  par  suite,  pour  que  f(x)  =  0  ait  une  ou  plusieurs 
racines  multiples,  il  faut  et  il  suffit  que  ces  deux  polynômes  homogènes 
aient  un  diviseur  commun,  et  par  conséquent  que  lettr  résultant  soit  nul. 
Le  résultant  des  deux  polynômes 

f;(*,.v),  f,  (*,?/) 

se  nomme  le  discriminant  de  ¥[x,  y). 

Donc,  pour  que  l équation  f\x)  =  0  ait  une  ou  plusieurs  racines 
multiples,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  le  discriminant  de  ¥{x,  y) 
soit  nul. 

603.  Application.  —  Soit 


f(x)  =  ax*  +  3éxa+  3cx  +  d=  0. 


On  a 


¥{x,  y)  =  ax>  +  3é*»y  +  3csy*  +  df, 
-Y'x==ax*+26xy+cy\ 

lFy=i.r»+2cxy  +  rfy*; 
3 

donc,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  C  équation  f(x)=Q 
ait  une  racine  double  ou  une  racine  triple,  est 

(ad—  bc)*—  A{ac  —  b*)(bd—  c*)  =  0. 

604.  Remarque.  —  Le  résultant  des  deux  polynômes  f(x)  etf\x) 
est  nul  quand  le  coefficient  A0  de  la  plus  haute  puissance  de  x  dans 
f(x)  est  nul;  donc,  en  écrivant  que  le  résultant  de  f(x)  et  de  f(x) 
est  nul,  on  n'exprimera  pas  nécessairement  que  l'équation  f[x)  —  0 
a  une  racine  multiple;  en  effet,  si  Ao=  0,  f(x)  et  f[x)  n'ont  pas 
nécessairement  de  diviseur  commun. 
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Par  exemple,  si 

f(x)  =  ax*-{-(lbx  +  c, 
le  résultant  de  f(x)  et  de  f  {x)  est  égal  à 

a(ac  —  **); 

tandis  que  le  discriminant  du  polynôme  homogène 

ai?  +  2bxy  +  cy* 
est  égal  à 

ac  —  b*  ; 

la  condition  pour  que  l'équation 

ax*  +  2bx  +  c  =  0 

ait  une  racine  double  est  ^ 

ac_  *■  =  (), 

et  non  pas 

fl(ac —  6*)  =  0. 

ÉLIMINATION 
605.  Définition.  —  Éliminer  x  entre  deux  équations 

f(X)  =  0,    f(x)  =  0, 

c'est  trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  ces  équa- 
tions aient  au  moins  une  racine  commune. 

Si  les  coefficients  des  polynômes  f(x)  et  ?(#)  sont  variables,  il 
peut  arriver  que  les  coefficients  des  plus  hautes  puissances  de  x 
dans  les  deux  polynômes  f(x)  et  f(x)  deviennent  nuls  en  même 
temps,  de  telle  sorte  que  les  deux  équations  aient  chacune  une 
racine  infinie  ;  nous  conviendrons  de  dire,  dans  ce  cas,  que  les  deux 
équations  ont  encore  une  racine  commune. 

Gela  posé,  si  les  équations  proposées  ont  une  ou  plusieurs  racines 
finies  communes,  les  deux  polynômes  f(x)  et  ?  (x)  ont  un  diviseur 
commun,  et  réciproquement;  si  ces  équations  ont  une  racine 
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infinie  commune,  les  degrés  de  f(x)  et  de  ?v\r)  s'abaissent;  donc 
dans  chacun  de  ces  deux  cas  le  résultant  des  polynômes  f{x\  et 
y(x)  est  nul. 

Réciproquement,  si  le  résultant  des  deux  polynômes /"(.r)  et  •{*> 
est  nul,  ces  polynômes  ont  un  diviseur  commun  ou  bien  leurs 
degrés  s'abaissent;  donc  les  équations  f{x)  =0  et  ^  (x)  =0  ont  une 
racine  commune  finie  ou  infinie. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Pour  que  deux  équations  algébriques  f(x)  =  0,  ?  (jr)  =  0  aient  au 
moins  une  racine  commune,  il  faut  et  il  suffit  que  le  résultant  des  deux 
polynômes  f(x),  9  (x)  soit  nul. 

Remarque.  I.  —  11  convient  de  rappeler  que  si  le  résultant  de  f{x)  et  de  ?  x 

est  nul,  il  peut  arriver  que  l'un  des  deux  polynômes  ou  même  les  deux  disparaissent, 

tous  les  coefficients  devenant  nuls- 
Remarque.  H.  —  On  peut,  après  avoir  formé  le  résultant  de  f\/\  et  3  j*. 

reconnaître  combien  les  deux  équations  proposées  ont  de  racines  communes. 
En  effet,  nous  avons  déterminé  dans  le  chapitre  précédent  deux  polynômes /i  s, 

?,  (x)  vérifiant  l'identité  d'Euler 

quand  f(x)  et  9  (x)  ont  un  plus  grand  commun  diviseur.  Si  le  degré  de  f[x  e*t 
égal  à  m,  et  le  degré  de  ç(.r)  égal  à  p,  et  si  h  est  le  degré  du  plus  grand  commun 
diviseur  D  (r),  de  f(x)  et  ç  (.r),  nous  savons  que  l'on  a 

ç(jr) 

ô  Kx)  étant  un  polynôme  entier  arbitraire  de  degré  h  —  i,  de  sorte  que  les  coeffi- 
cients de  fx  (x)  et  de  ci  (x)  sont  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  de  h  arbitraire. 

Par  suite  le  déterminaut  principal  des  coefficients  des  inconnues  ct„  04 ...  aw«  % 
pt  ...  p^  déterminées  par  les  équations  (4)  (596),  doit  être  un  déterminant  d'ordre 
m  +  p  —  h.  De  là  résulte  un  moyen  de  connaître  le  nombre  de  racines  communes. 
Mais  nous  allons  reprendre  cette  question  par  une  autre  méthode. 

606.  Méthode  de  Bezout  '.  —  Considérons  les  deux  équations 

f{x)  =  A0+  À,*  +  A^+ +  A.*"  -  0,  (I) 

?(X)  =  B0+Blx+Bixi  + +  B,*  =0,     (m>y). 

Écrivons  ces  polynômes  de  cette  manière  : 

?(x)=^Q+x"Ql     (k<p), 

1.  Voir  Noté  ffur  Tel i m i nation,  par  M.  G.  Darbaux.  —  Bulletin  de*  Scienrex  mathémati^ 
février  1877. 
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P  et  Q  étant  des  polynômes  de  degré  A:  —  I,  Pt  et  Q,  étant  des  poly- 
nômes de  degrés  m  —  k  et  p  —  k  respectivement.  On  en  déduit 
l'identité  : 

fW-Pt-/(*).Qi  =  QP.-PQ.i 

d'où  il  résulte  que  le  polynôme 

î (*)[À*+  A*+1*  +...  +  À**—*]  -  f[x)  [B*+  B*+, *  +  ...+  B,*-*], 

est  au  plus  de  degré  m  —  1 . 
D'après  cela,  si  Ton  pose  : 

Fi(*)=T(x)[At+Ai*+..+A.«-*]-A*)[Bi+V+-  +  ^*,,-1 


JV, [x)  =  f  (x)  [A,.,  +  A,*  +  ...  +  À,*-*']  -  f(x)  [B,,.,  +  Bpx] 
FP(x)    sf(*)[A,  +  V,*  +  ...+  A.^]-A*)Bfi 

et  en  supposant  m  >  p, 


(2) 


F**  (*)  =  »(*) 


(3) 


F«_,{«)  =  »(*).*--*-• 
Fm(x)     =f(ar).x— "-• 


nous  pourrons  écrire  : 


F,(x)  «<$  +  (**  +  <$*■  + +  c7xM-', 

Ft(*)  =  ci  +  c\x  +  c»  z*  + +  er*"-'  - 


F,(*)  =  c;+  c>+  rjx*  +  .....  +  cjx» 


bailleurs, 


**-.  (*)  =  B,  +  B,x  +  B,x*  + +  B„x", 

FH.,(a;)=  B0* +  B,*»+  +  BP_,^  + B,^+', 


*-(*) 


B,jc*-'-»+  B,*"- *-f- -f  B,*™-' 
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Gela  posé,  si  les  équations 

f(x)=Q,    *(*)  =  0 

ont  une  solution  commune  x  =  a,  cette  solution  vérifiera  les  m 
équations 

Ft(*)  =  0,    Vt{x)  =  0, ¥m{x)  =  0. 

Or,  si  Ton  regarde 

x,     x2,     jp3,     ar"1-1 

comme  des  inconnues,  les  m  équations  (4)  qui  sont  du  premier 
degré  par  rapport  à  ces  inconnues  sont  compatibles,  puisqu'elles 
admettent  la  solution 


x  =  a,     x*  =  a8,     x3  =  a3, 


a:"1"1  =  a"1-1, 


de  sorte  que   si  les  équations  proposées  ont  au   moins    une  racine 
commune,  on  a 

R=0, 
R  étant  le  déterminant  : 


R  = 


Il  est  clair  que  si  R  est  différent  de  zéro,  les  deux  équations  n'ont 
aucune  racine  commune. 

607.  Réciproquement,  si  le  déterminant  R  est  nul,  les  équations 
proposées  ont  au  moins  une  solution  commune. 

En  effet,  si  R  =  0,  il  existe  une  même  relation  linéaire  et  homo- 
gène entre  les  éléments  des  colonnes  de  ce  déterminant;  cela 
revient  à  dire,  comme  on  le  vérifie  immédiatement,  que  Ton  peut 
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trouver  des  nombres  non  tous  nuls 

tels  que  l'identité 

\F{{x)  +  \F>{x)  + +  >mFm(*)  =  0 

soit  vérifiée,  et  par  conséquent  que  Ton  a  identiquement 

fi(x)?(x)-9i(x)f(x)^0,  (5) 

les  polynômes  fy{x)  et  cp^a?)  étant  définis  par  ces  identités  : 

1(*)=ï1(ÀrhÀi*+...+À«^ 

+V(A,  +  A^1*+...+Amtf--*)  +  \2+l+lH-ix+...+l„V»-r-t  i  m 

9i(x)^\(Bi+  B,x  + +3,*-)+*»(Bi  +  Sl*+ +  B,^-a)  f  W 

+ +  h*,- 

Il  reste  encore  à  prouver  que  les  polynômes  /i(j?)  et  ^(x)  ne  sont 
pas  identiquement  nuls. 

Or  les  coefficients  Bp  et  Am  sont  supposés  différents  de  zéro  ;  dans 
<P,  (x)  le  terme  de  degré  p  —  l  ne  peut  être  nul  que  si  X,  =  0  ;  le 
terme  du  plus  haut  degré,  dans  cette  hypothèse,  est  réduit  àB^V 
il  ne  peut  être  nul  que  si  >2=  0;  et  ainsi  de  suite.  On  voit  ainsi  que 
Tidentité  9t  (x)  =  0  entraînerait  les  conditions 

\  =  0,    \=0t  Ap  =  0. 

Mais  alors  ft{x)  serait  réduit  à 

Vh  +  Vf*  X  +  .....  +  X.*"-*-1, 

ce  polynôme  ne  sera  identiquement  nul  que  si 

V+i=0,      Vh*  =  0,      V=0, 

donc  tous  les  nombres  V  V  V  devraient  être  nuls,  ce  qui  est 

contraire  à  notre  hypothèse. 

Si  un  seul  de  ces  polynômes  était  identiquement  nul,  si  par 
exemple  on  avait 

*(*)s0, 

U.  B.  «UWKîWLOWSXI.  —   ÀLOKBM.  20 
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on  déduirait  de  l'identité  (3) 

et  par  suite 

ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse  B,  ^  0. 

Nous  avons  donc  trouvé  deux  polynômes  fx  (x)  de  degré  »i  —  1 
au  plu&^t  ?,(jt)  de  degré  p  —  1  au  plus  et  vérifiant  l'identité  *> 
d'Euler,  par  conséquent  les  polynômes  f(x)  et  <ç(x)  qui  sont  de 
degrés  m  et  ;;  respectivement  ont  un  diviseur  commun  ;  et  par  suite 
les  équations  proposées  ont  au  moins  une  racine  commune. 


OOS.Condltlon»  pour  que  les  équations  (1)  aient  p  racla 
—  Pour  que  les  équations  proposées  aient  \l  racines  communes,  il  faut  et  il  suffit  qM 
te  déterminant  R  et  ses  mineurs  d'ordre  inférieur  à\L  soient  nuls  et  qu'il  y  ait  au 
moins  un  mineur  tfordre  \i  qui  soit  différent  de  zéro. 

Supposons  que  le  plus  grand  commun  diviseur  A  des  polynômes  f{r)  et  ?  (jp"«  svil 
de  degré  \i  et  posons 

f{x)  =  ±.fi{x) 

ç(a-)=A.çi  (*), 

les  polynômes  fx  (.r)  et  91  (x)  étant  premiers  entre  eux. 

Le  polynôme  A  divise  chacun  des  polynômes  Ft  (*),Ft(;r)...  Fw(.r)  que  nous  avons 
définis  plus  haut,  de  sorte  que  Ton  aura  : 

F.WsA.+.W,  F,  W  =  Afc(*)f.  ..  F;,M  =  A^(.r); 
F^  (*)  =A.  ?1  (x),  F^Mes  A. *  9,  (r),..  Fw  (.r)= A.  **- 1-1 tfjtf. 

étant  des  polynômes  de  degré  m  —  u.  —  i,  de  sorte  que 


v  v        i*  v 

et  soit  en  outre 
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Les  polynômes  F,.  F,, Fm  sont  des  combinaisons  linéaires  des   expressions 

suivantes  : 

zt=  h0  a?  +  A,  x*~x  +  +  h^jfi 

zt  =  h*  **+'  +  hx  x*      +  +  ^  ** 


t^^h.*!*-1  +  hx  xm    + +  /i^-'»-^ 

zt  étant  d'ailleurs  égal  à  A. 
Les  m  équations  du  premier  degré  qu'on  obtient  en  égalant  à  zéro  les  polynômes 


en  considérant 


F«'F*    Fm, 


x»,  X* xm~l 


comme  des  inconnues  distinctes  seront  vérifiées  si  Ton  établit  entre  ces  m  inconnues 
seulement  les  m  —  \l  relations 


(7) 


Je  dis  que  si  les  polynômes  /i  (x)  et  ç,  (x)  sont  premiers  entre  eux,  les  m  équa- 
tions du  premier  degré  que  nous  considérons  ne  peuvent  avoir  d'autres  solutions. 
En  effet,  ces  équations  peuvent  s'écrire  de  la  manière  suivante  : 

«î  s,  +«?5i  +   +  a;»-^m-{fc  =  o 


i         i       * 


«;*.  +  «;*.+  +  *?■+**->=<>  ^    («) 

Pi  îi  +  P.5.+ +  fW+l  VH-i  =° 

ft  *m-p  + h    f+i  Zm-(L  =  ° 

Je  vais  prouver  que  le  déterminant  des  m  —  p  dernières  équations  (8)  est 
différent  de  zéro.  En  effet,  on  a  : 

+^+i(*)=<P.(*)[A^1+A^^+...+Amx--"'-']-/-1(J;)[BM.t+BH.ja;+...+BJ,^*-,J 
♦|tf,W  =  »i{*)[ArtJ+ +Am^-i-«]_/-1(x)[B1>+1  +  ...+  B1,^-!'-'j 

+,  (*)  =  *  (*)  [Vf«  +    +  A»  *""']  -  /"'  W-  B* 

On  obtient  ces  identités  en  divisant  par  A  les  deux  membres  des  identités  (î).  Il 
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résulte  de  là  que  si  le  déterminant 


a1  *        am-ît 

*p  aP     *r 

ft  fc  .  •  f^,  0    0 

0  Pi  Pp.M.1o...o 


était  nul,  les  polynômes  /i  (x)  et  9f  (x)  auraient  un  diviseur  commun  ;  il  suffit  de 
reproduire  le  raisonnement  relatif  aux  polynômes  f(x)  et  ç(*)et  au  déterminant  R. 
11  est  donc  prouvé  que  les  équations  (7)  se  réduisent  à  m  —  p.  équations  distincte? 
qui  sont  les  équations  (6). 

Ainsi,  quand  les  équations  f(x)  =  0,  9  (x)  =  0  ont  p  racines  communes  et  seule- 
•  ment  p,  les  équations  du  premier  degré 
F|(*)  =  0,  F,(Jc)  =  0...FJJ_|(a:)  =  0,  ç(x)  =  0,  x9  (x)z=0  ....  xm  '/,">1  ?  (x)  =  0 
où  Ton  regarde  les  puissances  de  x  comme  des  inconnues  distinctesTse  réduisent  à 
m  —  (&  équations  distinctes  ;  elles  pourront  être  vérifiées  en  prenant  \i  —  1  et  seule- 
lement  u,  —  1  inconnues  arbitrairement  :  donc  les  mineurs  d'ordre  \l  —  1  de  R  sont 
nuls,  et  il  y  a  un  mineur  d'ordre  p  différent  de  zéro  ;  autrement  dit,  le  déterminant 
principal  déduit  du  tableau  des  coefficients  de  R  est  un  déterminant  de  degré 
m  —  (i. 

Pour  avoir  les  u,  racines  communes,  il  suffira  de  former  une  équation  entre  p.  + 1 
inconnues  consécutives: 


**,  **+1, 


x*+i* 


et  d'y  considérer  ensuite  ces  inconnues  comme  des  puissances  de  x;  en  supprimant 
x  ,  on  aura  une  équation  du  degré  (&  qui  donnera  toutes  les  racines  communes. 

En  égalant  à  zéro  tous  les  mineurs  d'ordre  \l  —  1  de  R  on  aura  trop  d'équations 
de  conditions.  Voici  comment  on  peut  procéder  : 

Si  f  (x)  et  9  (x)  ont  \l  racines  communes,  on  peut  poser 


et  par  suite 


f{x)  =  A.  fx  (x)     9  (x)  =  A  .91  (x) 


A*)?i(*)-fWfl(*)sO. 


Tous  les  polynômes  fx  (x)  et  91  (x)  pouvant  vérifier  cette  identité  sont  donnés  par 
les  identités  (6)  où  les  arbitraires  X  vérifient  les  équations  : 


Xic}  +  W2+  +  \,c^  +  XH.1B0=0 

h  c\+  Xtcî+ +  lpc*p  +Xp+1  B,  + Vh  B,  =  0 


« 
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On  sait  déjà  que  les  polynômes  fx  {x)  et  çj  (x)  sont  déterminés  à  un  facteur  cons- 
tant près  si  leurs  degrés  sont  m—  p  etp  —  p;  on  obtiendra  les  conditions  nécessaires 
et  suffisantes  pour  que  les  équations  proposées  aient  \l  racines  communes  en  expri- 
mant que  le  système  (9),  où  l'on  fait 

>i=X«  = =  xlt_1  =  o>Jt=i, 

a  une  solution. 
609.  Application.  —  Soient 

f{x)  =  Aû+  Atx  +  A,** 
*(*)=*+  B,*  +  B,**. 

Formons 

Ft  (x)  et  Ft  {x). 

On  trouve  : 

F1(o:)  =  (BpA1-A,B1)  +  (BoAt-AoBs)iP 
Ft  {x)  ==  (  A«  B,  -  A«  B,)  +  (B,  A,  -  A,  B,)  x. 

Pour  que  ces  équations  aient  au  moins  une  racine  commune,  il  faut  et  il  suffit 
que  Ton  ait 

R  =  I  B0  Ai  -  A0  Bi         B»  A,  -  A6  B,  I       n 
n~  I  B.A.-AoB,         B1At-A,Bi  |  ~  v' 

Si  Ton  veut  que  les  équations  données  n'aient  qu'une  seule  racine  commune,  il 
faut  que  l'un  des  mineurs  du  premier  ordre  du  déterminant  précédent  soit  différent 
de  zéro  ;  on  sait  que  dans  ce  cas  l'un  des  mineurs 

B,At  —  AoBt    ou    BiAs  — AtB, 

sera  différent  de  zéro. 
D'ailleurs,  si  en  supposant  A,  et  Bt  non  nuls  simultanément,  on  a  : 

R  =  0    et    B,A,—  A1B,  =  0; 

on  aura  aussi 

B„A,-  A^B,=:0, 

d'où  Ton  conclut 

B|  Afl  — •  Aj  Bf  ^  0, 

et  par  suite  les  équations  ont  leurs  coefficients  proportionnels.  Donc  la  condition 

Bi  At  —  A,  Bj  ^  0 

est  nécessaire;  elle  est  d'ailleurs  suffisante,  car  si  elle  est  remplie,  les  coefficients 
des  deux  équations  n'étant  pas  proportionnels,  la  condition  R  =  0  exprime  qu'elles 
n'ont  qu'une  racine  commune. 
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810.  t'*le»l  dm  degré  en  déêermlMurt  B.  —  Nous  avons  posé  : 

Si  l'on  suppose  que  A0,  A, Àm  sont  des  polynômes  entiers  en  y  de  degr^ 

/w,  m  —  4,  ...0  respectivement,  et  de  môme  que  B  ,  B  ,...  B    soient  des  polynôme* 

entiers  en  y  de  degrés  />,p  —  1, 0;  on  voit  aisément  que  tous  les  termes  •!». 

QP,  —  PQ,  sont  de  degré  m  +  p—  *en  x  et  y,  de  sorte  que  les  polynômes  F, (t. 

Vf  (j-) F,,  (x)  seront  de  degrés   m  +  j>  —  4,  m  -f  p  —  2,  m.  On  consklèr: 

ensuite  F^fj)  =  9  (jt),  F^j  (j-)  =  a-  ?fx\  Fm  (x\  =jt«-^«  ?  (x)  dont  le> 

degrés  par  rapport  à  x  et  y  sont  respectivement  p,  p  -h  1, m  —  1. 

Multiplions  les  éléments  de  la  première  colonne  de  R  par  1,  ceux  de  la  seconde 
par  j-,  ceux  de  la  troisième  par  x*,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  la  m*  que  nous  multi- 
plierons par  xm~x.  Dans  une  ligne  quelconque  les  degrés  de  tous  les  termes  seront 
les  mêmes,  de  sorte  que  le  degré  de  R,  par  rapport  à  x  et  y  est  devenu  égal  à 


P  +  (P  +  1)  + +  (P  +  m  — 1)  =w/>  +  (1  +  2  + +  m  - 1). 

Le  degré  de  R  par  rapport  à  y  est  donc  égal  à  ce  nombre  diminué  de 


1  +  2+ +  w-i, 

c'est-à-dire  m  p. 

611.  Élimination  par  les  fonctions  symétriques.—  Soient 

f(x)  =  A*  [x  —  «,)  (x*  —  a2) (*  —  «m) 

f  (x)  s  B0  (*  -  ft)  (a:  -  fc)  (x  -  p,); 

nous  supposons  d'abord  A0  et  B0  différents  de  zéro. 

Pour  que  les  équations  f(x)  =  0,  <?(x)  =  0  aient  au  moins  une 
racine  commune,  il  faut  et  il  suffit  que  le  produit 

P  =  AA)  M) AM 

soit  nul.  Ce  produit  est  évidemment  une  fonction  entière,  homo- 
gène et  de  degré  p  des  coefficients  de  f(x)  ;  d'autre  part,  ce  pro- 
duit est  une  fonction  entière  et  symétrique  des  racines  de  l'équa- 
tion f  (x)  =  0,  donc  P  est  une  fonction  rationnelle  des  coefficients 
de  ?{x).  D  autre  part,  si  Ton  considère  le  produit  : 

Q=ç(«1)  <?(«*) <?(«m), 

on  peut  dire  également  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  les  équations  proposées  aient  une  racine  commune  est  : 
Q  =  0.  D'ailleurs  Q  est  une  fonction  entière,  homogène  et  de 
degré  m  des  coefficients  de  y  [x),  et  une  fonction  rationnelle  des 
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coefficients  de  f(x),  puisque  Q  est  une  fonction  symétrique  et 
entière  des  racines  de  l'équation  f(x)  =  0.  Or  il  y  a  une  relation 
simple  entre  P  et  Q.  Effectivement,  on  a  : 

p  =  àïip1-«1)(Pi-.o (fc.-t*) 

X    (P*  —  «i)   (fc   —  «jî (3l  —  «-) 


x  (k  -  «,)  (&,—«,) (P,  -  «m) 

et,  d'autre  part 

q  =  bt(«i-w(«.-w («i-pj 

><(«*-&)(«* -M (*■-&,) 

X    («*—  fc)  (*,»-&) («m-  P,) 

on  a  donc 

BrP  =  (-l)-'ASQ. 

D  après  ce  qui  a  été  déjà  expliqué,  P  est  une  fonction  entière 

R     R  R 

des  rapports  -s*,^, ^  et  Q  est  une  fonction  entière  des 

B0    B0  B0 

coefficients  B0,  B1? B^;  donc  en  multipliant  P  par  BJn,  tous  les 

facteurs  B0  qui  se  trouvent  en  dénominateur  disparaissent,  comme 

cela  résulte  de  l'identité  précédente.  —  Ainsi  BJ"  P  est  une  fonction 

entière  et  homogène  de  degré  p  des  coefficients  de  /"(#),  et  en 

même  temps  une  fonction  entière  et  homogène  de  degré  m  des 

coefficients  de  cp  {x),  puisque  B?  P  est  égal  à  ±  AJ  Q.  Cette  fonction 

est  nulle  toutes  les  fois  que  les  équations  proposées  ont  une  racine 

commune,  et  réciproquement. 

Mais  on  ne  doit  pas  oublier  que  nous  avons  supposé  A0  et  B0 

différents  de  zéro.  Je  dis  que  si   A0  et  B0  deviennent  nuls,  la 

fonction  entière  BJ*  P  deviendra  nulle.  En  effet  supposons  A0  =  0  ; 

alors  le  polynôme  f{x)  se  réduit  à  un  polynôme  de  degré  m  —  1 

que  nous  appellerons  g  (x);  d'après  ce  qui  précède,  le  produit 


vrl9fPùgM.»*9(»,) 
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est  une  fonction  entière  de  B0,  Blf B,;  or  BJ*P  se  réduit  à 

«?*(fc)*(V »(M 

et  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire  ce  produit  est  une  fonction 
entière  des  coefficients  de  f(x)  et  de  9  (x),  contenant  B0  en  facteur; 
donc  si  Ton  suppose  encore  B0  =  0,  ce  produit  est  nul. 

Si  Ton  désigne  par  R  le  résultant  des  deux  polynômes  f(x)  et 
<j  (x),  et  si  Ton  suppose  tous  les  coefficients  de  ces  polynômes 
entièrement  arbitraires,  on  voit  que  si  R  =0,  les  équations  f[x)=$. 
<p(x)  =0  ayant  une  racine  commune,  finie  ou  infinie,  on  a  né- 
cessairement BIT  P  =  (—  l)m  AJ  Q  =  0.  Réciproquement,  si 
BJ1  P  =  (—  l)m^  AJ  Q  =  0  les  équations  proposées  ont  une  racine 
commune,  donc  R  =  0;  il  en  résulté  que  R  et  la  fonction  B#mP,  qui 
sont  du  même  degré  ne  peuvent  différer  que  par  une  constante, 
puisque  en  regardant  les  coefficients  de  f(x)  et  de  ?  (x)  comme  des 
variables,  les  équations  R=0  et  BmP  =  0  ont  les  mêmes  solutions. 

612.  Application.  —  Considérons  deux  équations  du  second 
degré  : 

f(x)  =  a  x*  +  bx  +  c  =  0 
ç(ar)  ==  d  x*  +  b'x  -+-  c  =  0 

Soient  «,  3  les  racines  de  la  seconde  équation  et  formons  la 
quantité 

«'*  (a**  +  b*+c)  (a$*  +  *P  +  c), 

on  a  identiquement  : 

d  (ax*  +  bx  -\-  c)  —  a(d  x*  -f-  b'x-\-c)  =  [bd  —  ab')  x  -J-  cd—  oc' 

par  suite 

d  (aaP  +  bcn  -(-  c)=(bd  —  a 6*)  a  +  cd  —  ac 
a  (a P2  +  b$  +  c)  =  (bd  —  ab)  0  +  cd  —  ac', 

donc 

a'*(a*'+ba  +  c)  (ap  +  b$  +  c) 
=  (bd  —  a  b*  «P  +  (bd  —  ab')(cd  —  ac*)  (et  +  g)-f  (ca-acf 

=  (bd  —  a  *')»  ^  —  (bd  —  ab')  (cd  —  cd)  *  +  (cd  —  acj. 

Cette  expression  peut  s'écrire  ainsi  : 

(ac  —  cdf  +  (bd — ab)  I  (bd  —  ab)  -  —  (cd —  acr)  -7 1 
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ou,  en  simplifiant  : 

{ac  —  ca)*  —  (abf  —  ba)  {bc  -  cb'). 

On  retrouve  bien  le  résultant  des  deux  polynômes. 


313 


613.  Posons: 


5  = 


1    *t     xv 
1     t.     r\ 


et  faisons  le  produit    R.Ç,  R  étant  le  déterminant  de  Bezout.  On  trouve  aisément, 
en  conservant  les  notations  du  n°  606  : 


m= 


F,  (*,) 
F.fo) 


F,(*,) 


F,(*t)  F,  M 

?  fo)  ?  W  • 


~*   f-i 


F.  (*J 

F.(*J 


F,(*J 


?(*•)  *r*"'*w)  •••  *■ 


,m— fi-l 


f  (l*») 


Supposons  que   *,,  art, *m  soient  les  m  racines  de  f(x)  =  0. 

On  aura  alors 

Fk(Xh)  =  <t{xJ[\  +  Xk+lx+ +  A.*--»] 

donc,  dans  R  \  les  quantités    ç  (j\)    seront  en  facteur  dans  chaque  colonne,  de 
sorte  que 

A,  +  A,*,  +  . . .  +  À,,  a?-1,  A,  +  Vi+  -  -  +  ^  x™-\  .. 
A,  +  A,*f+  ...  -+-Amx^1 


R|= 


A,  +  Art4*+...+Aai*r 


** 


m-,,-! 


fW^J...^) 
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Si  Von  retranche  de  la  p*  ligne  chacune  des  suivantes  multipliées  respectivement 
par    Ap,  A^_r  . . .  Am^v  il  restera  pour  cette  ligne  : 

^mXi      '  Am  x\      t  •  •  •  Aw  xm    . 

Mettant  Am  en  facteur  et  appliquant  un  procédé  tout  semblable  aux  lignes  de  rangs 
p  —  i,  j>  —  2,  ...  1,  on  obtient  finalement 

R?=±:A^.|.  9(*i)f(4Et)  ...  ?{*m), 

d'où 

R=±A£  ?(*,)?(*,)  ...  ç(*w). 

On  peut  d'ailleurs  par  un  procédé  identique  à  celui  que  nous  avons  indiqué  au 
n°  (202,  2»)  montrer  que  le  résultant  de  Bezout  est  le  même  que  le  déterminant  a 
de  Sylvester  (596). 

614.  Résolution  d'un  système  de  deux  équations  à 
deux  Inconnues.  —  Soient  : 

A*,y)  =  o,  f(*,»)  =  o  (i) 

deux  équations  à  deux  inconnues. 

Soient  x  =  a?0,  y  =  y0  une  solution  de  ce  système;  les  nombres 
x0  et  y0  substitués  à  x  et  à  y  dans  les  deux  polynômes /(x,  y)  et 
?  [x,  y)  les  rendent  identiquement  nuls,  de  sorte  que  Ton  a  : 

Par  suite  les  équations 

f{*,y.)  =Off(x,  yo)  =  0  (3) 

ont  au  moins  une  racine  commune  a?0  d'où  il  suit  que  le  résultant 
de  ces  deux  polynômes  est  nul.  Or  ce  résultant  est  une  fonction 
entière  des  coefficients  de/ (x,  y0)  et  de  ç(x,  y0);  c'est  donc  une 
fonction  entière  de  la  lettre  ty0l  que  nou& représenterons  par: 

RI*) 

Il  résulte  de  là,  que  y0  est  une  racine  de  l'équation 

R(y)  =  o.  (4) 
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Réciproquement,  soit  y0  une  racine  de  cette  équation;  on  a 

R(y.)  =  o 

donc  les  équations  (3)  ont  au  moins  une  solution  commune  x0  et 
par  suite,  les  égalités  (2)  étant  vérifiées,  les  formules  a?=a?0,  y =y0 
représentent  une  solution  du  système  proposé. 

Nous  supposons  les  équations  proposées  complètes  et  de  degrés 
m  etp  respectivement;  autrement  dit,  en  posant  : 

f{xy  y)  =  a0x"  +  a,  xm~x  + +  am 

<?{x,y)  =  b0x*>  +61j*-«.  + +  bP) 

nous  admettons  que  a0,  ai9  ...  am,  *0»  *n  •••  *p  soient  des  polynômes 
entiers  en  y  dont  le  degré  est  précisément  égal  à  l'indice.  Dans  ces 
conditions,  nous  avons  vu  que  R  (y)  est  un  polynôme  de  degré  mp, 
tant  que  les  polynômes  homogènes  représentant  l'ensemble  des 
termes  de  degré  m  en  x  et  y  dans  f(x,  y),  et  l'ensemble  des  termes 
de  degré  p  en  x  et  y  dans  ?(#,  y)  n'ont  aucun  facteur  commun*. 

615.  Équation  adjointe.  Nombre  des  solutions.  —  11  s'agit  d'abord  de 
trouver  x9  quand  on  connaît  y0-  Pour  cela,  nous  emploierons  la  méthode  suivante 
due  à  Liouville. 

Posons 

z  =  ax  +  y, 
oc  étant  une  indéterminée,  et  considérons  les  équations 

/"( x,  z  —  «x)  =  0,      <p  (x,  z  —  ax)  =  0.  (5) 

A  toute  solution  (a?0,y0)i  du  système  (1),  correspond  une  solution  {x9lz0)  du 
système  (5),  z0  étant  définie  par  l'équation 

50  =  ax0  -f-  y0  ; 

réciproquement,  si  le  système  (5)  a  une  solution  (x«,z©),  le  système  (4)  a  pour 
solution 

x  =  *o>      y  =  *•  —  «*o- 

Cela  posé,  soit  (xtf  y0)  une  solution  du  système  proposé. 
Les  équations 

f(x,  z0  —  *x)  =  0,     9  (x,  z0  —  oco?)  =  0 


*  Ce  qui  signifie  que  l'équation  aux  ordonnées  des  points  communs  aux  courbes  représentées 
par  les  équations  f  (x,  y)  =  0,  7  (x,  y)  =  0,  est  de  degré  mp  tant  que  ces  courbes  n'ont  aucune 
direction  asymptotique  commune. 
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ont  au  moins  une  solution  commune,  lorsque  Ton  suppose 

par  suite  le  résultant  des  deux  polynômes 

A*»*  —  our),      9(x,si  —  or) 

est  nul  ;  ce  résultant  est  une  fonction  entière  de  s»  et  de  a,  que  nous  représentons 
par  p  (s,,  a)  ;  on  a  donc 

p(j„«)  =  0, 
ou,  en  ordonnant  ce  polynôme  suivant  les  puissances  de  a, 

p«fo)  +  «Pi  (*•)  +  «*Pi  (sj  +  -  =  0, 
c'est-à-dire 

Ptfyo  +  «*•)  +  «Pi  («/•  +  olx%)  +  a«pt(y#  +  «*•)  +  —  =°-  l6) 

Mais  cette  relation  a  lieu  quelle  que  soit  la  valeur  de  a,  donc  les  coefficients  des 
différentes  puissances  de  a  doivent  être  nulles.  On  a  donc 

p,(y0)  =  0; 

mais,  quand  s  =  0,  z,  se  réduit  à  y9  et  p  (s»,  a)àp«  (r/#)  ;  on  en  conclut  que  p,  (yj  n'est 
pas  autre  chose  que  R(sfo);  on  retrouve  ainsi  la  condition 

en  égalant  à  zéro  les  coefûcients  de  a,  a*, ...  on  aura  donc 

*#R'(y0)  +  Pifo#)  =  0 


Si  y»  est  une  racine  simple  de  l'équation  R(y«)  =  0,  on  a  donc 

x  —    pifrJ 

•"      R'W 
et  par  suite  les  équations 

n'ont  alors  qu'une  seule  racine  commune  x9. 
Si  l'on  a 

R'(î/#)  =  n    et    p,û/J^0, 
on  peut  dire  que  x0  est  infini. 
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Si 

R'  (yo)  =  O,     p,  (y0)  =  0,     R"  (t/0)  ^  0, 

x0  est  donné  par  une  équation  du  second  degré,  par  suite  à  une  racine  double  de 
r  équation  R  (y)  =  0  correspondent  deux  valeurs  de  x  et  ainsi  de  suite. 

On  en  conclut  que  le  système  des  équations  proposées  a  en  général,  mp  solutions. 

D'où  ce  théorème,  dû  à  Bezout  : 

Le  nombre  de  solutions  de  deux  équations  à  deux  inconnues,  de  degrés  m  et  p 
est  égal  à  mp. 

L'équation 

*R'(y)+Pi(y)=o 

se  nomme  l'équation  adjointe  au  résultant  R  (y). 
616.  Exemple.  —  Considérons  un  système  de  deux  équations  à  deux  inconnues 

f(x,y)  =  ax*+  bxy  +  cy*  +  dx -f  ey  +  h  —  Q    f 
fi(x,y)  =  a'xi  +  6'xy  +  cY  +  d'x-]-e'y  +  h'  =  0    ) 


En  posant 


a  =  A,  6y  +  d  =  B,  cy*  +  ey  +  A  =  C 
a'  =  A',   b'y  -f  d  =  B,  c'y*  +  e'y  +  h'  =  G', 


les  équations  proposées  prennent  la  forme 

kx*  -f  Bx 
A'x*  +  Wx 


A*«  -f  Bx  +  G  =  0    )  m 


En  éliminant  x,  on  obtient  : 

(AC  —  CA')'  -  (AB'  —  BA)  (BC  -  CB')  =  0,  (3) 

équation  du  4*  degré  en  y. 

Soit  t/0  une  racine  de  l'équation  (3)  ;  en  remplaçant  y  par  y0j  les  équations  (2) 
auront,  en  général,  une  racine  commune  donnée  par  l'équation  du  premier  degré 

(AB'  -  BA>  +  (AC  -  CA')  =  0,  (4) 

de  sorte  que  le  système  proposé  a,  en  général,  quatre  solutions. 
Discussion.  —  Le  coefficient  de  j/4  dans  l'équation  (3)  est 

r  =  (ad  —  ca')%  —  {ab'  —  ba')  (bc'  —  cb'). 
Tant  que  l'on  suppose  r  =£  o,  c'est-à-dire,  tant  que  les  deux  formes  quadratiques 

ax*  +  àxy  -\-  cy* 
a'x%  -f-  b'xy  -}-  c'y 

n'ont  aucun  facteur  linéaire  commun,  l'équation  (3)  est  du  4e  degré. 

En  supposant  r  ^  o,  les  coefficients  A  et  A',  c'est-à-dire  a  et  a'  ne  sont  pas  tous 
deux  nuls.  Dans  cette  hypothèse,  si  yQ  est  une  racine  simple  de  l'équation  (3),  le 
coefficient  AB7  —  BA'  est  différent  de  zéro,  c'est-à-dire  : 

(ab'  —  àa')y9  +  ad'  —  da'  ^  0. 
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Effectivement,  si  l'on  suppose  que  y0  soit  racine  de  l'équation 

AB'  —  BA'  =  0, 

l'équation  (1)  montre  que  y0  vérifie  aussi  l'équation 

AC-CA'  =  0; 
et  comme  A  et  A'  ne  sont  pas  tous  deux  nuls,  on  aura  aussi,  en  supposant  toujours 

BC  —  CB'  =  0, 

de  sorte  que  AB'  —  BA',  AC'  —  CA',  BC'  —  CB'  étant  divisibles  chacun  par  y  —  y*, 
le  premier  membre  de  l'équation  (3)  sera  divisible  par  (y  —  y0)*  et  par  conséquent 
y©  serait  racine  double  de  l'équation  (3\  ce  qui  est  contraire  à  notre  hypothèse.  1! 
résulte  de  là  qu'à  une  racine  simple  y©  de  cette  équation  correspond  une  seule  racine 
x9  commune  aux  équations  (2)  et  par  suite  une  seule  solution  (ar©,  y©)  du  système 
proposé.  Donc,  en  résumé,  si  l'on  suppose  r  ^  0,  et  si  l'équation  (3)  a  quatre  racines 
simples  yu  yt,  ys,  y4  il  correspond  à  chacune  d'elles  une  seule  valeur  de  x,  ce  qui 
donne  xu  xty  x^  xkei  le  système  proposé  admet  les  quatre  solutions 

Si  deux  ou  plusieurs  racines  y,,  yt ...  deviennent  égales,  si,  par  exemple,  y,  =  ys  il 
peut  arriver  que  xi  =xt  ou  que  xt  soit  différent  de  xti  de  sorte  que  deux  solutions 
peuvent  coïncider,  mais  il  y  aura  toujours  au  plus  quatre  solutions.  Si  l'équation  (3i 
s'abaisse,  un  certain  nombre  de  racines  de  cette  équation  peuvent  grandir  indéfini- 
ment. Nous  dirons  dans  ce  cas  que  le  système  (1)  a  autant  de  solutions  infinies. 

Il  reste  à  examiner  le  cas  où  l'équation  (3)  disparaît  identiquement,  tous  ses 
coefficients  devenant  nuls  ;  alors,  quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à  y,  les  équa- 
tions (2)  ont  au  moins  une  racine  commune.  Ce  cas  se  subdivise  en  plusieurs 
autres  :  1°  Supposons  que  .quel  que  soit  y  on  ait  : 

AB—  BA'  =  0; 
l'identité  (3)  donne  : 

AC  —  CA'=0, 

en  supposant  que  A  et  A'  ne  soient  pas  nuls  tous  deux,  on  en  conclut 

BC  —  CB'  =  0. 

Alors  les  équations  (2).  du  second  degré  en  x,  ont  leurs  coefficients  proportionnel*, 
quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à  y.  On  en  conclut  immédiatement  que  le* 
coefficients  des  équations  (1)  sont  proportionnels  ;  le  système  proposé  se  réduit  à 
une  seule  équation  et  admet  par  suite  une  infinité  de  solutions, 

Si  a=  a'  =  0,  l'équation  (3)  disparaît  identiquement  et  les  équations  (2)  serédui* 
sent  au  premier  degré  ;  si  BC  —  C  B'  =0,  on  arrive  à  la  même  conclusion,  à 
savoir  que  les  équations  (1)  rentrent  l'une  dansl'autre.  Si  l'identité  BC  —  CB*=  0 
n  est  pas  vérifiée,  en  écrivant  que  les  équations  (2)  ont  une  solution  commune,  on 
aura  à  résoudre  l'équation  B  C  —  CB'  =  0  qui  est  du  troisième  degré  en  y  ;  la 
discussion  s'achève  sans  difficulté. 

2o  Supposons  maintenant  que  A  B'  —  BA,  c'est-à-dire  : 

{a 6'  —  b  a)  y  +  ad  —  da' 
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ne  soit  pas  identiquement  nul  et  supposons  de  plus  ab'  —  ba'  ^  0.  Posons  : 

ad  —  da' 


2/o= - 


ab'  —  ba' 


L'équation  (3)  étant  une  identité,  on  a 

(AC  — GAV)1  =  (AB'  — BA'KBC  -CB).  (5) 

Mais 

A  B*  —  B  A'  ={ab'  —  b  a')  (y-  y«), 

d'où  il  résulte  que  A  C  —  C  A'  est  divisible  par  y  —  y9  et  on  en  conclut  qu'il  doit  en 
être  de  même  de  A  C  —  G  A',  puisque  le  premier  membre  de  l'identité  (5)  contiendra 
0/  —  î/o)1  en  facteur.  D'après  cela  l'équation  (4)  a  la  forme  : 

(V  —  3/o)  [(ab'  —  ba')  x  +  m  y  +  p]  =  0, 

m  et  p  étant  des  constantes. 
Soit  t/i  un  nombre  diflérent  de  y0;  les  équations  (1)  admettent  la  solution 

.      y  =  2/1,  *=— 


donc 


sont  divisibles  par 


au'  -ba" 
ffaVi)    et    U  (*,  y,) 


(«6'  —  ôa')a?  +  tfij/j  +  p; 
et  comme  cela  est  vrai  pour  une  infinité  de  valeurs  de  yu  on  a  : 

f(xy  y)==[{ab'  —  ba')x+my+p]  {ax+py  +  y) 
A  [x,  y)=  [(a  6'  —  ba)  x  +  m  y  +p]  (a'x  +  P'j/+  r')> 

de  sorte  que  le  système  (1)  se  décompose  en  deux  systèmes,  dont  l'un  est  formé  par 
une  seule  équation  : 

(a  b'  —  b  a')  œ  +  m  y  -f  p  =  0 
et  l'autre  est  formé  par 

**  +  p!/4*Y  =0 

**+p,3/+y/=°; 

si  #!>  j/i  est  la  solution  de  ce  dernier  système,  on  reconnaît  aisément  quey!  =  yQ. 

Supposons  a  b'  —  b  a'  =  0,  a  d  —  d  a'  ■£  0,  l'équation  (2)  étant  toujours  une  iden- 
tité; le  coefficient  de  y\  égal  à  a  c'  —  ca\  devant  être  nul,  l'équation  (4)  se  réduit  à 

{ad  —  da')x  +  (ae'  —  ea')y  +  af  —  faf=:0.  (Ô) 

Quelle  que  soit  la  valeur  de  y,  les  équations  (2)  ont  au  moins  une  racine  commune 
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donnée  par  l'équation  (6).  On  en  conclut  comme  plus  haut  que  f{x,y)  et/i(x,  y) 
sont  divisibles  par 

{ad'  —  da)  x  +  (ae'  —  ea!)y  +af  —fa? 

et  que  par  suite  le  système  (1)  a  une  infinité  de  solutions. 

En  résumé  :  un  système  de  deux  équations  du  second  degré  à  deux  inconnues  n'a 
que  quatre  solutions  au  plus  ou  bien  en  a  une  infinité,  cette  dernière  circonstance 
se  présentant  si  les  deux  équations  ont  leurs  coefficients  proportionnels  ou  encore 
quand  les  premiers  membres  de  ces  équations  sont  des  produits  de  facteurs  linéaires 
ayant  un  facteur  commun. 

617.  Théorème  relatif  aux  fonctions  symétriques  ration- 
nelles fractionnaires.  —  Nous  pouvons  maintenant  démontrer 
le  théorème  relatif  aux  fonctions  symétriques  rationnelles  dont 
nous  avons  parlé  au  n°  572. 

Soient /(ar,  y),  f  (#,  y)  deux  polynômes  entiers.  Pour  que  les 
deux  équations 

aient  au  moins  une  solution  commune,  il  faut  et  il  suffit  que  y0 
soit  racine  d'une  équation  R(y)=0,  que  nous  savons  former;  donc 
il  n'y  a  qu'un  nombre  déterminé  de  valeurs  de  y0  répondant  à  la 
question,  à  moins  que  R  (y)  ne  soit  identiquement  nul;  mais  dans 
ce  cas  (549)  il  existe  un  polynôme  entier  +(x,  y)  qui  divise  exac- 
tement f[x,  y)  et  9  [x,  y). 

De  même,  pour  que  les  équations  /*(y0,  x)  =  0  et  ?  (y0,  x)  =  0 
aient  une  racine  commune  il  faut  que  y0  soit  racine  d'une  seconde 
équation  p[y)  =  0;  donc,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  s'il 
n'existe  aucun  polynôme  $  (x,  y)  divisant  en  même  temps  f[x,  y) 
et  y  (a?,  y),  il  n'existera  évidemment  non  plus  aucun  polynôme 
entier  divisant  en  même  temps  /*(y,  *)  et  y  (y,  x)  et  par  suite  on 
pourra  trouver  une  infinité  de  valeurs  de  y0  telles  que  les  fractions 

f(gift)ct/(yo»g) 

soient  irréductibles  toutes  les  deux. 

Gela  posé,  considérons  une  fraction  rationnelle  symétrique, 
fonction  des  lettres  a?,  y,  et  supposons  qu'il  n'existe  aucun  poly- 
nôme entier  divisant  à  la  fois  ses  deux  termes.  On  a  par  hypo- 
thèse 

f{*iy)=f(y,*) 
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on  peut  trouver  une  infinité  de  valeurs  y0  telles  que  les  fractions 
égales 

/>,  ,Vo)  f{y»  *) 

soient  irréductibles.  On  aura  donc 

f{**  y#)  =  V(y<»  *) 
?l*.  yo)  =  **(yo.  *), 

X  étant  indépendant  de  *. 

Donc,  en  remplaçant  x  par  y0,  nous  aurons 

fia»  Vo)  =  V(y<>,  yo) 
?(yo,yo)  =  >?(yo,yo); 

mais  on  ne  peut  avoir 

Ay*  yo)  =  0  et  <?  (ty0,  y0)  =  0, 

car  les  polynômes  f{x,y0)  et  9  (x,  y0)  seraient  tous  deux  divisibles 
par  x  —  y0,  ce  qui  est  contraire  à  notre  hypothèse  ;  donc  \  =  1  et 
par  conséquent,  pour  une  infinité  de  valeurs  de  y* 

f(x,y0)~f(y  ,x) 

<?(*,  yo)=?(yo,#), 

donc  ces  identités  ont  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  y,  de  sorte 
que 

f[x,  y)  =  f(y>  *) 
?(^y)  =  <?(y,  *), 

les  deux  termes  de  la  fraction  sont  par  conséquent  symétriques. 
On  fera  le  même  raisonnement  par  rapport  à  toutes  les  lettres. 

EXERCICES 
1.  Vérifier  que  les  équations  : 

4  x*  —  25x3  +  10*»  +  21  x  — 10  =  0 
2x*  +    5*»  +a?-2  =  0 


ont  deux  racines  communes 


x'  =  -,      #"== —  1. 
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2.  Trouver  les  racines  communes  et  les  racines  non  communes  aux  équations 

Tk  —iz*  —5  jr«  +  36*  —  36  =  0 
x4  —  6x»  +  4x»  +  24x  — 32=0. 

—  On  trouve  pour  diviseur  commun  (x—  2)*. 

3.  Chercher  les  racines  communes  aux  équations 

a-*  — 13j.i  -}-36  =  0 
x*  +  x*  —  4x  — 4  =  0. 

on  appliquera  à  ces  exemples  les  méthodes  de  Bezout  et  de  Sylvester  pour  recon- 
naître que  les  équations  ont  au  moins  une  racine  commune. 

4.  Résoudre  le  système  : 

x*  +  3  y  *■+  (3y*-y  +  l)x  +  y»  -  y*  +  2  y  =  0 
x*  +  2yx  +  y"    -y  =  0. 

—  Réponse  :  (s  =  0,  y  =0)  et  (x  —  2,  y  =  1.) 

5 .  Résoudre  le  système 

x»—  3yx*  +  3x*4-3y*x  —  6yx—  x  —  y,-+-3yt -f  y  —  3  =  0 
**-f  3yx*  — 3x*  +  3yfx  —  6yx—  x+  y*  — 3y»  — y-f  3=0. 

—  Réponse:       (x=  0,  y  =  l).  (x  =  0,y  =— 1),  (x=0,y  =3) 

(y  =  01x=l),  (y  =  0,x  =  — i) 
(y  =  l,x=2),  (y  =  l,x  =  -2) 
(y  =  2,  x  =  l),  (y=2,x  =  -l). 

6.  Résoudre  le  système 

**  +  y*  *■  +  y*  =  0,  x»  —  y»=  0. 

7.  Résoudre  le  système  : 

x»—  2xy*  —  y»  —  1=0,  x*  +3xy    -f  y*  +  i  =  0. 

8.  Achever  la  solution  du  problème  no  588,  2«,  dans  le  cas  où  n  est  différent  de  léro. 

9.  Éliminer  y  entre  les  deux  équations 

y«-l=0 
x  =  ay  +  Vî 

en  déduire  une  méthode  de  résolution  de  l'équation 

x*  4-  pv  -f  g  =  0. 

10.  Éliminer  t  entre  les  deux  équations 

t  ,a      AJA,  i  +  15** 

*=5<i -•*•).  y=-67— 
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11.  Pour  former  le  déterminant  R  de  Bczout  (606),  on  peut  poser 

F„+1  (-r)  =  ? (*)  [X,+t  +  A^,*  +  ...  +  Aw *'*-'-'] 


FmW  =  9(4AM. 

Montrer  qu'on  obtient  alors  un  déterminant  symétrique.    Indiquer  la  loi  de 
formation  de  ses  éléments. 

12.  Trouver  les  solutions  réelles  d'une  équation  à  coefficients  imaginaires  f(z)  =  0. 
On  posera  z  =x  +yi  et  l'on  sera  ramené  à  résoudre  un  système  de  deux  équa- 
tions à  deux  inconnues  à  coefficients  réels.  Les  solutions  réelles  conviendront  seules. 

13.  Rendre  rationnelle  l'équation 


V(*  -  c)*  +  y*  +  \  (*  +  <?)»  +  y»  =  «a 

au  moyen  de  l'élimination. 
On  pose 

(*  -  c)«  +  y»  =  u\    (.z-  +  c)*  -f  f/*  =  v», 

il'où 

«  -f  v  =  2a 

et  l'on  élimine  u  et  y. 
On  trouve 

v*  +  u*  =  2</*  +  2x*  +  2c* 
0«  —  u*  r=  4cr, 


(2«  -  m)1  +  «f  =  2ry«  -f  2*»  -f  2c1 
4af  —  iau  =  4or  ... 

14.  Montrer  qu'en  éliminant  f  entre  les  deux  équations 

4(ae  —  àbd  +  3  c*)(bf  —  4ce  +  3rf«)  —  («/"  —  36e  +  2cd«)  =  0, 

3[ai(tt_  df)  +  Zab(cf—  tfe)  +  4ac(a^-ce)  +  26*(d*-6/,)  +  56*ce+3c*--86c»d 

—  («e  —  4  6d  +  3c»)1  =  0, 

on  obtient  l'un  ou  l'autre  de  ces  résultats  : 

(<w?  —  4ôd  +  3  c*)3  -  27 («ce  +  2bcd  —  ad»  —  eb*  —  c3/  =  0, 
ai  (ae  —  46d  +  3c»)  —  3(6*  —  ac)«  =  0. 

MlCHAEL  ROBERTS. 

15.  Soient  f(x)  un  polynôme  de  degré  m  etç(x)  un  polynôme  de  degré  p,  et 
supposons  p  ^  m  ;  on  divise  par  ç(jc)  les  polynômes 

/(*).  ^(4  *V(*)> ^""!  /"(*)• 

Prouver  que  le  résultant  des  polynômes  f[x)  et  ?  (ar)  est  égal  au  déterminant 
des  coefficients  des  restes  obtenus. 
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16.  Soient  f(x)  et  9  (x)  deux  polynômes  entiers,  le  degré  de  9  (x)  étant  inférieur 
à  celui  de /V).  On  pose: 


et  Ton  forme  les  déterminants 


Cot 


Ci  Cs 


<\>  c,  c, 
ct  Ci  cs 
Ci  c3  c. 


c0  c,  c4 
c,  ct  c3 


cin— 1 


n  étant  le  degré  de  /». 

Le  dernier,  égalé  à  zéro,  donne  la  condition  pour  que  f  (x)  =  0  et  9  (x)  =  0  aient 
une  racine  commune. 

Si  les  p  derniers  déterminants  sont  nuls,  le  précèdent  ne  i  étant  pas,  il  %  a 

p  racines  communes.  Kronecker. 

17.  Soient  f  (x)  et  9  (x)  deux  polynômes  de  degré  m.  On  a  : 

9[r)f(y)-fix)<9(V)  __  V  V  c*   x»y*. 
x  —  y  ^^    A 

A  et  A  devant  prendre  toutes  les  valeurs deOàm-1. 

Montrer  que  ckh  =  ck. 

Si  x0  est  une  racine  commune  aux  équations 

f(x)  =  0,    9(x)  =  0, 
le  premier  membre  de  l'identité  précédente  sera  nul  pour  x  =  x0,  quel  que  soit  y. 
Donc 

*:+<.*.+«!*.+ +  c-l*r1=° 

*?+  c\*0+c\xi+ +  c-l^rl=o 


Li+4-.*o+cî^«*ï+ +<; 


M=0; 


en  déduire   que  le   déterminant  R  formé    avec  les   coefficients   des   équation* 
précédentes  est  nul.  Montrer  que  la  réciproque  est  vraie  : 
Si  R  =  0,  on  a 


224*^  =  0, 


de  sorte  que  l'on  peut  écrire 

x  — y 


9  (a?) 


)9(y)-?Ws0. 

x  — y 


les  puissances  de  y  étant  remplacées  par  des  indices,  etc. 

18.  Prouver  que  la  dérivée  d'une  fonction  algébrique  est  algébrique. 

Soit  /"(x,  y)  =  0,  l'équation  algébrique  qui  détermine  y;ona^  +  y'  /",=  °i 
on  élimine  y  entre  les  deux  équations,  etc. 
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CHAPITRE  VI 

TRANSFORMATION  DES  ÉQUATIONS 

618.  Problème.  —  Étant  donnée  une  équation  f(x)  =  0,  foixmer  une 

nouvelle  équation  dont  les  racines  soient  égales  aux  valeurs  que  prend  une 

9  (  x) 
fraction  irréductible  rationnelle  donnée  -^-J,  quand    on   remplace  x 

successivement  par  toutes  les  racines  de  l'équation  proposée. 

Je  dis  qu'on  obtiendra  1  équation  demandée  en  éliminant  y  entre 
les  deux  équations 

f(x)  =  0,     y#(*)-i(*)  =  0.  (1) 

Supposons  f(x)  et  $(x)  premiers  entre  eux,  et  soit  x0  une  racine 
de  l'équation  f(x)  =  0;  si  l'on  pose 

les  équations 

/"(*)  =  0,     »,*(*) -f(*)  =  0  (2) 

ont  une  solution  commune  xQ,  donc  le  résultant  R  (y0)  des  premiers 
membres  est  nul;  or  ce  résultant  est  du  degré  m  par  rapport 
aux  coefficients  de  y0${x) —  ?(•*•)»  m  étant  le  degré  de  /'(x).  Par 
conséquent,  y0  est  racine  de  l'équation 

R(y)  =  0,  (3) 

qui  est  de  degré  m. 

Réciproquement,  soity0  une  racine  de  R(y)  =0.  Le  résultant 
R(y0)  des  polynômes 

A*)     et    &♦(*)  —  *  M 

étant  nul,  les  équations  (2)  ont  au  moins  une  racine  commune  r0, 
et  par  suite 

fl*o)  =  o,   y.*l*.)-*(*J  =  o, 
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d'où,  en  remarquant  que  +  (op0)  ne  peut  être  nul  puisque  f(x)  et  f  [x: 
sont  premiers  entre  eux  : 


yo 


*(*•) 


L'équation  cherchée  est  donc  l'équation  (3). 

Il  était  évident  a  priori  que  l'équation  R  (y)  serait  du  degré  m, 

puisque  les  racines  de  cette  équation  s'obtiennent  en  remplaçant  x 

<p  (x) 
dans  --^  par  les  wi  racines  de  fix)  =  0. 

Remarques.  —  I.  Si  Ton  considère  le  système  (1)  comme  un 
système  de  deux  équations  à  2  inconnues  x,  y,  on  a  vu,  dans  le  cha- 
pitre précédent,  qu'on  obtiendra  l'équation  aux  y,  en  éliminant  x 
entre  ces  deux  équations.  L'équation  aux  y  est  précisément  la 
transformée  cherchée. 

II.  Nous  avons  supposé  f(x)  et^(-c)  premiers  entre  eux.  S'il  en 
était  autrement,  en  désignant  par  x0  une  racine  commune  aux 
équations  f{x)  =  0  et  ^(x)  =  0,  la  valeur  correspondante  dey 
serait  infinie. 

Si  ft(x)  est  le  produit  de  tous  les  facteurs  de  f(x)  correspondant 
aux  racines  communes  aux  équations 

de  sorte  que 

il  suffira  de  considérer  l'équation  f%(x)  =  0,  les  valeurs  finies  dey 

9  (x) 
étant  les  valeurs  que  prend  -j~  quand  on  remplace  dans  cette 

fraction  x  successivement  par  toutes  les  racines  de  l'équation 

/;(*)■=  o. 

619.  Transformation  homographique.  —  Nous  considére- 
rons d'abord  le  cas  où  y{x)  et  ^(x)  sont  des  polynômes  du  premier 
degré,  et  nous  définirons  la  transformation  par  l'équation 


a  x  -\~b 

en  supposant 

aV  —  ba  ^  0. 

La  transformée  s'obtiendra  en  éliminant  x  entre  l'équation  (i)  et 
l'équation  proposée  f{x)  =  0. 
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Or,  on  peut  résoudre  l'équation  (l)  par  rapport  à  x,  et  Ton  a 

x_6-£y 
a  y  —  a 

par  suite  l'équation  cherchée  est  la  suivante  : 

'  \ay  —  a] 
On  peut  évidemment  remplacer  y  par  x  et  écrire 

,(i=£i)=:o. 

\a  x  —  a] 

Cas  particuliers.  —  1°  a  =  6',  a  ==JJ,  6  =  6' A,  la  formule  (1) 
devient 

y  =  x  +  /*, 
et  la  transformée  est 

f[x  —  h)  =  0. 

Les  racines  de  la  transformée  sont  égales  aux  racines  de  la 
proposée  augmentées  de  h.  Ce  résultat  est  d'ailleurs  évident,  car 
si  Von  suppose  f{x9)  =  0,  en  remplaçant  x  par  xQ  -f-  h  dans/^-r — A), 
le  résultat  sera  évidemment  égal  à  f(xQ)  et  par  suite  x0  +  A  sera 
racine  de  la  transformée. 

De  même  l'équation 

f[x  +  h)  =  0 
a  pour  racines  les  racines  de  l'équation 

A*)  =  o, 

chacune  d'elles  étant  diminuée  de  A. 

2°  *  =  0,  a  =  0y    a  =  bk9 

par  suite, 

y  =  kx; 

la  transformée  devient 


/(!)=»• 
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Les  racines  de  cette  équation  sont  égales  à  celles  de  la  proposée, 
multipliées  par  un  même  nombre  k. 

Cest  ce  que  Ton  vérifie  facilement.  En  particulier,  si  A:  =  —  1, 
Téquation 

A-  *)  =  o 

est  la  transformée  en  —  x;  ses  racines  sont  égales  à  celles  de  la 
proposée  changées  de  signe. 
3°  Si  Ton  pose 

a  =  0,     b'  =  0,     b  =  a', 
on  a 


y  =  x' 


et  la  transformée  devient 

1 


/©  =  »! 


c'est  Y  équation  aux  inverses  des  racines  de  la  proposée. 

620.  Théorème.   —  La  transformation  homographique  la  ptus 
générale  est  la  combinaison  des  transformations  élémentaires 

y=x  +  h,     y  =  kx,    y  =  -. 

En  effet,  si  Ton  pose 

ax  +  b 

y-    ax  +  b" 

on  a 

A*  et  h  étant  définis  par  les  formules 

bd — ab'       ,  b' 

k  = = — ,     h  = ;. 

a1  a 

Si  Ton  fait  successivement  les  transformations 
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on  aura  évidemment  le  même  résultat  qu'en  faisant  la  transfor- 
mation unique 

ax  -\-  b 


y 


a  x  -}-  b'' 


Pour  montrer  une  application    de  ce  théorème,  considérons 
l'expression 


u  =  xL—x1 


et  supposons  qu'on  remplace  chacune  des  lettres  x  par  — — X"T# 

Pour  calculer  l'expression  nouvelle,  il  suffit  évidemment  de  voir 
ce  qu'elle  devient,  1°  quand  on  augmente  chaque  lettre  x  .d'une 
constante;  2°  quand  on  multiplie  chaque  lettre  x  par  un  même 
nombre;  3°  enfin  quand  on  remplace  chaque  lettre  x  par  son 
inverse.  Or,  on  vérifie  immédiatement  qu'après  chacune  de  ces 
transformations  u  ne  change  pas  ;  donc  une  même  transformation 
homographique  effectuée  sur  xv  #2,  x3,  xK  n'altère  pas  la  fonction  u. 

621.  Application  des  transformations  élémentaires.  — 
Soit 

f(x)  =  k0x~  +  A,*"-1  +  A,*»'-1  + +  A,M  =  0, 

une  équation  algébrique.  Diminuons  toutes  les  racines  d'une  quan- 
tité indéterminée  h  ;  la  transformée  est,  comme  on  l'a  vu, 

f[x  +  A)  =  0, 
ou 

AA)  +  xf(A)  +  0rW  +•••+  12 ^..^ /•'-"('')+ A,*"1 =0. 

On  peut  disposer  de  h  pour  faire  disparaître  un  terme  quelconque 
de  la  transformée.  Pour  que  le  terme  en  x?  disparaisse,  il  faut  et  il 
suffit  que  A  soit  une  racine  de  l'équation 

En  particulier,  si  l'on  veut  que  le  terme  indépendant  de  x  dispa- 
raisse, on  devra  prendre  h  égal  à  une  racine  de  l'équation  f{x)  =  0, 
c'est-à-dire  égal  à  une  racine  de  l'équation  proposée.  Ce  résultat 
est  évident  a  priori;  en  effet,   si  Ton  diminue  les  racines  d'un 
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nombre  égal  à  1  une  d'elles,  il  est  clair  que  la  transformée  aura  une 
racine  nulle. 

Pour  que  le  terme  en  xm~l  disparaisse,  il  faut  et  il  suffit  que  h 
vérifie  l'équation 

fi«-*){h)  =  0, 

c'est-à-dire 

»iA«A  +  Aâ  =  0. 

La  transformée  est  alors 


'("ât+'H 


Ce  résultat  peut  encore  s'expliquer  facilement;  en  effet,  la  somme 

des  racines  étant  égale  à  —  -r-\  si  Ton  diminue  chacune  des  m 

Ao 

racines  de ~ ,  leur  somme  sera  diminuée  de  —  ■—  et  par  suite, 

m  A0  A0 

la  somme  des  racines  de  l'équation  transformée  sera  nulle. 
Considérons  en  particulier  l'équation  du  troisième  degré 

f(x)  =  a^  +  3  «!*•*  +  3  a%  x  -f-  a3  =  0. 
Si  l'on  diminue  toutes  les  racines  de -,  on  trouve 


»•*•+"  H-:) +K-SH- 


En  supposant  a0  différent  de  zéro,  on  voit  qu'étant  donnée  Téqua- 
tion  générale  du  troisième  degré,  il  suffit  de  diminuer  chaque  racine 
d'un  nombre  déterminé  pour  la  ramener  à  la  forme 

a^  +  pi  +  q  =  0. 

Remarque.  —  Si  après  avoir  fait  disparaître  un  terme  par  la  transformation 
précédente,  on  voulait,  par  la  même  méthode,  en  faire  disparaître  un  second,  le 
premier  reparaîtrait  ;  en  effet,  on  pourrait  obtenir  la  seconde  transformée  en  dimi- 
nuant d'un  seul  coup  les  racines  de  la  proposée  d'un  même  nombre  h'  ;  pour  que 
deux  termes  disparaissent  à  la  fois,  il  faut  que  h'  puisse  vérifier  deux  équations 
telles  que 

Pour  que  ces  équations  aient  une  racine  commune,  il  faut  qu'il  y  ait  entre  les 
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coefficients  de  f[x)  une  relation  déterminée.  Par  suite,  en  général,  on  ne  peut,  par 
cette  méthode,  faire  disparaître  plus  d'un  terme;  d'ailleurs,  on  pouvait  s'y  attendre, 
puisqu'on  ne  dispose  que  d'une  indéterminée  h.  Avec  la  transformation  homogra- 
phique,  on  peut  faire  disparaître  deux  termes,  en  voici  un  exemple  remarquable  : 

622.  Résolution  de  l'équation    x*  +  px  +  q  =  0. 
Soient  a  et  b  deux  indéterminées  ;  nous  ferons  la  substitution  définie  par  l'équation 

*  — a  a*  «  i.     «•  bv— a 

y  = r;  d  ou  1  on  tire  x  = -. 

x  —  b  y  —  \ 

L'équation  transformée  est  la  suivante  : 

(6y-rt)8  +  /)(6y-fl)(y-i)t+7(y-i)>=0, 

ou,  en  développant, 

y*(b*+pb  +  q)-(3ab*  +  ap  +  2bp  +  Sq)y* 

+  (3rt*6-f  ôp-f  2ap  +  3q)y—  («s+p6-f  Ç)  =  0. 


Posons 


3  a  b*  +p  [a  +  2  b)  -f  3?=0 
3  a*b  +  p(2a  +  ô)  +  3?=0. 

On  en  conclut,  en  ajoutant  et  retranchant 

(a6-fp)(«  +  &)  +  2?  =  0, 
(a—  6)(3ûô+p)=0. 

On  suppose  a  différent  de  6,  sans  quoi  on  aurait  y  =  1,  donc 

a  6  =  —  -  et  par  suite      a  -f  6  = , 

3      r  p 

de  sorte  que  a  et  b  sont  les  racines  de  l'équation 

Cette  équation  a  deux  racines  z',  y.  On  peut  prendre  a  =  s'  6  =  z"  ;  ou  a  =  s" 
et  6  r=  *',  de  sorte  que  l'on  aura  à  résoudre  Tune  ou  l'autre  des  deux  équations 

Les  racines  de  Tune  de  ces  équations  sont  égales  aux  inverses  des  racines  de 

l'autre  équation;  or  en  permutant  a  et  b  et  changeant  y  en  -,  la  fraction— — -  ne 

change  pas  :  on  en  conclut  qu'il  suffit  de  considérer  le  système  a  =  z',    b  =  z". 
Cela  étant,  si  l'on  divise 

2*+pZ+Ç 

par 

««  +  Î2.-2, 

^    p  3' 
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on  trouve 

4p»-f  27  <y»  _ 


.+,.+r-(-+a._D(._a)  +  i^ 


d'où 


On  est  donc  ramené  à  résoudre  l'équation  binôme 

s"  y»  -  a'  «  0. 

x  —z' 
Par  conséquent,  en  remplaçant  y  par — ,  on  a  mis  l'équation  proposée  sous 

la  forme  d une  somme  algébrique  de  deux  cubes  : 

Le  problème  est  ainsi  ramené  à  la  résolution  d'une  équation  binôme. 

623.    Problème.    —    Étant  donnée  une    équation   à  coefficients 
entiers 

Ao**  +  A,*'"-1  +  Aâtfm-*  + +  Xm  =  0, 

multiplier  les  racines  par  un  nombre  entier  \  choisi  de  manière  que  les 
coefficients  de  téquation  transformée  soient  tous  entiers,  le  coefficient 
de  ar*  étant  de  plus  égal  à  l'unité* 
L'équation  transformée  est  la  suivante  : 

xm  +  A  Xar"-1  +  A  i*xm-%  + +  A-  v»  =  0, 

A0  A0  A0 

on  a  donc  une  première  solution  en  prenant  X  =  A0. 

On  peut  se  proposer  de  trouver  pour  *  la  plus  petite  valeur 
numérique  possible;  pour  cela,  on  réduit  chacune  des  fractions 

Aj  Ag  Aw 

A0        A0  Aq 

à  leur  plus  simple  expression;  on  mettra  ainsi  l'équation  sous  la 
forme 

Xm  +  El  Ixm-i  +  Pll*  xm~*  _|_ +  ^1  y*  =  Q 

on    peut  supposer  tous  les  nombres  q„  ç2 qM  positifs;  — 
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doit  être  entier,  donc  \  doit  être  divisible  par  qi  ;  on  essaie  la  solu- 
tion \  =  qr  Les  facteurs  premiers  de  grn  y2,  qm  appartiennent 

tous  à  A0  ;  si  q%  ne  divise  pas  *2,  on  verra  quels  sont  les  facteurs 
premiers  de  A0  par  lesquels  on  doit  multiplier  q{  pour  que  le  carré 
du  produit  obtenu  soit  divisible  par  \*,  et  ainsi  de  suite,  en  n'intro- 
duisant jamais  que  les  facteurs  premiers  nécessaires;  on  trouvera 
évidemment  par  cette  méthode  la  plus  petite  valeur  de  \. 
Exemple  :  Considérons  l'équation 

360**—  180a;-4  +  72x3—17a?î+  llx-  15  =  0.       * 

L'équation  transformée  est  : 

*  =  2  ne  convient  pas;  essayons  ^  =  10  ;  ^r  n'est  pas  entier  quand 

*  =  2.5. 

Il  faut  introduire  le  facteur  3  ;  essayons  \  =  30  ;  cette  valeur 
convient  et  Ton  obtient  pour  transformée  : 

or5  —  15  x4  +  180  x8—  1275  **  +  24750  x  —  112500  =  0. 

624.  Théorème.  —  Toute  transformation  rationnelle  est  équiva- 
lente à  une  transformation  entière  de  degré  inférieur  à  celui  de 
V  équation  proposée. 

Soit 

une  équation  de  degré  m,  et  soit 

une   fraction   rationnelle    irréductible;  supposons  de  plus  ${x) 
premier  avec  f(x). 

On  peut  trouver  deux  polynômes  entiers  ft{x),  ft[x)  vérifiant 
l'identité 

a*)  *.(*)  +  *(*)/;  w=i. 

Si  a  désigne  une  racine  quelconque  de  l'équation  f{x)  =  0, 
en  remplaçant  x  par  a  dans    l'identité  précédente,   on   obtient 
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l'égalité 

La  fraction  7— c  est  équivalente  à  44 — -7 — x  >  mais  si  Ton  rem- 
+  (*)  *(*>/il*) 

place  x  par  une  quelconque  des  racines  de  f(x)  =  0,  par  exemple 

para,  dans  cette  dernière  fraction,  celle-ci  prend  pour  valeur  <y  (a)  /; 
(a).Il  en  résulte  que  les  deux  fonctions 

!$  **(*)/;<.> 

prennent  des  valeurs  égales  quand  on  substitue  à  or,  dans  chacune 
d'elles,  une  racine  quelconque  de  l'équation  f{x)  =  0. 

Cela  posé,  si  le  degré  du  polynôme  y(x)  f^x)  est  supérieur  ou 
égal  à  m,  en  divisant  ce  polynôme  par  f{x),  on  aura  identiquement: 

*(*)  £  (*)  =  A*)  Q(*) +  •(*)■ 

«(a?)  étant  un  polynôme  de  degré  m  —  1  au  plus,  et  Q{x)  un 
polynôme  entier.  Remplaçons  dans  les  deux  membres  de  cette 
identité  x  par  une  racine  quelconque  a  de  l'équation  proposée, 
nous  aurons. 

9  ix) 
Par  conséquent  la  fraction  rationnelle  -7-— r,  et  le  polynôme 

+  (*) 
entier  0  (#),  dont  le  degré  est  inférieur  à  celui  de  f{x),  prennent  des 
valeurs  numériques  respectivement  égales,  quand  on  remplace 
dans  cette  fraction  ou  dans  ce  polynôme  x  successivement  par 
toutes  les  racines  de  l'équation  f(x)  =  0. 
11  résulte  de  là  que  la  substition 

est  équivalente  à  la  substitution  entière  de  degré  m — 1  au  plus, 
définie  par  l'équation 

y  =  •  (*). 

625.    Inversement,  soit  y  =  0  (x),  une  substitution   entière  de 
degré  m  —  1,   divisons  le   produit 6  (x).  $  (x)  par  /'(x),  &[x)  étant 
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un-  polynôme  entier  arbitraire  mais  premier  avec  f{x);   nous 
obtiendrons 

/i  (x)  et  *?  ix)  étant  des  polynômes  entiers,  le  degré  de  9  (x)  étant  au 
plus  égal  à  ro  —  1 . 

Si  Ton  remplace  a?  par  a  dans  l'identité  précédente,  a  étant  une 
racine  quelconque  de  l'équation  f{x)  =  0,  on  aura 

0  (a)  *  (a)  =  9  (a), 
d'où 


donc  la  substitution 


•V       *  (x) 


est  équivalente  à  la  substitution 

»  =  •(*). 

Le  degré  de  ^  (x)  est  arbitraire,  celui  de  ç(#)  est  au  plus  m  —  1  ; 
on  peut  d'ailleurs  ajouter  à  <?  (x)  un  multiple  quelconque  de  f{x). 

Je  dis  maintenant  que  l'on  peut  trouver  une  substitution  dans 
laquelle  le  numérateur  ç  (x)  soit  au  plus  de  degré  m  —  2. 

Pour  plus  de  simplicité,  supposons  m  =  3;  je  dis  que  l'on  peut 
déterminer  des  constantes  «,  p,  7  telles  que  la  substitution 

y  = 


x  +  7 

soit  équivalente  à  une  substitution  entière 

y  =  Aar8  +  Bx  +  C. 

Soient,  en  effet,  o?n  xt,  x9  les  trois  racines  de  l'équation  f(x)  =  0; 
les  nombres  xp  arâ,  a?8,  que  nous  supposons  distincts,  doivent  vérifier 
les  égalités  suivantes  : 

(k*l  +  Bxl  +  Q{xl  +  7)=mxi+p, 
(A  x]  +  Bxà  +  C)  (x,  +  y)  =  «  x%  +p, 

Or  le  déterminant  de  ce  système  du  premier  degré  à  trois  incon- 
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nues  a,  |3,  y  est,  au  signe  près,  égal  à 

x,    1     A^  +  Barj  +  C 

x±    1     Axî  +  Bart  +  C 
x3    1     AtÎ  +  B^s+C 

Ce  déterminant  se  réduit  facilement  à 


1 

*1 

«î 

1 

xt 

*î 

1 

*5 

*î 

et  ce  dernier  est  différent  de  zéro  si  les  nombres  xt,  xv  x3  sont 
différents. 

Il  résulte  de  là  que  la  transformation  rationnelle  la  plus  géné- 
rale, relativement  à  l'équation  du  3e  degré,  est  la  transformation 
homographique. 

626.  Cela  posé,  soit 

A0  x-  +  A4  *— »  +  A,  *«-■  + +  Am.,  x  +  Aw  =  0    (i) 

l'équation  proposée,  et  soit 


y  =  Pi 


+  Pl  *■■-*  + +pm-xx  +  p„ 


P) 


la  substitution  à  effectuer  : 

On  aura  la  transformée  en  éliminant  x  entre  les  équations  (1) 
et  (2);  si  Ton  écrit  l'équation  (2) de  cette  manière: 


p,  x"1-*  +  pà  j?"*-8  +  +  pw_t  x+pm  —  y  =  0, 


(2) 


on  pourra  trouver  l'équation  cherchée  en  égalant  à  zéro  le  résul- 
tant des  polynômes  formant  les  premiers  membres  des  équations 
(1)  et  (3).  On  peut  encore  opérer  ainsi:  on  déduit  de  l'équation  (2) 

xy  =Pi  xm  +p*xm-i  + +/'«•  *, 

mais  on  peut  remplacer  le  second  membre  par  le  reste  de  la  divi- 
sion de  ce  polynôme  par  f(x)  ;  on  aura  ainsi 


d'où 


xy  =  ql  ar'»-'  +  qt  xm'2  + +  qm_t  x  +  qm% 


x*y  =  9i  *m  +  ?,  x"-1  + +  qm-i  x*+qm* 
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et,  en  faisant  usage  du  même  procédé,  on  en  tire 

#*  y  =  rt  arw_l  -f-  r2  xm"%  -f- +  rm 

en  continuant  de  la  sorte,  on  arrivera  à 

V»-1  y  =  t*t  ar"1-"1  +  m,  xm-a  -J- +  w»« 

On  obtiendra  ainsi  Les  m  équations  : 

pi  a?-1-1  +  ps x»1-*  +  +  +  pm    —  y  =0 

q,  xm-*  +  q±  a?"1-8  +  +  (?»-i  —  y)  *  +  ?*=  0 

(«i— y)  a"-1  +  ti,  a"-1  + +  +um   —0 

On  en  déduit  aisément  que  l'équation  cherchée  est  la  suivante. 


Pi        P* Pm-i        Pm—y 

7i         ?i qm-i  —  y      qm 


=  0 


627.  Exemple.  —  Soit  l'équation 

x*  —  5-r*  +  Or  —  \  =  0. 
on  fait  la  substitution 

y=.xx  —  4«  -f*  A. 
De  cette  dernière  équation  on  tire 

xy  =  a-3  —  4x%  -f  4*' 
ou,  en  tenant  compte  de  la  proposée 

xy  =  j:1  —  &r  +  1. 
Il  suffit  d'éliminer  a?  entre  les  deux  équations 

x»  —  4x  -f  4  —  y  =  0 

47*—  (y  +  2)47  +  1  =  0. 

L'équation  demandée  est  donc  la  suivante  : 

(y  -  3)»  +  (y  -  2)  (y*  -  6y  +  4)  =  0 


y*  -  5y*  +  6y  -  1  =  0 

H.   S.  miWKROLOWBKI.  —    ALGÈBRE. 


22 


Digitized  by 


Google 


33*  COURS  D'ALGÈBRE 

on  retrouve  ainsi  l'équation  proposée;  cette  équation  n'est  pas  altérée  par  ta 
substitution  employée. 
828.  Reprenons  le  problème  général.  On  donne  Y  équation 

A«*m  +  A,  xm~l  +  ...  +  Aw  =  0  (1) 

et  Ton  fait  la  substitution 

L'équation  transformée  étant  déterminée,  soit 

yM  +  C,!/"1-1  +  Crf"-8  +  ...  +  Cm  =  0  (3) 

cette  équation  ;  si  l'on  remplace  B  par  B   +  A,  en  désignant  par  x  Tune  des  racines 

de  l'équation  (i),  la  valeur  de  y  déterminée  par  l'équation  (2)  deviendra  y  +  hx1", 
d'ailleurs  les  coefficients  Q,  G, Cm  qui  sont  des  fonctions  de  B,,  B|...  B^^, 

seront  remplacés  respectivement  par  C[t  c£ Cmf  et  l'on  aura 

Ct  =  c„-M_+ 


de  sorte  que  l'on  aura  identiquement,  quel  que  soit  h  : 


(,,  +  tel-)-  +(ci  +  h^+...yy  +  /<*>)—  +  ...  +  (cm  +  h  ^=  +  ...)  =  ( 


Les  coefficients  des  différentes  puissances  de  h  doivent  être  nuls;  on  aura  donc 
en  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  A,  une  équation  du  premier  degré  en  a?:  donc  i* 
s'exprime  rationellement  en  fonction  de  y;  en  particulier  x  est  une  fonction 
rationnelle  de  y. 

On  trouve  aisément  : 

xu  {mym~l  +  (m-i)  dy1"'*  +  . . .  +  Cm-1) 


Si  l'on  pose 
ou  peut  écrire 


F(y)  =  yM  +  Cl$T-1+ +Cm 


»{y) 


3B, 


F'  (.y) 
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<'t  en  particulier 

*g(y) 

.__  ^Bt 

« 

Equations  aux  carrés,  aux  cubes,  aux  puissances 

A  des  racines  d'une  équation  donnée. 

629.  1°  Équation  aux  carrés  des  racines.  — •  Étant  donnée 
l'équation  f(x)  =  0  on  se  propose  de  former  l'équation  qui  a  pour 
racines  les  carrés  des  racines  de  la  proposée.  Il  suffit  pour  cela 
d'éliminer  x  entre  l'équation  proposée  et  l'équation 

On  peut  mettre  f[x)  sous  la  forme  suivante  : 

fl*)  «fM +  *#(*■) 

f  [x*)  et  $  {**)  étant  des  polynômes  entiers  par  rapport  à  x2  ;   par 
suite,  on  doit  éliminer  x  entre  les  équations 

»'y)  +  **(y)  =  0et*"  — y  =  0. 
On  obtient  ainsi 

[*(y)r-y[*(y)r  =  o 

On  parvient  au  même  résultat  de  la  manière  suivante. 
Soient  a,  b,  c /les  racines  de  l'équation  proposée  : 

f{x)^A0(x-a)(x-b) (*_g 

f(-x)  s  (- 1)"  A0  (*  +  a)  (x  +  4) (x  +  l) 

donc 

/•(*)/•(  -*)  =  (-  i)-  Ao  (**  -  a*)  (*■  -  ê>) (*■  -  P; 

Il  en  résulte  que  le  produit  f[x) .  /(—  x)  est  entier  par  rapport 
à  x2,  et  si  Ton  remplace  x9  par  y,  on  obtiendra,  à  un  facteur 
numérique  près, 

(y-<t)(y-à*) (y-P) 

c'est-à-dire  précisément  le  premier  membre  de  l'équation  aux 
carrés  des  racines  de  la  proposée. 
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630.  Application.  —  Reprenons  la  question  traitée  au  numéro  627. 
On  donne  l'équation 

x*  —  5x«H-6x  —  1  =  0 

et  Ton  fait  la  substitution 

y  =  a»  —  4  .r  -f  4.  • 

Si  Ton  pose 

*  =  2  +  z 

on  a 

l'équation  proposée  devient  : 

z*  +  z*  —  ?  s  _  i  =  o. 

L'équation  cherchée  ne  diffère  pas  de  l'équation  aux  carrés  des  racines  Je 
l'équation  en  s.  Par  suite,  en  suivant  la  règle  que  nous  avons  trouvée  on  écrit  : 

s  (z*  —  2)  +  z*  —  1  =  0 
ce  qui  donne  immédiatement 

y(y-8)1-(y-l)i=o 
ou 

V%  -5y»+6y-l  =  0. 

631.  Équation  aux  cubes  des  racines.  —  On  peut  mettre 
le  polynôme  f(x)  sous  la  forme  : 

/(*)=?  <*■)  +  *  »i  (*•)  +  *2  ?»  M  (I) 

en  désignant  par  <y  (ar3),  ^(ar8),  <p8(^)  des  polynômes  entiers  en  ar3. 
On  aura  l'équation  demandée  en  éliminant  x  entre  l'équation 
f(x)  =  0  et  l'équation 

^-y  =  0  (2) 

ou  entre  cette  dernière  et  l'équation 

*2<?,(y)  +  *<Fi(y)  +  <?(y)=o.  (3) 

On  déduit  de  celle-ci,  en  tenant  compte  de  l'équation  (2)  : 

y  iry)  +  *■  <&  (y)  +  *  <?(y)  =  0  (4) 

*y  *i(y)  +  y  <?.  fy)  +  *tyy)  =  0  (5) 

Donc  si  a:  désigne  une  racine  de  f{x)  =  0,  les  équations  (3),  (4),  (S) 
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dans  lesquelles  on  regarde  x  et  x*  comme  les  inconnues,  sont 
compatibles  ;  par  suite  : 

i*  (y)     <?i  (y)     <?  (.y) 
<?i(y)     <?  (y)  .y?â(y)    =o 
<?  (y)  y<?i(y)  y<?i(y) 

ou  en  développant 

<ï3  (y)  +  y'  <?ï  (y)  +  y  ti  (y)  -  3  y  <?  (y)  <?,  (y)  *,  (y)  =  o. 

On  peut  arriver  autrement  à  cette  équation  :  si  Ton  considère 
le  produit 

f{*)f(*x)f[**) 

où  «  désigne  l'une  des  racines  cubiques  imaginaires  de  l'unité,  à  un 
facteur  x —  a  de  /*(x),  correspond  dans  le  produit  précédent,  le 
produit 

(x  —  a)  («  x  —  a)  (a2  x  —  a) 
[x  —  a)  (x  —  a  a)  (a?  —  a  «*) 


ou: 


ou  encore 

tf3  —  a3. 

Donc  le  produit  f[x).  fox).  fo*)  est  égal  à  un  polynôme  entier 
en  x3  et  en  remplaçant  x3  par  y,  on  aura  le  premier  membre  de 
l'équation  cherchée. 

Or: 

f(x)  =x*  ^(y)  +  x  <fc  (y)  +  tfly) 
f(«x)  =  «*x*y2(y)  +«  x^(y)  +  (?(y) 
f{a?x)  =  «  *'<?â(y)  +  a*  x  <fc  {y)  +  f  (y) 

par  suite,  on  trouve 

f[x)  fox)  f{*  x)  s  f  (y)  +  y  tf  (y)  +  y*  93 (y)  -  3  y  9l  (y)  <fc (y) r 8  (y) 

en  observant  que 

M3+  «*  +  U*8 — 3mi?M'==(w  +  V  +  ft»)  (tl +  «»  +  «*  m0(m+**m4""îi0 

632.  On  démontre  de  la  même  façon  que  Ton  obtient  l'équation 
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aux  puissances  pw  des  racines  de  f(x)  =  0,  en  formant  le  produit 

fi*)f(mx)  f[*x) f(*x) 

où  a  désigne  une  racine  p*  primitive  de  l'unité.  Ce  produit  est  un 
polynôme  entier  en  x*\  F  {&)  ;  l'équation  demandée  est 

ou  ce  qui  revient  au  même 

F  (x)  =  0 

633.  Remarque.  —  Si  Ton  demande  l'équation  ayant  pour  racines, 
les  racines  p"  des  racines  de  l'équation  f[x)  =  0,  il  faudra  éliminer 
x  entre  les  équations 

f[x)  =  0,      x  -  y"  =  0 

donc  l'équation  transformée  s'obtient  immédiatement  en  rempla- 
çant dans  f{x),x  par  a*  ;  soit: 

f{#)  =  ° 


TRANSFORMATIONS  A    DEUX  RACINES 

634.  Problème.  —  Étant  donnée  une  équation  f(x)  =  0,  former 
l'équation  qui  a  pour  racines  toutes  les  valeurs  que  prend  une  fonction 
rationnelle  donnée  f(x,  z)  quand  on  y  remplace  de  toutes  les  manières 
possibles  xet  z  par  deux  racines  distinctes  de  l1  équation  proposée,  (en 
supposant  que  cette  équation  n'ait  pas  de  racines  égales). 

ltr  Cas.  La  fonction  f  (x,  z)  n'est  pas  symétrique. 

ilt  (x  z\ 
Soit,  pour  préciser,  a>(x,  i)  =  j-^—r  et  considérons  deux  racines 

1         r  T        '      6  {x,  z) 

a,  b  de  l'équation  proposée  ;  posons 
d'où: 

0.  e  («,  *)-*(«,*)  =  o 

les  équations 

f(x)  =  0,     p.0(x,*)-TKx,*)=0 
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ont  au  moins  une  racine  commune  a.  Donc  le  résultant  des  deux 
polynômes  f(x)  et  |3.  6  (#,  b)  —  ^(ff,  b)  est  nul.  Ce  résultant  est  un 
polynôme  entier  et  de  degré  m  par  rapport  aux  coefficients  de 
/3  8  (#,  b)  —  ^(ar,  b),  et  par  suite  de  degré  m  par  rapport  à  la  lettre 
/3,  m  désignant  le  degré  de  f{x)  ;  soit  R(/3,  b)  ce  résultant.  On  a  : 

R(M)  =  0 
Les  équations 

R(M=of      /■(*)=<> 

ont  au  moins  une  racine  commune  b  ;  donc  le  résultant  des  poly- 
nômes R(|3,  z)  et  f(z\  est  nul;  ce  résultant,  que  nous  désignerons 
par  F  (3)  est  du  degré  m  par  rapport  aux  coefficients  de  R(|3,  *),  or 
ces  coefficients  contiennent  p  au  degré  m  au  plus  ;  donc  F  (p)  sera 
du  degré  m2  au  plus  par  rapport  à  P;  donc  enfin  p  est  racine  de 
l'équation  de  degré  m1. 

F(y)  =  0 

Réciproquement,  soit  /5  une  racine  de  cette  équation.  F  (p)  étant 
nul,  les  équations 

R(M)  =  0,      /»=0 

ont  au  moins  une  racine  commune  ;  soit  b  cette  racine,  de  sorte 
que  R(p,  b)  =  0  ;  mais  R  (p,  ô)  étant  le  résultant  des  polynômes  f(x) 
et  P.  8(x,  4)  —  $(x  b),  les  équations 

f(x)  =  Oy      M(*.  *)-  +  (*.  *)  =  0 

ont  au  moins  une  racine  commune  ;  soit  a  cette  racine.  On  a 

P.8(fl,ft)  —  +(M)  =  0 
ou 

P  =  t(af6) 
et 

Rien  ne  prouve  que  les  racines  a  et  é  soient  différentes;  par 
conséquent  l'équation 

F(y)  =  0 
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est  trop  générale,  elle  a  pour  racines  non  seulement  les  valeurs 
que  prend  la  fonction  ?  (a?,  z)  quand  on  remplace  x  et  z  par  deux 
racines  différentes,  mais  elle  a  encore  pour,  racines  toutes  les 
valeurs  que  prend  la  fonction  y(x,  x)  quand  on  remplace  x  par 
toutes  les  racines  de  f(x)  =  0. 

Effectivement  si  Ton  pose  y  =f(x,  z),  les  différentes  valeurs  de 
y  correspondent  à  tous  les  arrangements  que  Ton  peut  former 
avec  les  m  racines  prises  deux  à  deux;  le  nombre  de  ces  valeurs 
sera  donc  égal  km  {m  —  1)  ;  si  Ton  considère  en  outre  les  m  valeurs 
obtenues  en  supposant  x  et  z  remplacés  par  une  même  racine  on 
aura  en  tout  m  (m  —  1)  +  m  ou  m*  valeurs  de  y. 

635.  On  peut  modifier  la  méthode  précédente  de  manière  à  obte- 
nir une  équation  débarrassée  des  m  solutions  étrangères  dont  il 
vient  d'être  question. 

Remarquons  d'abord  que  la  méthode  suivie  revient  à  éliminer 
x  et  z,  entre  les  trois  équations 

f(x)  =  0,  fl*)=Q,  y_f(*fx)   =   0.  (|) 

Or  le  système  de  ces  trois  équations  est  évidemment  équivalent 
au  système  suivant  : 

f(x)  =0,        f(x)  -/(•)  =0,        y-  f  (*,  z)  =  0. 

Le  polynôme /'(x) — f(z)  est  divisible  par  x  —  z,  et  l'on  peut 
écrire  : 

'U. — LU  étant  un  polynôme  entier  à  la  fois  par  rapport  à 

x  et  z,  de  sorte  que  le  système  précédent  se  décompose  en  deux 
autres  et  que  Ton  peut  considérer  d'abord  le  système  : 

f(x)  =  0,      x  -  z  =  0,      y  —  *  (*,  z)  =  0 

qui  équivaut  à  celui-ci 

fl*)  =  0,      y  =  ,(*,*) 

et  qui  donne  pour  y  précisément  m  solutions  étrangères;  et 
en  second  lieu,  le  système 
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or  on  a  identiquement  : 

x  —  z         l  Wt-1b  2'  w+ 1.2.3  '   W+     ^1.2...  m'       l  j 

U  en  résulte  qu'on  ne  peut  plus  supposer  que  x  etz  prennent  des 
valeurs  égales,  car  on  aurait  alors  en  même  temps  f[z)  =  0,  /"(*)  =0, 
et  par  suite  l'équation  proposée  aurait  au  moins  une  racine  double, 
ce  qui  est  contraire  à  notre  hypothèse. 

On  obtiendra  donc  l'équation  demandée  sans  solutions  étrangères, 
en  éliminant  x  et  z  entre  les  équations  (2);  il  suffit  pour  s'en  assu- 
rer de  reprendre  le  raisonnement  déjà  fait  plus  haut. 

636.  2roe  Cas.  La  fonction  y  (a?,  z)  est  symétrique. 

Dans  cette  hypothèse,  si  a  et  b  sont  deux  racines  de  l'équa- 
tion f(x)  =  0,  on  a 

•(flt  à)  =  ?(6,  a) 

il  en  résulte  que  y  n'aura  plus  qu'un  nombre  de  valeurs  distinctes 
égal  au  nombre  des  combinaisons  des  m  racines  deux  à  deux,  soit 

r Si  l'on  emploie  la  méthode  générale,  on  obtiendra  pour 

le  résultant  final  un  polynôme  qui  sera  carré  parfait.  Pour  bien 
établir  ce  point,  supposons  d'abord  que  <p(x,  z)  ne  soit  pas  symé- 
trique, mais  devienne  symétrique  quand  on  donne  à  quelques 
coefficients  des  valeurs  particulières  ;  alors  on  obtiendra  d'abord 
une  équation  en  y  dont  les  racines  sont  inégales  ;  mais  quand 
?  (ar,  s)  deviendra  symétrique,  -ces  racines  deviendront  égales 
deux  à  deux.  Par  exemple  si  ?(ar,  z)  =  x  +  *;  on  peut  d'abord 
poser  y  =  x  -f  «z  et  supposer  que  a  tende  vers  1 . 

Mais  on  peut  souvent  modifier  la  méthode  générale  de  manière 
à  ne  pas  obtenir  le  résultant  final  sous  forme  de  carré  parfait. 
En  effet,  soient  a  et  b  deux  racines  distinctes  de  l'équation  /\ar)=0, 
si  l'on  suit  la  première  méthode,  on  exprime  d'abord  que  les 
équations 

p  —  9  {x,  b)  =  0,       f(x)  =  0 
ont  une  racine  commune,  ce  qui  donne 

R(M)  =  0 
et  Ton  élimine  ensuite  z  entre  les  équations 
R(M)  =  0,     f(z)  =  Q 
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Ces  deux  équations  ont  une  racine  commune  l.  Or  on  peut 
procéder  en  ordre  inverse;  les  équations 

p-T(flf*)=0,      f(z)=0 

ont  une  racine  commune  b  ;  donc  leur  résultant  est  nul  ;  or  je 
dis  que  ce  résultant  est  R  (p,  a).  En  effet,  la  fonction  y  (a\  z)  étant 
symétrique  et  par  suite  égale  au  quotient  de  deux  polynômes 
symétriques  ?(x,  z),  0  (x,  z),  le  résultant  des  polynômes  entiers  en  or, 

f(x)  et  y.  6  (*,*)  —  +  (x,  z) 

est  le  même  que  celui  des  polynômes  en  z 

f(z)  ety9(ar,z)  —  f(a?,  z). 

On  en  conclut  que  les  équations 

R(P,*)  =  Of     a*j  =  o 

ont  deux  racines  communes  a,  è.  Par  suite,  si  l'on  peut  ramener 

la  question  à  l'élimination  d'une  inconnue  entre  deux  équations 

du  second  degré,  on  écrira  que  ces  deux  équations  ont  leurs 

coefficients  proportionnels. 

ffx)  —  f(z) 
Si  Ton  remarque  que  le  polynôme  ^-* -^  est  symétrique  par 

x  "~~  z 

rapport  à  x  et  s,  on  verra  aisément  que  ce  que  nous  venons  de  dire 
s'applique  à  la  seconde  méthode. 


APPLICATIONS 

637.  Équation  aux  différences.  —  Soit  donnée  une  équation 
de  degré  m,  f(x)  =  0.  On  demande  de  former  l'équation  qui  admet 
pour  racines  toutes  les  différences  des  racines  de  la  proposée^  prises 
deux  à  deux. 

Si  Ton  pose  y  =  x  —  z,  en  désignant  par  a  et  b  deux  racines 
distinctes  de  l'équation  proposée,  on  aura  deux  valeurs  de  y  en 
posant  x  =  a,  z  ==  b  et  ensuite  x  =  b,  z  =  a  ;  ces  valeurs 

y'  =za  —  b,        y"  =  b  —  a 

sont  égales  et  de  signes  contraires.  On  obtiendra  ainsi  m  {m  —  1) 
valeurs  distinctes  en  général,  et  deux  à  deux  égales  et  de  signes 
contraires,  de  sorte  que,  après  avoir  formé  l'équation  en  y,  en 
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qut 


posant  y*  =  t  on  obtiendra  une  équation  de  degré  ^î - 

aura  pour  racines  les  cannés  des  différences  des  racines  de  la 
proposée,   prises  deux  à  deux;   cette  équation  a   été  nommée 
l'équation  aux  carrés  des  différences  relative  à  l'équation  proposée. 
Pour  former  cette  équation,  nous  considérons  le  système 

y=.r-z,    fl,)=0,    /•(s)+f^rW  +  (£^r(s)  +  MB  =  0 
il  suffit  donc  d'éliminer  z  entre  les  équations 

m=o,  r(z)+xr(s)+^r(3)+...+_£^_/,,,,)(z)=:  0 

638.  Exemple.  —  Soit  l'équation 

*+px  +  q  =  0.  (1) 

remplaçons  x  par  z,  on  obtient, 

*+pz  +  q  =  0  (2) 

retranchant  membre  à  membre,  et  divisant  par  x  —  z 

x*  +  zx  +  *2  +  p  =  0 
remplaçons  dans  cette  dernière  a?  par  y  +  z  ;  il  vient  : 

3z*+3ty*+y»+/>  =  0.      -  (3) 

Il  ne  reste  plus  qu'à  éliminer  z  entre  les  équations  (2)  et  (3).  On 
peut  remplacer  l'équation  (2)  par  la  suivante  : 

z(3za  +  3y*  +  y*  +/>)  -  3  [*  +  pz  +  q)  =  0 

ou  en  simplifiant 

3y«l+(»i-ïii)x-3g  =  0  (4) 

En  éliminant  z  entre  les  deux  équations  du  second  degré  (3)  et 
(4),  on  obtient 

3[y  (f  +P)  +3»]-  -  2 (y8  +  p)  f(y«  +  p)  (y«-2p)  +  9  ?y]  =  D 

en  simplifiant  et  posant  ys  =  a?,  on  obtient  : 

x*  +  6j»z»+  9p2x  +  4/>3  +  27  j«  =  0. 
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639.  Équations  aux  sommes  des  racines  prises  deux  à 
deux.  —  Soit  f[x)  =  0  l'équation  proposée,  de  degré  m. 
On  pose 

y  =  x  +  z,       [&L=JM  =  o,      f{x)  =  0 
X  — z 


et  Ton  élimine  x  et  z  entre  ces  trois  équations.  Le  nombre  de 

valeurs  distinctes  de  y  est -;  l'équation  finale  devra  donc 

tm(m  —  1) 
être  de  degré — ^ . 

Considérons  par  exemple  une  équation  du  4e  degré 

f[x)  =  ar*  -f-  nx*  +  p**  4*  9X  +'r  =  0- 
On  a  : 

fft^ï  +  nï+pï  +  qz+r 

rt*)  ~  f(z)  =^+  x*z  +  xz*  +  z*  +  n(x*+xz  +  z*)  +p{x+  z)  +  q. 

X  —  z 

^(x  +  z)  (X*  +  «■)  +  «(*»  +  2'  +  «)  +!»(*  +  «)  +  ? 

ou,  en  posant  ar  +  3  =  y. 

Mll/W  S2.(2y  +»)_  2y(2y  +  n)  +  y'  +  «y*  +  py  +  y. 

X  — ~  Z 

Il  reste  à  éliminer  z  entre  les  deux  équations 

z*  +  nz3  +  pz*  +  çz  +  r  =  0  (1) 

z*  (2y  +  n)  -  zy(îy  +n)+  y*  +  ny>  +py  +  q  =  0.     (4) 

En  général  2 y  +  n  sera  différent  de  zéro,  car  supposer  y  =  —  -, 

c'est  supposer  que  la  somme  de  deux  des  racines  puisse  être  égale 
à  la  somme  des  deux  autres,  puisque  la  somme  des  quatre  racines 
est  égale  à  —  n.  D'après  cela,  multiplions  le  premier  membre  de 
l'équation  (1)  par  2  y  +  n  et  le  premier  membre  de  l'équation  (2) 
par  —  z8  et  ajoutons.  Il  vient  : 

in+y)  (*y+n)  ?  +  [p{*y+n)—y*—*y*—P!/—q]** 

+  (2y+n)?z  +  (2y  +  n)r  =  0, 
Enfin,  en  remarquant  qu'on  a  pas  non  plus,  en  général,  y  =  —  »  ; 
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multiplions    l'équation  (2)  par  z  (n  +  y)  et  retranchons  de  la 
précédente.  On  obtient  : 

z*[P$y  +  n)  —  y3  —  ny%  —  py  —  q  +  y  (y  +  n)  (2jy  +  n)] 

+  [(2y  +  n)7-(»  +  y)(ys  +  «y2+P.y  +  ?)]^+(2.y+n)r=o 

ou  en  simplifiant 

z*  [y»  +  2ny> +  (p  +  n*)y  +pn-  q] 
-zy[y*  +  2ny*  +  {p  +  n*)y  +  pn-q]  +  (îy  +  n)  r  =  0    (3) 

Le  résultant  des  deux  équations  du  second  degré  (2)  et  (3),  est 

[(ïy+nyr-^+fijrH-W  +  î)^ 

Mais  si  Ton  écrit  que  les  deux  équations  sont  identiques,  ce  qui 
revient  d'ailleurs  à  éliminer  z*  —  zy,  on  obtient  simplement 

{2y+n)*r-(y*  +  ny*+py  +  q)[y*+2ny*  +  {p+n*)y+p  +  n*)y+pn-q]  =  0. 

Nous  obtiendrons  cette  équation  d'une  manière  plus  simple,  par 
une  autre  méthode. 


AUTRES   MÉTHODES. 

640.  Équations  aux  demi-sommes  et  aux  deml-dlllérenees.  —  Dans  le 
polynôme  f{x)  de  degré  m,  remplaçons  x  par  y  +  z  ;  on  obtient  un  polynôme  de 
degré  m  par  rapport  à  y  et  z,  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme  suivante  : 

/&  +  *)  =  •(*,*")  +  *♦(**■) 

On  en  déduit  : 

/*(y-2)  =  9(y,z*)-z4,(y,*») 

Cela  posé,  si  a  el  6  sont  deux  racines  de  l'équation  /  (x)  =  0,  on  peut  déterminer 
y  et  z  par  les  conditions 

d'où 

a  +  b        m q  —  A 

ces  valeurs  de  y  et  de  z,  vérifient  les  équations 

•  (y,  *■)  +  ;:  + (y,  *■)=<> 
9  (y,  s*)-*4/(y,z*)  =  0 
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et  par  suite,  si  l'on  suppose      a—o     différent  de  zéro,  ou,  ce  qui  est  la  même 
chose,  si"  z  est  différent  de  zéro  : 

si*,  z*)  =  0,     *y,z*)  =  0. 

Réeif*roquemenl,  si  l'on  résout  ce  système,  à  toute  solution  (y,  z)  correspondent 
deux  racines  y  +  s,  y  —  z  de  l'équation  f(x)  =  0.  Je  dis  de  plus  que  si  l'équation 
/*(*.  =  0  n'a  pas  de  racines  égales,  on  ne  peut  supposer  3  =  0;  en  effet,  *m 
aurait  alors  pour  une  valeur  convenablement  choisie  de  y, 

?y,  o'=0      ${y,  o)  =  0 


?!,,,-*,  =  f  (y) +JL-T  [y)  +  .. 


par  suue 

î(!ho)  =  f{y)      4,(y,o)  =  /-(y) 

on  aurait  donc  à  la  fois 

/(y)  =  o,    r<y)=o 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu,  puisque  l'équation    f(x)  =  0    n'a  par  hypothèse  que  des 
racines  simples. 
En  résumé,  si  l'on  résout  le  système  d'équations 

ofo.z^O,     *(y,z*)=0 

les  valeurs  de  y  seront  les  demi-sommes,  et  les  valeurs  de  z  les  demi-différences 
des  racines  de  l'équation  f  (x)  =  0  prises  deux  à  deux.  En  posant  z*  =  t  ,  si 
Ton  élimine  t  entre  les  équations 

?  (y,  0  =  0,     *(y,0  =  0 

on  obtiendra  l'équation  aux  demi-sommes  ;  si  au  contraire  on  élimine  y  on  aura 
l'équation  aux  carrés  des  demi-différences.  On  en  déduira  facilement  l'équation  aux 
sommes  el  l'équation  aux  carrés  des  différences. 
Exemple.  —  Soit  l'équation 

x*+  ax%  +  bx*  +  ex  +  d=0 

on  formera  les  équations 

o  (y,  z»)  =//«  -f  6y«  z*  +  z*  +  fl(y»  +  3yz«)  +  A  (y«  +  z*)  +  cy  +  d=  0 
*  (y,  z»)  =4y'  +  4  y  z«  -f  a  (3y*  +  z»)  +  %b y  +  c  =  0. 

La  seconde  de  ces  équations  est  du  premier  degré  par  rapport  à  z1  ;  on  éliminera 
sans  difficulté  z1  et  Ton  aura  l'équation  aux  demi-sommes.  En  éliminant  y  on  aura 
l'équation  aux  carrés  des  demi-différences. 

641.  Équations  aux  sommes  on  aux  produits  des  raelues  prises 
deux  a  deux.  —  Soient  a  et  b  deux  racines  de  l'équation  /"(*)=  0.  Le  polynôme 
/  {x)  est  divisible  par 

x*  —  [a  +  b)x  •{■  ab. 
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Réciproquement,  si 

s1  —  x  y  -f  s 

divise  f  (*),  l'équation  /(*)  =  0a  pour  racines  les  deux  racines  de  l'équation 

#*  —  xy+  z  =  0 

c'est-à-dire  deux  racines  ayant  pour  somme  y  et  pour  produit  z. 

D'ailleurs  si  l'équation  proposée  n'a  pas  de  racines  égales,  on  ne  peut  pas  supposer 
que 

x*  —  x  y  +  s 

soit  un  carré  parfait;  il  en  résulte  que  si  Ton  pousse  la  division  de  f(x)  par 
x%  —  xy  -f-  z  jusqu'à  ce  que  l'on  obtienne  un  reste  du  premier  degré  qui  sera  de 
la  forme  : 

on  exprimera  que  deux  racines  de  f(x)=0  ont  pour  somme  y'  et  pour  produit  t', 
en  écrivant  que 

représentent  une  solution  du  système 

<p  (y,  z)  =  0      *  (y,  z)  =  0 

et  réciproquement.  On  aura  donc  l'équation  aux  sommes  en  éliminant  z  entre  ces 
deux  équations  et  l'équation  axix  produits  en  éliminant  y. 
642.  Application.  —  Soit 

f(x)  =  x*  -f  nx*  +  px*  +qx+  r=0 
on  trouve  en  faisant  la  division  : 

x*  +  nx*+px*+  q'x  +  r=(x*—xy+  *}[*•  +  (y  +  n)x  +  y*  +  ny  -fp  —  Zj 

+  |  î  — *(y  +  »)+  y[y(y+M)+p-*]  }*  + »•— -fo(y  +  w)  +  p-~]- 

Nous  sommes  aussi  conduits  aux  deux  équations  : 

q  -  z  (y  +  »)+  y  [y«  +  ny  +  p-  z]  =  0  (i) 

r-*[y»+ny  +  p—  s]  =  0.  (2) 

Pour  former  l'équation  aux  produits,  par  exemple,  il  faut  éliminer  y  entre  ces 
deux  équations  :  or  la  seconde  donne  : 

yf  +  ny  +  p  —  s=  -. 
en  substituant  dans  la  première,  on  obtient  : 
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d'où  : 

q-nz 


y  =  - 


L'équation  cherchée  est  donc  la  suivante  : 
ou 

q* + ni  ,.  _  nq  (z  +  i'j  +  ^  _  z  _  g  ^s  +  :y  _  4 ,.  ] = 0. 

Par  suite,  si  Ton  pose 

*  +  7=< 

on  obtient  l'équation  : 

/*  —  p.  /*  +  (nq  —  4r)  t  —  [r  (n«  —  4 j>)  +  ç*]  =  0  (3; 

Si  l'on  désigne  par  a,  6,  c,  d  les  quatre  racines  de  l'équation  /  (x)  =  0,  en 
remarquant  que 

abcd  =  r 

on  reconnaît  immédiatement  que  les  racines  de  l'équation  (3)  sont  égales  aux  trois 
sommes  suivantes  : 

ab  -f  crf,      ac  -f  M,      ad  +  bc. 

Formons  maintenant  l'équation  aux  sommes  des  racines  deux  à  deux  ;  on  l'obtiendra 
en  éliminant  z  entre  les  équations  (1)  et  (2).  Si  l'on  ordonne  ces  équations  par  rapport 
à  z,  on  trouve  : 

z  (2  y  -f  n)  -  (y8  +  ny*  +  py  +  7)  =  0, 

*f  —  s  (y1  +  »y+ri  +  r  =  o. 

L'équation  cherchée  est  donc  : 

(.y3 + »y«  +py + 7)*-(% + ») (y* + »y + p) (y3 + »y*+  py + 7) + »-(2y + »)l=0  W 

Cette  équation  est  du  6e  degré  ;  mais  on  a 

par  suite,  si  l'on  pose 

a  +  6  =  y',     c  -f  d=y" 

on  a 

y'  +  y"  =  -  ». 

Les  racines  de  l'équation  (4)  ont  donc,  deux  à  deux,  pour  somme  —  m  ;  si  l'on 
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pose 

n 
■r  =  -T  +  «. 

on  aura,  en  appelant  8'  et  8"  les  valeurs  de  8  correspondant  à  y'  et  à  y"  : 

y-  =  -l+V,    „"  =  -"-  +  </>, 

donc 

8'  +  8"=0, 

par  suite  Y  équation  en  8  ayant  ses  racines  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires, 
on  aura  une  équation  du  troisième  degré  en  8*. 

On  peut  former  commodément  l'équation  en  6,  en  partant  de  l'équation  (3). 

En  effet,  l'équation  (2)  donne 

r  t        n\a  n%  n1 


donc 


ou,  en  posant  8*  =  t, 


*  =  e«  +  P-Ç, 


*  =  *  +  ,-£ 

Les  valeurs  de  t  se  déduisent  donc  immédiatement  de  celles  de  t. 
Si  Ton  désigne  par  x„  x„  x5,  x4  les  racines  de  l'équation  f{x)  =  0,  on  a  vu  que 
la  fonction 

Xj  xt  -h  x,  x4 
n'a  que  trois  valeurs.  La  fonction  suivante 

3*1  +  *t  —  x*  —  Xi 
en  a  six,  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires.  Or 

donc 

x,  +  xt  —  xt  —  x4  =  2  (x,  +  xt)  +  n  ; 

il  résulte  de  là  que  les  valeurs  de  x,  -f-  xt  —  x,  —  xk  sont  précisément  les  valeurs 
de  28.  En  posant 

*i  +  xt— x,  — x4-=«, 


<=-J-+p. 

II.  —  B.  miWlJWLOWMI.  —   AWtBBB.  23 
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Si  Ton  pose  u%  =  »,  on  trouve,  en  remplaçant  dans  l'équation  (3)  /  par 

4  : 

»;»  — (3*«— 8p)»s-K3n4  —  l6n*p+i6/;*  +  «6n9  —  64r)v  —  (n*  — 4np  +  89}1  =  0.  (5) 

Les  équations  (3),  (4),  (5)  permettent  de  ramener  la  résolution  de  l'équation  du 
4*  degré  à  la  résolution  d'une  équation  du  3*  degré.  En  effet,  la  résolution  de 
l'équation  (3)  entraîne,  comme  nous  l'avons  vu,  celle  de  l'équation  (4)  ;  si  Ton  con- 
naît la  somme  de  deux  racines,  on  sait  ramener  la  résolution  de  l'équation  du 
4«  degré  à  celles  de  deux  équations  du  second  degré  (559). 

Si  l'on  connaît  une  racine  de  l'équation  (3),  on  peut  encore  diriger  ainsi  le  calcul  : 
Soit  t  cette  racine,  posons 

r,  xt  +  ar3  xA  =  t , 

comme  on  a 

&\  x%  —  3'z  xA  =  r, 

on  aura  xi  xf  et  xs  .r4,  par  une  équation  du  second  degré, 

X»—  tl+  v  =  o. 

Soient  X'  et  X"  les  racines  de  cette  équation  : 
On  posera 

xt  xt  =  X',       xt  xA  =  X". 
xx  xt  x3  -f  xA  xx  x{  -f.  .r,  x3  xk  -f  x%  x3  x{  ==  —  7, 

*i  *ï  ta  +  a?J  +  t9  xA  (a-,  +  rj  =  —  7, 

ou 

V  ta  +  *J  +  V  ta  H-  -p,)  =  -  g  ; 

mais 

3,i  +  fi  +  ^  +  ^  =  -«; 

on  déduira  de  ces  deux  équations  xt  +  .r,  et  x9  -f  j*4. 

On  connaît  donc  xA  xt  et  J't  +  a?„  p«ar  suite  :r,  et  .rt  sont  racines  d'une  équation  du 
second  degré. 

Pareillement,  connaissant  xz  xA  et  #3  -f-  j*4,  on  déterminera  js  et  xA  par  une  équa- 
tion du  second  degré. 

L'équation  (5)  résout  aussi  la  question  qui  nous  occupe.  Si  l'on  désigne  par  vuv+v: 
les  racines  de  cette  équation,  on  peut  poser  : 

xi  +  x%  —  *j  —  ^4  =  s  y/îû       | 

*i  +  ^s  —  X\  —  ^t  =  e'  \Zp*        [  t6) 

*i  *+*  xi  —  ^i  —  ^3  =  s"  V^*        ) 

e,  e',  e"  étant  égaux  chacun  àzfc  1. 
Les  signes  des  radicaux  ne  sont  pas  tout  à  (ait  indéterminés.  En  multipliant 


Or, 
donc 
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membre  à  membre  ces  équations  on  trouve,  en  désignant  par  s*  la  somme  des  puis- 
sances *  des  racines  de  /  (x)  =  o,  et  par  S.  la  somme  des  produits  a  à  a  de  ces 
mêmes  racines* 

e  s' t"  N'i»i  .  y  i\  •  v>3  =  2  *3  -f  2  S3  —  si  *„ 


e  s'  e"  y'pj'  .  \Çt  -  \»3  =  —  na  -f  4  np  —  Sq;  (7) 

donc,  si  Ton  donne  à  yr,  et  \>vt  des  signes  quelconques,  le  signe  de  y'vs  sera  déterminé. 
Aux  équations  (6)  on  associera  l'équation 

'i  +  ^+J,i  +  a,i  =  -n.  (8) 

On  déduit  des  équations  (6)  et  (8),  l'expression  des  quatre  racines.  En  tenant 
compte  de  l'équation  (7),  on  peut  écrire  : 

*=  —  »  +  e  VpÎ  -h  ef  V^I+  e"  y^  rg) 

e  '  étant  définie  par  l'équation  (7),  la  formule  (9)  a  quatre  déterminations  f . 

ABAISSEMENT    DES    ÉQUATIONS 

643.  Soit  f{x)  =  0  une  équation  algébrique.  Lorsque  deux  ou 
un  plus  grand  nombre  de  racines  sont  liées  par  une  relation  telle 
que 

f(*,*)  =  0,  11) 

on  peut,  en  général,  décomposer  l'équation  en  plusieurs  autres  et 
par  suite  ramener  la  résolution  de  l'équation  proposée  à  celle 
d'équations  de  degrés  plus  faibles  ;  c'est  ce  que  Ton  nomme  abaisser 
Téquation  proposée. 

Il  est  d'abord  facile  de  s'assurer  si  l'équation  admet  des  racines 
vérifiant  la  relation  f(x,  z)  =  0,  lorsque  ?(#,  z)  est  un  polynôme 
entier. 

En  effet,  s'il  en  est  ainsi,  les  équations 

/■(*)  =  <),      A*)  =  o.      f(*.*)  =  0 

ont  des  solutions  communes.  Si  Ton  élimine  xetz  entre  ces  trois 
équations,  on  obtiendra  une  relation  entre  les  coefficients  de  f(x) 
et  de  <p(x,  z),  qui  doit  être  vérifiée.  S'il  en  est  ainsi,  l'équation  pro- 
posée admet  nécessairement  deux  ou  plusieurs  racines  vérifiant 
la  relation  donnée. 

1.  Voir  :  J.-A.  Serret,  Algèbre  tupérieure,  Tome  II,  p.  478  (4«  édition). 
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Soient  a  et  b  deux  racines  de  la  proposée,  vérifiant  la  relation  (1): 
on  a  par  hypothèse 

*(M)  =  0. 

Nous  dirons  que  a  est  une  racine  de  première  espèce  et  b  une 
racine  de  seconde  espèce. 

Nous  allons  former  une  équation  ayant  pour  racines  toutes  les 
racines  de  première  espèce. 

Soient  a  une  racine  de  première  espèce  et  b  une  racine  de 
seconde  espèce  associée  à  a,  de  sorte  que 

Les  équations 

f(z)=0,      ?[a,z)=0 

ont  au  moins  une  racine  commune  b,  donc  le  résultant  des  poly- 
nômes f(z)  et  f  (a,  z)  est  nul.  Ce  résultant  est  un  polynôme  entier 
par  rapport  à  a,  soit  R  (a)  ;  donc,  puisque  R  (a)  =  0,  a  est  racine  de 
l'équation 

R(x)=0, 
obtenue  en  éliminant  z  entre  les  équations 

?(x,  z)  =0,      f(z)  =  0. 

Réciproquement,  toute  racine  de  Véquation  f(x)  =  0  vérifiant  en 
outre  Téquation  R  (x)  =  0,  est  une  racine  de  première  espèce. 
En  effet,  supposons 

Aa)=0,      R(a)  =  0; 

le  résultant  R  (a)  des  polynômes  f(z)  et  ?  (a,  z)  étant  nul,  les  équa- 
tions 

fl*)  =  0,      ?(a,5)  =  0 

ont  au  moins  une  racine  commune  ;  soit  b  cette  racine,  de  sorte 
que 

f{a)  =  0,      A*)  =  0,     f(a,A)=0; 

a  est  donc  bien  une  racine  de  première  espèce.  Il  convient  de 
remarquer  qu'il  peut  arriver  que  b  soit  égal  à  a,  mais  cela  n'infirme 
en  rien  les  conclusions  précédentes. 
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Cela  posé,  si  ft  (x)  est  le  plus  grand  commun  diviseur  des  poly- 
nômes f(x)  et  R  (a?),  Téquation 

donnne  les  racines  de  première  espèce. 
Divisons  f(x)  par  fx  (x)  et  soit 

a») =/;(»)+(*)• 

Nous  cherchons  maintenant  les  racines  de  seconde  espèce.  Soient 
a,  6  deux  racines  associées,  a  étant  de  première  espèce  et  b  de 
seconde  espèce.  On  a 

A(a)  =  Of      <P(M)  =  0. 
Les  équations 

/;(*)  =  <>,      *(*,*)  =0 

ont  au  moins  une  racine  commune  a,  par  suite  leur  résultant  R,  (£} 
est  nul;  b  est  donc  une  racine  de  l'équation 

R,(*)  =  0; 

on  verra  comme  plus  haut  que  toute  racine  commune  aux  équa- 
tions 

♦(*)  =  0,      R,  (x)  =  0 

estime  racine  de  seconde  espèce;  on  cherchera  le  plus  grand 
commun  diviseur  f9(x)  de  f(x)  et  de  Rt  (x),  et  Téquation 

donnera  les  racines  de  seconde  espèce;  on  aura  ainsi 

a*)  «/;(*)./■.(»). /".(*) 

en  posant 

+(x)=fs(x).&(x). 

La  résolution  de  Téquation  est  ainsi  ramenée  à  celle  des  équations 
A(»)=0Ï      /i(*)  =  0,      /*,(*)  =  0. 

644.  Cas  particulier  :  la  fonction  <?  (x,  z)  est  symétrique. 

On  procédera  de  la  même  manière  que  plus  haut  ;  seulement  les 


Digitized  by 


Google 


358  COURS  D'ALGÈBRE 

deux  premières  espèces  de  racines  sont  confondues,  car  f  (a,  b) 
est  identique  à  ?[6,  a).  Par  suite  on  obtiendra 

L'équation 

/■,(*)  =  « 

donnera  toutes  les  racines  pouvant  prendre  la  place  de  x  ou  de  z 
dans  la  relation 

?(*,*}  =0. 

645.  Remarque.  —  Si  à  toute  racine  a  de  l'équation  proposée 
correspond  une  racine  b  telle  que  Ton  ait  y  (a,  A)  =  0,  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  /"(x)  et  de  R  (x)  sera  le  polynôme  /\x) 
lui-môme,  et  par  conséquent  la  méthode  ne  réussira  pas.  Par 
exemple,  si  les  racines  se  partagent  en  groupes  de  deux  racines 
ayant  une  somme  constante,  de  sorte  que  Ton  ait  toujours 

x  -f-  z  =  s, 

x  et  z  désignant  deux  racines  associées,  on  devrait  chercher  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  /"(x)  et  de  f(s  —  x)  ;  ce  plus  grand  com- 
mun diviseur  sera  f(x). 

De  même,  si  la  relation  xz  =  h  est  vérifiée  par  toutes  les  racines 
associées  deux  à  deux,  le  plus  grand  commun  diviseur  des  poly- 
nômes f(x)  et  x"1  f(-)  sera  f(x).  Le  procédé  d'abaissement  que 

nous  avons  indiqué  ne  réussirait  pas. 

Néanmoins  dans  certains  cas,  en  particulier  dans  les  deux  cas 
que  nous  venons  d'indiquer,  on  peut  trouver  une  méthode  d'abais- 
sement. 

Considérons  d'abord  la  relation 

X  +  z  =  s. 
Posons 

soit  a  une  racine  de  l'équation  proposée;  par  hypothèse  s  —  a 
sera  encore  une  racine  ;  si  Ton  désigne  par  (  et  t"  les  valeurs  cor- 
respondantes de  t,  on  a 

s  .    .  s  ,     „ 
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donc 

(  +  ('  =  0. 

Par  suite,  à  toute  racine  t'  de  l'équation  f(-  +  t\  =  0  corres- 
pond une  deuxième  racine  égale  à  —  t\ 

II  peut  arriver  que   l'équation  proposée  ait  un  certain  nombre 
g 
de  racines  égales  à  -;  dans  ce  cas  la  transformée  en  t  aura  autant 

de  racines  nulles;  toutes  les  autres  racines  seront  deux  à  deux 
égales  et  de  signes  contraires;  de  sorte  que  Ton  aura  identique- 
ment 


n*)=r($+t)  =  <>vF)- 


L'équation  f(x)  =  0  sera  donc  ramené  à  la  résolution  de  l'équation 
F  (*')  =  0,  ou  en  posant  t*  =  «,  à  celle  de  l'équation 

F(ti)  =  0; 

donc  l'équation  proposée  est  susceptible  d'abaissement. 

Si  une  partie  seulement  des  racines  de-  l'équation  proposée  peu- 
vent être  associées  deux  à  deux,  de  manière  que  la  somme  de  deux 
racines  conjuguées  soit  égale  à  s,  on  peut  faire  l'abaissement  de  la 
manière  suivante.  On  pose  comme  plus  haut  : 


*=!  +  <; 


on  obtient  ainsi 


d'où 


/Q-<)=t(o-w). 

Il  y  a  au  moins  un  groupe  de  deux   racines  a,  b   de  l'équation 
f(x)  =  0  telles  que  les  équations  en  t 

s   , 

!  +  <  =  « 
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aient  une  solution  commune  /  =  t'  ;  on  aura  donc 

?(O  +  'W2)  =  0 

?(<'*) -<W)  =  0; 
on  en  conclut 

f  (*'•)  =  (),     f*(n  =  o. 

Nous  supposerons  l'équation  proposé  débarrassée  préalablement, 
s'il  y  a  lieu,  des  racines  égales  à  -;  on  a  donc  t'  ^  0,  par  suite 

*(<»)  =  0. 

Si  donc  on  pose  t*  =  u,  les  équations 

*M  =  0,      *(u)  =  0 

auront  au  moins  une  racine  commune.  On  cherchera  le  plus  grand 
commun  diviseur  de  <p(u)  et  $  (w),  soit  8 (u)  ce  plus  grand  commun 
diviseur.  Si  Ton  sait  résoudre  l'équation  0(u)  =  0,  à  une  racine  u 
correspondront  deux  racines  a  et  6,  ayant  pour  valeurs 

\±*. 

Donc  la  résolution  de  réquation  proposée  sera  ramenée  à  celle 
d'équations  de  degrés  moindres. 
Nous  allons  considérer  maintenant  les  équations  telles  qu'à  toute 

racine  a  corresponde  une  racine  égale  à-.  Ces  équations  forment 

une  classe  importante  d'équations  nommées  équations  réciproques. 

ÉQUATIONS   RÉCIPROQUES 

646.  Définition.  —  On  dit  qu'une  équation  f(x)  =  0  est  réci- 
proque, si  a  toute  racine  a  d'ordre  a  de  multiplicité  correspond  une 

1 
racine  égale  à -et  de  même  ordre  de  multiplicité.  Il  convient  de 

1 

remarquer  que  si  a  =  1,  on  a  -  =  1  ;  de  même  si  a  =  —  i,  on  a 


Digitized  by 


Google 


ÉQUATIONS  RÉCIPROQUES  361 

1 

encore  -  =  —  \.  D'après  cela,  si  on  a  égard  à  l'identité 

(x —  a)(x )  =  jps  —  («  +  -)*  +  1, 

on  voit  que  le  polynôme  réciproque  le  plus  général  sera  de  la 
forme 

f{x)=X{x--\y{x+ty{x*--zlx+l)*(x*---zix+iy (?"-vH-l)\  (1) 

À  étant  une  constante,  et  z„  zâ z^  étant  toutes  les  valeurs  que 

1 
prend  la  somme  x  +  -,  quand  on  remplace  x  par  les  racines  de 

x 

Téquation  f(x)  =  0  autres  que  1  ou  —  1. 

Réciproquement,  s\f{x)  est  de  la  forme  précédente,  Téquation 
/■(a?)  =  0  est  évidemment  réciproque. 

On  déduit  immédiatement  de  l'identité  (1) 


*v(J)-(-i)'-A*>. 


(S) 


On  peut  arriver  d'une  autre  manière  à  cette  conclusion.  En  effet, 
pour  exprimer  que  Téquation 

f{*)=0 
est  réciproque,  il  suffit  d'exprimer  que  les  équations 

/X*)  =  0et*v(-)  =  0 

sont  équivalentes  ;  par  suite  il  faut  et  il  suffit  que  Ton  puisse  trouver 
un  nombre  *  tel  que  Ton  ait  identiquement  : 

Désignons  par  x0  un  nombre  qui  ne  soit  pas  racine  de  Téquation 
\ 
proposée,  de  sorte  que  —  ne  soit  pas  non  plus  racine  ;  on  aura  en 

xo 

même  temps 

V/-Q-)  =  >/>„) 
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d'où  «'on  conclut,  en  remarquant  que  par  hypothèse  ,  W  et  ,(1) 

sont  différents  de  zéro  : 

>*  =  I. 

Si  l'équation  n'admet  pas  de  racine  égale  à  1  ni  à  —  1,  en  rem- 
plaçant x0  par  1,  on  aura  : 

/(!)  =  >/(«). 
d*où 

1  =  1; 

ensuite,  en  posant  x0  =  —  1,  la  même  identité  donne 

(_!)«./•(- 1)=V(-1), 

et  comme  on  a  trouvé  que  \  est  égal  à  1,  on  en  conclut  ( —  l)m  =  1, 

et  par  suite  m  doit  être  un  nombre  pair;  ce  qui  est  évident  a  priori, 

puisque  l'équation  n'ayant  pas  de  racine  égale  à  ±  1,  à  chaque 

1 
racine  a  correspond  une  racine  -  différente  de  a. 

Il  résulte  de  là  que,  1°  dans  tous  les  cas,  pour  que  f{x)  soit  réci- 
proque, il  faut  et  il  suffît  que  f[x)  et  xm  fl-  \  soient  identiques  au 

signe  près;  2°  si  le  polynôme  réciproque  f[x)  est  divisible  par  le 
produit 

on  a 

A*)  =  (*- !)'(*+!)' F  (*), 

F  (x)  étant  un  polynôme  de  degré  pair  2p,  satisfaisant  à  l'identité 

**F(£)-F(x). 

Soit 

¥[x)=A^  +  A,**-'  + +  A„xV-*  + -f  A,**  + 

+  Aj^-yX»'  -f- +  A^_i  x  -f-  Aju, 

on  aura  : 

xV  F  fi\  = A^xV  +  A*.,  xV-'  + -f  A^_^  &*-'  + 

+  A,xM- +A,x  +  A0; 
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on  doit  donc  avoir 

A0  —  Aj 


Ap ^i^-p9 


par  suite,  les  coefficients  des  termes  à  égale  distance  des  extrêmes 
doivent  être  respectivement  égaux;  réciproquement,  si  ces  condi- 
tions sont  remplies,  il  est  clair  que  F  (a?)  est  réciproque. 
En  posant 


on  aura  ensuite 


*"  /"(£)  =  (-!//"  (*)• 


Si  Ton  pose 

f{x)  =  B0*w  +  B,  jc—1  + +  BMI, 

on  voit  comme  plus  haut  que  les  coefficients  devront  vérifier  les 
conditions 

Br-=(-irBw 

B,  =  (-!)*&-. 


par  suite,  pour  qu'une  équation  soit  réciproque,  si  elle  n'admet  pas  de 
racine  égale  à  l'unité,  ou  si  1  est  racine  d'ordre  pair  de  multiplicité, 
il  faut  et  il  suffit  que  les  coefficients  des  termes  situés  à  égale  distance 
des  extrêmes,  ainsi  que  les  coefficients  des  termes  extrêmes  soient  respec- 
tivement égaux;  si  1  est  racine  d'oindre  impair  il  faut  et  il  suffit  que 
les  coefficients  situés  à  égale  distance  des  extrêmes  soient  égaux  et  de 
signes  contraires;  dans  ce  dernier  cas,  si  le  degré  m  est  pair,  le  terme 

de  degré  -—  doit  manquer, 

647.  Abaissement  d'une  équation  réciproque.  —  On  com- 
mencera par  chercher  si  l'équation  admet  des  racines  égales  à  1  ou 
à  —  1  ;  s'il  en  est  ainsi,  en  appelant  p  le  degré  de  multiplicité  de  la 
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racine  égale  à  1,  et  q  le  degré  de  la  racine  égale  à  —  1,  on  divisera 
f  (x)  par  (x  —  1)*  (x  +  1)«.  Soit  F  (x)  le  quotient  ;  ce  polynôme  sera 
de  degré  pair  2  j*  ;  représéntons-le  par 

A0x*+A1*V-»+ +AK_1a*-*+A^+AH.1*,l-1-f +At*+A«; 

si  Ton  divise  tous  les  termes  par  a*,  on  pourra  mettre  l'équation 
sous  la  forme 

A^+^)+A'(*",+^)+ +A,-.(*+;)+A,=0. 

Cela  étant,  je  dis  que  si  Ton  pose 


OU 


et  par  suite 


on  a  ensuite 


mais 


Vt  +  2  =  z\ 


V,Vi  =  (x+l)(x*  +  i)=Vs  +  V1=V$  +  S, 
donc 

Je  dis  que  Ton  a . 

V„  =  zP  —  pz^i  + 

les  degrés  des  différents  termes  de  V,  étant  de  même  parité  que  p. 
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V,  sera  un  polynôme  entier  en  z  et  de  degré  p.  i 

On  a,  en  effet,  V,  =  z;  en  élevant  les  deux  membres  au  carré, 


i 

i 


i 
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En  effet,  supposons  la  loi  démontrée  jusqu'à  p=n;  on  a 

V- ▼.  =  (*• +5)  («+;)=  V^  +  V«; 

d'où 

V«-|.t  =  z  Vn  —  Vw— t, 
et  par  suite 

Vn+1  =  z  {z-  -  n  z»->  + )  -  (z»"*  —  (n  —  1)  z»"3  +  .  ...), 

ou 

Vn+1=z»+'-(n  +  l)2"-'  + 

Dans  Vn  les  degrés  des  termes  sont  de  même  parité  que  le 
nombre  n;  donc,  dans  le  produit  z  V„  les  degrés  de  tous  les  termes 
seront  de  la  parité  de  n-f-1»  et  comme  ceux  de  Vn_i  sont  de  la 
parité  de  n —  1  ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  n  +  1,  on  voit  que 
la  loi  annoncée  est  générale. 

D'après  cela,  l'équation  proposée  sera  ramenée  à  la  forme 

A0  V,  +  At  V»  + +  A^  V,  +  A,=  0  ; 

on  aura  donc  à  résoudre  une  équation  de  degré  /tenz;  soient 

zlf  zs, Zp  les  racines  de  cette  équation,  il  n'y  aura  plus  qu'à 

résoudre  lès  équations  du  second  degré  : 

**  —  z4  a?  +  1  =  0 
x8  —  z%  x  +  1  =  0 


s8  —  Zp  x  + 1  =  0. 


Ce  résultat  était  à  prévoir;  nous  avons  déjà  fait  observer,  en 

1 
effet,  qu'à  chaque  couple  de  deux  racines  réciproques  a,  -  corres- 

a 

pond  un  diviseur  du  second  degré 

«,-(a  +  s)*  +  1- 

1 

les  racines  z4,  sr z^  étant  les  valeurs  de  x  +  -,  valeurs  qui  sont 

x 
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en  nombre  égal  à  p,  puisque  en  remplaçant  x  par  chacune  des 

racines  de  f-x)  =  0,  dans  l'expression  x  +iles  racines  a  et  - 

x  a 

donnent  le  même  résultat. 

Exemple.  L'équation 

x1— 1  =0 

est  réciproque,  si  Ton  divise  le  premier  membre  par  x  -  1   ou 
obtient  r 

i^  +  ^  +  ^+x  +  l^O, 


ou 


et  en  posant 


*1  +  IÏ+*  +  -.  +  l=0> 


X  +  Z  =  *. 

X 

on  obtient  l'équation 

s»  +  z  —  1  =  0 
dont  les  racines  sont 

—  1±V5 

2        * 

il  ne  reste  plus  qu'à  résoudre  les  équations  du  second  degré 

,     — 1±  V'S 
*' ^x  +  l^o. 

648.  GéaéraliMtion.  -  Supposonsqu'à  toute  racine  a  de  l'équation  /(*;=» 
corresponde  une  autre  racine  égale  à  i ,  h  étant  une  constante.  Pour  plus  de  sim- 
plicité, supposons  que  l'équation  n'ait  aucune  racine  égale  à  ±  VT-  ,hn^n< 
le  polynôme  f  (*)  sera  le  produit  de  facteurs  du  second  degré  de  la  forme 

--(«  +  ;)*  +  *. 

D'ailleurs,  on  devra  avoir  identiquement 


Digitized  by 


Google 


ÉQUATIONS  RÉCIPROQUES  367 

X  étant  une  constante.  En  remplaçant  x  par  x0  puis  par  —  ,  et  en  supposant  qu'aucun 

Xq 

de  ces  nombres  ne  soit  racine,  on  aura 
d'où 

X»  =r  hm. 

Supposons  d'abord      h  >  0  ;     si  en  outre  ni     \fïi  ni  —  yjh    ne  sont  racines  on 
doit  avoir  ' 

(v/Â)"7(>/Â)  =  */'(v/Â) 
(-l)~(v/Â)"7(-v'À)=X/'(-v/Â). 
par  suite 

X  =  (v^)m=(-l)m(v//i)w, 

m  doit  donc  être  pair,  soit      m  =  2  p      et  l'on  devra  avoir 

X  =  A«*. 

On  en  conclut  facilement  que  les  coefficients  des  termes  à  égale  distance  des 
extrêmes  vérifieront  les  relations  comprises  dans  les  formules  : 

de  sorte  qu'en  divisant  tous  les  termes  de  l'équation  par  a?,  elle  prendra  la  forme 


on  posera 


.+*-.. 


et  Ton  verra  comme  plus  haut  que  le  premier  membre  deviendra  un  polynôme 

entier  en  z  de  degré  jx. 

Supposons  maintenant  h  négatif,  et  soit  h  =  —  k*. 

h                          k% 
L'équation  x  =  -  devient  x  = ou  x%  =  —  A1  ;  elle  a  pour  racines  db  ki.  Si 

l'équation  proposée  est  à  coefficients  réels,  et  si  elle  admet  la  racine  ki,  elle  admettra 
aussi  la  conjuguée  —  ki  et  inversement. 

Nous  supposerons  le  polynôme  f(x)  débarrassé  du  facteur  x*  -f-  k*  s'il  y  a  lieu  ; 
alors  en  remplaçant  x  successivement  par  ki  et  par  —  Art,  on  trouve 

\=kmim  =  km  i. 


Digitized  by 


Google 


368  COURS   D'ALGÈBRE 

Pour  que  ces  conditions  soient  compatibles,  il  faut  que 

*tm  =  l, 
donc  m  doit  être  pair;  soit  m  =  2  ji;  on  aura  ainsi 

X  —  Am  (—  ip. 

11  y  a  donc  encore  deux  cas  à  considérer,  suivant  que  ji  est  pair  ou  impair. 
Soit  donc 

f  •  m  =  4  n'  dans  ce  cas  X  =      A1*  , 

2»  ro  =  4|i'  +  2,    alors    X  =  —  AM"+*. 

Considérons  le  premier  cas,  et  soit 

/(*)=  A,  *V  +  Al  **-'  + +  A^j  x  +  A4?; 

on  a 

A»  =  -  A,  par  suite  A1*  =  h  *  =  X. 

Or, 

r^(;)=  A4ji  .  **  +  A^  A  .*»*-*  + +  A,  **-»*+ A,  A*; 


on  en  conclut  aisément 


a^-^a,  **->; 


on  mettra  donc  l'équation  sous  la  forme 

*•(**+■£)+*•(-*-'+£)  + +v-* 

et,  par  suite,  on  fera  encore  rabaissement  en  posant  a:  H —  =  2. 
2o  Soit  maintenant  m  =  4  |i  +  2;  alors  X  =  —  ***+•  =  +  AlH-i, 

/»  =  A0***+*+ Af  x»t4-i  + +AHi^Àw 

*"/g)  sAw«»^+A^flA*4'+l+ +A1A^x+A,A^J; 

les  relations  entre  les  coefficients  sont  alors  les  suivantes  : 
AtH.,_„  =  +  A,  .  **+»-*. 
On  pourra  mettre  l'équation  sous  la  forme 

*.(*~'+ë;)+4"+£)+":--+— 

On  posera  encore  x  -\ — =  2,  et  l'abaissement  se  fera  parle  même  procédé. 

X 
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Remarque.  —  On  ramène  facilement  les  équations  précédentes  aux  équations 
réciproques  quand  h  est  positif.  En  effet,  il  suffit  de  poser  x  =  y  ifh-t  l'équation 
f  (y  y/h)  =  o  sera  réciproque;  car  si  a/etx"  sont  deux  racines  de  l'équation  f(x) =  o, 
dont  le  produit  soit  égala  A,  en  appelant  y>  et  y"  les  valeurs  correspondantes  dey, 
on  aura  : 

x'  =  y'  fit 
x"=y"slh 
par  suite 

x'  x"  =  y'  y' >h 
d'où 

Soit  maintenant  h =—  k%.  En  posant  x  =  —  Ay,  les  racines  de  la  transformée  : 
/"  (—  k  y)  =  0  pourront  être  associées  deux  à  deux  de  manière  que  le  produit  de 
deux  racines  associées  soit  égal  à  —  1. 

Si  Ton  suppose  A  =  1,  dans  les  formules  obtenues  plus  haut,  et  en  ne  considérant 
que  les  équations  dont  les  coefficients  sont  réels  et  qui  sont  débarrassées  des 
racines  i  ou  —  »,  lorsque  le  degré  m  est  divisible  par  4,  en  posant 

/»  =  A,  x»  +  A,  x'*-'  + +  A4 , 

les  relations  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  les  racines  de  l'équation  f(x)  =  0 
soient  deux  à  deux  réciproques  et  de  signes  contraires,  sont  les  suivantes  : 

A4  n..^  =  C     1)    Aj, 

de  sorte  que  l'équation  doit  être  de  la  forme. 

A«  (x*  *  +  1)  +  A,  (a»*-1  -  *)  -f  A,  (.T^  -f  a»)  + +  A2  ^  ***  =  0 

ou  en  divisant  par  x%  *  l 

*•  (*  +  À)  +  A'  (xV"'-  5î=r) + +  A'-0' 

on  posera 

1 

X =  z, 

et  Ton  reconnaîtra  aisément  que  si  l'on  pose 

c^  +  t-iy! 

UP  sera  un  polynôme  entier  de  degré  p  en  z. 
Si  le  degré  est  simplement  pair,  on  devra  avoir 

11.  —   ».    XUWBSOLOWSK1.  ALOiMI.  24 
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de  sorte  que  l'équation  devra  être  de  la  forme  : 

A§ (***«-  1)  +  A,  (x^+«  +*)  +  A«(**  -  *■)  + +  AiF+1  x++l=Q. 

et  par  suite  on  pourra  mettre  l'équation  sans  la  forme  : 


On  posera  encore 


1 

.t =  s,  etc. 

X 


649.  Exemples.  —  L'équation 

bx*  +4**—  66**  —  4*  +  6  =  0 

peut  se  ramener  à  la  forme 


Si  Ton  pose 


1 

x —z 

X 


x*  -f  \  =  3*  +  2 


par  suite  : 

6(z*  +  2)+4s  —66=0 

ou 

6  2* +  4s  —  46  =  0. 

On  est  ainsi  ramené  à  la  résolution  d'équations  du  second  degré. 
S*  Soit  encore  l'équation  : 

bx*  -f  6x*  —  156**  — 20  a;8  +  lôô^  +  Ci—  6  =  0; 
en  divisant  par  a:*  : 

en  posant 

1 

X  —  —  =  2, 
0? 


on  a 


*■  +  1  =  z«  +  2 

ar*  -  i=j8»  +  8: 
x9 
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b(z*  +  3  z)  +6  (z»  +  2)  —  15*2-20  =  0 
6**  +  6z«  —  12bz  —  8  =  0. 


La  résolution  de  l'équation  proposée  est  ramenée  à  celle  d'une  équation  du 
3«  degré. 


650.  Considérons  maintenant  une  équation  dans  laquelle  il  y  a 
un  ou  plusieurs  groupes  de  racines  réciproques  deux  à  deux;  on 
peut  abaisser  l'équation  en  exprimant  que  le  premier  membre  est 
divisible  par  a?2 —  zx  +  A,  h  étant  le  produit  des  deux  racines  con- 
sidérées. On  fera  la  division  jusqu'à  un  reste  du  premier  degré  et 
l'on  procédera  comme  si  Ton  voulait  former  l'équation  aux  som- 
mes et  l'équation  aux  produits,  On  obtiendra  deux  équations  en  z 
qui  devront  avoir  une  ou  plusieurs  racines  communes.  Si  zY  est 
l'une  de  ces  racines,  l'équation 

ar*  —  zi  x  +  h  =  0 

donnera  deux  racines  de  la  proposée,  dont  la  solution  sera  ramenée 
ainsi  à  celle  d'une  équation  de  degré  m  —  2  au  plus. 

On  peut  encore  procéder  ainsi  :  Supposons  pour  plus  de 
simplicité  h  =.  1  et  considérons  les  deux  polynômes 

f(x)  +  *"•/(£) 
et 

A*)-*"  /'g); 

on  reconnaît  aisément  que  ces  deux  polynômes  sont  réciproques. 

1 
Par  suite  en  posant  x  -f-  -  =  *,  on  aura   deux  équations  en  z  qui 

x 

devront  avoir  au  moins  une  racine  commune.  On  trouvera  cette 
racine  par  la  méthode  du  plus  grand  commun  diviseur,  et  la  réso- 
lution de  l'équation  f(x)  =  0  sera  ramenée  à  celle  d'une  équation 
de  degré  m  —  2  au  plus. 

651.  Problème.  —  Exprimer  que  les  racines  d'une  équation 
f(x)  =  0  vérifient  deux  à  deux,  la  relation 

xz  -f-  a  (x  -j-  z)  +  b  =  0. 
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En  remarquant  que  cette  relation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(*  +  a)  {z  +  a)  =  a»  —  * 

il  suffira  d'exprimer  que  les  racines  de  l'équation 

f(x  +  a)  =  0 

se  partagent  en  groupes  de  deux  racines  ayant  un  produit  constant 
et  égal  à  a*  —  *. 

EXERCICES 

1.  Former  l'équation  qui  a  pour  racines  les  quotients  deux  à  deux  des  racines  de 
l'équation      f{x)  =  0. 

2.  Étant  donné  l'équation  f(x)  =  0,  trouver  l'équation  dont  les  racines  sont  toutes 

les  combinaisons  de  la  forme  y  =  — | — ,  x  et  s  désignant  deux  quelconques  des 

x        x 

racines  différentes  de  la  proposée. 
Appliquer  à  l'équation 

x*  =  Sx  +  1  =  0. 
—  L'équation  cherchée  est  alors  : 

3.  Soit  a  l'une  quelconque  des  racines  de  l'équation      xm  —  i  =-0.      On  pose  : 

1°  Calculer      A„  A„ Am-1 

2°  Éliminer  x  entre  les  deux  équations 

z*1*'  +  A,  xzm->  + +  A^,  x"-l  =  o 

xm  - 1  =  0. 

3«  Montrer  que  le  résultant     R  {z)      ne  doit  contenir  que  des  puissances  paires 
de  z  ;  trouver  la  signification  de  l'équation 

R  (z)  =  0 

par  rapport  à  l'équation 

xn  —  i  =  0 

4«  Appliquer  au  cas  de 

^-1  =  0. 

—  L'équation  R  (z)  =  Oest  l'équation  aux  différences  relatives  à  xm— 1 =0. 
4.  Étant  donnée  l'équation 

x9  -f  p x  +  q  =0 
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former  l'équation  dont  les  racines  sont  les  valeurs  de x  désignant 

x*  +  ax  +  b  ° 

une  quelconque  des  racines  de  la  proposée. 

5.  Déterminer  q  de  manière  que  deux  racines  de  l'équation 

x9  — 5#  +  0  =  O 
vérifient  la  relation 

et  résoudre. 

6.  Trouver  le  dernier  terme  de  l'équation  aux  carrés  des  différences  relative  à 
f[x)  =0,  connaissant  les  racines  de  l'équation  dérivée  f  (x)  =  0. 

—  Le  premier  terme  ayant  pour  coefficient  1,  le  dernier  aura  pour  valeur 

Ao 

m  étant  le  degré  de  f{x),  kt  le  coefficient  de  xm  dans  f{x),  et  «,  p, X  étant 

les  racines  de  l'équation  dérivée. 

7.  Étant  données  une  équation  de  degré  m  et  n'ayant  que  des  racines  simples  : 
f(x)  =  0t  et  une  deuxième  équation  ç  (x)  =  0  de  degré  m  également  ;  prouver  qu'il 
existe  m!  substitutions  linéaires  permettant  de  transformer  la  première  équation 
en  la  seconde. 

8.  Soient 

Calculer  Vn. 

—  On  pose  x  =  cos  9  -f*  t  sin  9,  de  sorte  que  z  =  2  cos  9,  V„  =  2  cos  h  9  . 
Montrer  que  les  dérivées  V^,  V^  de  Vn  par  rapport  à  z,  vérifient  l'identité  : 

Soit 


V^s^  +  A^^  +  A,*"-^ +A„  *"-*"  + 


Calculer  la  valeur  de  A    en  se  servant  de  l'identité  précédente. 
On  trouvera 

_  ;,  w(n-p-l)(7i-p-2) (w-2p  +  2)(yi-2p+l) 

A'"~l""1;-  1.2.3 p 


de  sorte  que 


„*«-*  .    li2Z^I  ,«-♦       71  (n-4)(n-5)        0 


,   «(w-p-Dfo-p-g) (n-9p+l)gw.,,, 

*      ''  1.2 p 
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On  a  ensuite 

1  v»  sin»ç 

«      "  SÎU?  * 

«ions 
Calculer  -: en  fonction  de  x,  c'est-à-dire  de  icos  s. 

sin  ?  •  r 

Si  7i  est  pair,  en  dedoire  cosnç  et en  fonctions  rationnelles  de  an?.  H  à  n 

est  impair,  exprimer 1  et  sinnç  en  fonctions  rationnelles  de  sinç. 

sin? 

9.  Montrer  que  si  le»  racines  d'une  équation  de  degré  pair  se  partagent  en  « 
groupes  tels  que  l'on  ait 

axz  +  6(*+ x)-f  c=0, 

x  et  *  désignant  deux  racines  associées,  on  peut  par  une  substitution  :  x=  - — —- 

obtenir  une  équation  en  y  ne  contenant  que  des  puissances  paires. 

(Pellet. 

10.  Montrer  que  l'expression 

dx.dy 


(*  —  y} 


reste  invariable  si  l'on  effectue  sur  x  et  y  une  même  substitution  horoograpbique 
en  posant 

au  +  b  a  v  +  b 


,y 


~a'u  +  b"v      a?v  +  h' 

11.  Ramener  la  résolution  de  l'équation  au  4*  degré  à  celle  d'une  équation 
réciproque  en  posant  x  =  a  y  -f  P» 

12.  Ramener  la  résolution  de  l'équation  réciproque  du  4e  degré  à  celle  d'une 
équation  bicarrée  : 

—  On  pose 

-_i  +  y 
*  —  y 

13.  Résoudre  l'équation 

a,-10  —  57  x8  —  px5  —  5?4  **  -f  /  =  0. 

(Jacobi.) 

14.  Trouver  la  condition  pour  que  l'équation 

x*  —  2xf  +  p  x  -f  9  =  0 

ait  deux  racines  réciproques;  la  condition  étant  supposée  remplie,  résoudre  l'équa- 
tion. 

15.  Déterminer  p  et  q  de  manière  que  l'équation  xK  -f  px*  +  2x*  —  ar  -f  ç  =  0 
ait  deux  racines  réciproques  et  que  la  somme  des  deux  autres  racines  soit 
égale  À  1  et  résoudre. 
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EXERCICES 


/■(x)  =  jr +  p,aT-1  + 

o(S)=xn  +  qtxn~l  + 


375 


deux  équations  ayant  une  racine  commune  xt.  On  forme  les  produits  w—1  à  n— 1 

îles  racines     ,ru  x„ xR  de  ç(x)  =  0.    Si  R^  est  celui  de  ces  produits  qui 

ne  contient  pas  x     montrer  que 


«„=*+**,+ + p»-*  *r* + p-«  *r* 


L'équation 


Po  +  Pi  *  + 


■  +  fc-.*F-,  +  p_.*pi-l  =  ° 


a  pour  racines  toutes  les  racines  de      ?  (x)  =  0      excepté  a:,. 
En  conclure  : 

P«-i 
x,  = 7, 

Pn-l 


?«  P«-i 


x,= 

i 

x," 


P« 

Pt         qn-\ 

Po        7„ 


(Abel.) 


(G.  Darboux.) 


17.  Soit  V  une  fonction  symétrique  des  racines      a,  6,  c, A,  /  de  f  (x)  =0; 

si  l'on  peut  exprimer  V  en  fonction  entière  de  a,  de  sorte  que  V  =  ç  (a)  prouver 
que  si  Ton  divise  ?(x)par/"(x),  le  reste  sera  indépendant  de  x  et  égal  à  V. 

Cela  étant,  on  pose 


/•(fl)=o    A(A)  =  o,     a W=o,  /,il_1(0  =  o. 

L'un  quelconque  fk  (x)  des  polynômes  /*  de  cette  suite  est  exprimé  en  fonction 
rationnelle  des  coefficients  de  f{x)  et  des  racines  de  l'équation  f  (x)  =0  qui  n'appar- 
tiennent pas  à  fk  (x)=  0.  Cela  étant,  V  est  une  fonction  symétrique  de  k  et  de  /; 
mais  l'équation  fnmm%  (/)  =  0  est  du  premier  degré  en  /  ;  donc,  on  peut  exprimer 
Ven  fonction  de  k;  en  appliquant  la  proposition  précédente,  on  au  raV  en  fonction  des 
coefficients  de  f(x)  et  des  racines  autres  que  k  et/.  On  reprendraV  comme  fonction 
symétrique  des  racines  A,  k,  l  de  fn_9  (x)  =  0  ;  mais  k  et  /  n'y  entrent  plus,  donc  V 
est  exprimé  en  fonction  de  h  ;  on  lui  appliquera  le  même  théorème  et  ainsi  de  suite. 
En  conclure  que  si  l'expression  de  V  est  entière  par  rapport  aux  racines  et  aux 
coefficients  de  /*(x),  et  si  ces  coefficients  sont  entiers,  le  premier  étant  égal  à  1,  la 
fonction  V  sera  égale  à  un  nombre  entier. 

(Cauchy.) 
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CHAPITRE  VU 


DÉTERMINATION   DU  NOMBRE  DE  RACINES  RÉELLES  D'UNE 
ÉQUATION  A  COEFFICIENTS  RÉELS 

THÉORÈME   DE   DESCARTES 

652.  Définitions,  —  Soit/* (2?)  un  polynôme  entier,  rationnel,  à 
coefficients  réels  et  ordonné;  on  dit  que  deux  termes  consécutifs 
de  f{x)  présentent  une  variation  quand  leurs  coefficients  ont  des 
signes  contraires,  ou  une  permanence  si  leurs  coefficients  ont  le 
même  signe. 

Ainsi,  le  polynôme 

15a;7  —  8*5  +  4  s3  —  12  x*  —  7x  -f  5 

présente  4  variations  et  1  permanence. 

Nous  représenterons  par  v  le  nombre  des  variations  de  f(x)  et 
par  v'  le  nombre  des  variations  de  /"(—  x). 

Chaque  variation  correspondant  à  un  changement  de  signe  quand 
on  passe  d'un  terme  au  suivant,  il  est  évident  que  les  termes 
extrêmes  de  f{x)  auront  le  même  signe  ou  des  signes  contraires, 
suivant  que  v  sera  pair  ou  impair,  et  réciproquement. 

Remarquons  encore  que  si  Ton  multiplie  tous  les  termes  de  f(x) 
par  une  même  puissance  de  x,  par  2?,  le  nombre  de  variations  v  reste 
évidemment  le  même,  puisque  les  coefficients  des  termes  du  pro- 
duit sont  respectivement  les  mêmes  que  ceux  des  termes  de  même 
rang  de  f[x);  les  coefficients  de  (—  xy  f(—  x)  seront  les  mêmes 
que  ceux  de  f{x)  si  p  est  pair,  ou  égaux  à  ceux  de  /\ —  x)  s\p  est 
impair  ;  donc  v  ne  change  pas  non  plus.  II  en  est  encore  ainsi, 
lorsque  f(x)  étant  divisible  par  une  puissance  de  xf  on  divise  tous 
les  termes  de  f[x)  par  cette  puissance.  On  peut  donc  supposer  sans 
rien  changer  aux  deux  nombres  v  et  v ,  que  le  dernier  terme  de 
f{x)  soit  indépendant  de  x. 

653.  Lorsque  f{x)  est  complet,  si  m  désigne  son  degré  on  a 

v  -{•  v  =  m. 
En  effet,  la  différence  des  degrés  de  deux  termes  consécutifs  de 
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f(x)  est  égal  à  1  ;  par  conséquent,  lorsqu'on  change  x  en  —  x,  un 
seul  de  ces  ternies  change  de  signe;  d'où  il  résulte  que  toute  varia- 
tion de  f(x)  donne  une  permanence  correspondante  dans  f( — x) 
et  inversement.  Par  conséquent  la  somme  v  +  v  est  égale  à  la 
somme  des  nombres  de  variations  et  de  permanences  de  f(x), 
ou  ce  qui  revient  au  môme,  au  nombre  total  d'intervalles  formés 
par  deux  termes  consécutifs  ;  or  il  y  a  en  tout,  par  hypothèse,  m+1 
termes,  donc  on  a  bien 

v  +  »'  =  m. 

Supposons  maintenant  que  le  polynôme  f{x)  soit  incomplet, 
mais  qu'il  ait  un  terme  indépendant  de  x.  Si  la  différence  des 
degrés  de  deux  termes  consécutifs  est  plus  grande  que  1,  on 
dit  que  f{x)  présente  une  lacune  entre  ces  deux  termes;  on  peut 
combler  cette  lacune  en  intercalant  un  ou  plusieurs  termes  supplé- 
mentaires. Or  si  Ton  intercale  un  terme  entre  deux  termes  de 
de  signes  contraires,  on  ne  change  évidemment  pas  le  nombre 
des  variations;  si  Ton  intercale  un  terme  entre  deux  termes  de 
même  signe,  on  introduit  deux  variations  ou  Ton  n'en  introduit 
aucune  suivant  que  le  signe  du  terme  intercalé  est  contraire  ou 
identique  à  celui  des  deux  termes  considérés;  donc,  en  définitive, 
en  introduisant  des  termes  nouveaux,  on  ne  peut  augmenter  le 
nombre  des  variations  de  f(x)  que  d'un  nombre  pair  ;  il  en  est  de 
même  relativement  au  nombre  des  variations  de  /*( — x);  donc  si 
l'on  complète  le  polynôme,  v  +  «'  sera  augmenté  d'un  nombre 
pair  2*,  de  sorte  que 

v  +  v'  +  2  k  =  m, 

ou  : 

v  +  v  =  m  —  2  k. 

Cette  formule  n'est  plus  vraie  si  f(x)  est  divisible  par  x*;  on  a 
alors 

v  +  v'  =  (m  —  p)  —  2  k. 

654.  Lemme(Segner).  —  Soit  f[x)  un  polynôme  entier,  rationnel,  à 
coefficients  numériques,  ordonné  suivant  les  puissances  décroissantes 
de  x,  et  soit  a  un  nombre  positif:  le  nombre  des  variations  du  pro- 
duit f(x).  (x  — a)  surpasse  le  nombre  des  variations  de  f(x)  d'un  nombre 
impair. 

Supposons  que  le  premier  terme  de  f(x)  ait  le  signe  -f;  on  peut 
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écrire  f(x)  de  la  manière  suivante  : 
f(x)  =  (A«-   + )  -  (A^"1  + )  +  (À,*"»  + ) 

+  (-  -î)*  (a,  *"-  + ) +  (-  ir  (A.  *"•  + ) 

chacun  des  polynômes  tel  que 

A   x  *  + 

ayant  tous  ses  coefficients  positifs,  tous  ces  polynômes  étant 
ordonnés  suivant  les  puissances  décroissantes  et  les  nombres 

w,  m,, mp mv 

allant  en  décroissant,  enfin  v  désignant  le  nombre  des  variations  de 
f(x).  Il  convient  de  remarquer  que  quelques-uns  des  polynômes 
mis  entre  parenthèses  ou  même  tous  ces  polynômes  peuvent  se 
réduire  à  un  seul  terme. 

Cela  posé,  dans  le  produit  de  f(x)  par  x  —  a,  le  terme  en  x~+l 
est  égal  à  A#m+\  il  a  donc  le  même  signe  que  le  premier  terme  de 

f(x).  Calculons  le  terme  en  xm*     dans  f(x)  (x  —  a);  s'il  y  a  dans 

f[x)  un  terme  contenant  arw*  '  ce  terme  sera  de  la  forme 

-(-i)»a;*"V+i, 

de  sorte  que  le  terme  cherché  sera  égal  à  : 

(-l)"[Ap  +  aA;jx^+l 

il  aura  donc  le  même  signe  que  (—  1)*  Ap  xm*,  puisque  A^  désigne 
un  nombre  positif  ou  nul  ;  on  peut  donc  poser  : 

f[x)  (x-a)  =  Bxw+1 —  B,  *™+l +  Bf  xm*+l  

+  (-  ty  Bfi  x*** +  (-  i)°  Be  xw»+l  + 

B,  Bp B/j,  Bc  désignant  des  nombres  positifs.  Quels  que 

soient  les  signes  des  termes  non  écrits,  il  est  bien  évident  que  le 
polynôme  f[x)  (x  —  a)  a  au  moins  t;  variations. 

Remarquons  maintenant  que  le  dernier  terme  du  produit  de  f(x) 
par  x  —  a  étant  égal  au  produit  du  dernier  terme  de  f(x)  par  —  a, 
aura  un  signe  contraire  à  celui  du  dernier  terme  de  f(x)  ;  il  en 
résulte  que  si  Ton  désigne  par  v'  le  nombre  des  variations  de 
f(x)(x  —  a),  v'  et  v  sont   de  parités  différentes;  or  on  vient  de 
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prouver  que  v  est  au  moins  égal  à  r,  on  a  donc 

t>'  =  t>  +  2A  +  i, 

k  étant  positif  ou  nul. 

655.  Théorème  de  Descartes. — 1°  Le  nombre  des  racines  posi- 
tives (Tune  équation  algébrique  à  coefficients  réels  ne  surpasse  pas  le 
nombre  des  variations  de  son  premier  membre  ;  2°  la  différence  de  ces 
deux  nombres  est  paire. 

En  effet,  si  Ton  désigne  par  a„  aâ,  ap  toutes   les  racines 

positives,  distinctes  ou  non,  de  l'équation  f(x)  =  o,  on  peut  écrire 

f(x)  =  [x  —  at)  [x  —  aÈ) (x  —  ap)  ?  (or). 

f(x)  et  f(x)  désignant  des  polynômes  entiers  à  coefficients  réels. 

Or,  d'après  le  lemme  précédent,  le  produit  <p  (x)  (x  —  a,)  a  au 

moins  une  variation  ;  f(x)(x  —  a{)(x  —  a2)  en  a  au  moins  deux 

et  ainsi  de  suite,  de  sorte  que  f(x)  a  au  moins  p  variations. 

D'autre  part  si  les  termes  extrêmes  de  f(x)  ont  le  même  signe, 
les  nombres  p  et  v  sont  tous  deux  pairs;  ils  sont  tous  deux  impairs 
si  les  termes  extrêmes  de  f[x)  sont  des  signes  contraires;  on  a 
donc 

v=p+îh,  (1) 

A  étant  positif  ou  nul. 

Remarque.  —  Chacune  des  racines  positives  doit  être  comptée 
avec  son  degré  de  multiplicité. 

656.  Corollaire.  — 1°  Le  nombre  des  racines  négatives  de  V équation 
f{x)  ~  o  ne  surpasse  pas  le  nombre  des  variations  de  la  transformée  en 
—  x;  2°  la  différence  de  ces  deux  nombres  est  paire. 

En  effet,  le  nombre  des  racines  négatives  est  égal  au  nombre  des 
racines  positives  de  la  transformée  en  — a?,  dont  (655),  n  désignant 
le  nombre  des  racines  négatives,  on  a 

v  =  n  +  2  /«',  (2) 

h'  étant  positif  ou  nul. 

657.  Corollaire.  —  Si  Ton  désigne  par  m  le  degré  de  l'équation 
f{x)=  o  supposée  débarrassée  des  racines  nulles,  s'il  y  a  lieu,  on 
a  trouvé 

m  =  v  +  v'  +  2k  (3) 
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donc,  en  ajoutant  membre  à  membre  les  égalités  (l),  (2),  (3) 

m  =  p  +  n  +  2h  +  2h'  +  2k.  (4) 

Si  Ton  désigne  par  21  le  nombre  des  racines  imaginaires,  on  a 
donc 

21  =  2  h  +  2  h'  +  2*.  (S) 

Si  l'un  quelconque  des  trois  nombres  *,  A,  K  est  différent  de 
zéro,  l'équation  proposée  a  certainement  des  racines  imaginaires. 
Il  résulte  encore  de  ce  qui  précède  que  : 
1°  Le  nombre  des  racines  réelles  est  au  plus  égala  v  +  v  l 
2°  Le  nombre  des  racines  imaginaires  est  au  moins  égal  à  m  —  (v  -f-  v'); 
3  De  l'inégalité 

v  +  v'  ^  m, 

on  tire 

v'  <  m  —  vy 

par  suite  le  nombre  des  racines  négatives  est  au  plus  égal  à  m  —  v. 

Il  ne  faut  pas  oublier  que  Ton  suppose  f[o)  ^  0. 

658.  Cas  particulier  où  l'équation  a  toutes  ses  racines 
réelles.  —  Si  m  désigne  le  degré  de  l'équation  débarrassée,  s'il  y 
a  lieu,  de  ses  racines  nulles,  on  a,  puisque  toutes  les  racines  sont 
supposées  réelles 

m  =  p  -f-  n, 

donc,  l'égalité  (4)  donne  alors 

2  h  +  2  h'  +  2  *  =  0, 

et  par  suite,  aucun  des  nombres  h,  K  k  n'étant  négatif,  on  a 

h  =  K  =  k  =  0. 

Les  égalités  (1)  et  (2)  deviennent  alors  : 

p  =r  v,  n  =  v 

et  Ton  peut  ajouter  dans  ce  cas  que  v  +  v  =  m,  même  si  le  poly- 
nôme f{x)  n'est  pas  complet. 

Donc,  quand  une  équation  a  toutes  ses  racines  réelles,  le  nombre  des 
variations  est  égal  au  nombre  des  racines  positives  et  le  nombre  des 
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variations  de  la  transformée  en  —  x,  est  égal  au  nombre  des  racinef 
négatives. 

659.  Remarque.  —  Il  y  encore  deux  cas  dans  lesquels  on  peut 
affirmer  que  p  =  v  :  1°  lorsque  v  =  0  il  est  évident  que  p  =  0 , 
2#  lorsque  v  =  1,  on  a  p  =  1,  puisque  la  différence  1  —  p  doit  être 
positive  ou  nulle. 

660.  Corollaire. — Pour  que  Véquationf{x)  =0  ait  toutes  ses  racines 
positives,  il  faut  que  son  premier  membre  soit  complet  et  ne  présente 
que  des  variations. 

En  effet,  toutes  les  racines  devant  être  réelles  et  positives  on  doit 
avoir  m  =  v  :  et  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  est  évidemment  néces- 
saire que  le  polynôme  soit  complet  et  que  deux  termes  consécu- 
tifs quelconques  présentent  une  variation.  Mais  ces  conditions  ne 
sont  pas  suffisantes.  Par  exemple,  le  polynôme  x*  —  x  + 1  est 
complet,  ne  présente  que  des  variations  et  néanmoins  l'équation 

oï  —  x  +  i  =0 

n'a  que  des  racines  imaginaires.       * 

661.  Application.  Trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  qu'une  équation  f  (x)  =  0,  à  coefficients  réels,  ait  toutes  ses 
racines  réelles  et  inégales,  en  supposant  qu'on  ait  formé  l'équation 
aux  carrés  des  différences  relative  à  f  équation  proposée. 

Si  l'équation  proposée  a  toutes  ses  racines  réelles  et  inégales, 
l'équation  aux  carrés  des  différences  aura  toutes  ses  racines  posi- 
tives; donc,  son  premier  membre  devra  être  complet  et  ne  présenter 
que  des  variations.  (Au  surplus,  cette  conclusion  peut  se  déduire 
immédiatement  des  relations  entre  les  coefficients  et  les  racines 
d'une  équation).  Supposons  ces  conditions  remplies  et  soit  ?  (x)  le 
premier  membre  de  l'équation  aux  carrés  des  différences  relative 
à  l'équation  proposée.  Le  polynôme  f  (x)  étant  complet  et  ne  pré- 
sentant que  des  variations,  ?  (—  x)  ne  présentera  que  des  perma- 
nences; donc  l'équation  y  (a?)  =  0  n'a  aucune  racine  négative.  Il 
en  résulte  que  la  proposée  n'a  aucune  racine  imaginaire,  car  à 
toute  racine  de  la  forme  a  -f-  pi,  correspondrait  sa  conjuguée 
«. —  pi;  or 

*  +  #  —  («  — M  =  20i; 

l'équation  f  {x)  =  0  admettrait  alors  la  racine  —  4j5«,  ce  qui  est 
impossible,  puisqu'elle  n'a  pas  de  racines  négatives.  L'équation 
f(x)=0  ne  peut  pas  non  plus  avoir  de  racines  multiples,  car  à 
deux  racines  égales  entre  elles  correspondrait  une  racine  nulle  de 
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^équation  y  (x)  =  0,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse,  puisque 
f  {x)  étant  complet,  n'est  pas  divisible  par  x. 

Donc,  pour  qu'une  équation  à  coefficients  réels  ait  toutes  ses  racine* 
réelles  et  inégales,  il  faut  et  il  suffit  que  le  premier  membre  de  réqua- 
tion  aux  carrés  des  différences,  relative  à  cette  équation,  soit  complet  et 
ne  présente  que  des  variations. 

Exemple.  —  Nous  avons  trouvé  que  l'équation  aux  carrés  des 
différences  des  racines  de  l'équation 

x*  +  px  +  q  =  0  11} 

est  la  suivante  : 

a? +  6 par* +9/)'  * +4/>8  +  27  q*  =  0  (2) 

Donc,  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  l'équa- 
tion (1)  ait  toutes  ses  racines  réelles  et  inégales  s'obtiendront  en 
écrivant  que  le  polynôme  (2)  présente  trois  variations,  ce  qui 
exige  que  Ton  ait 

p  <  0,      4  p»  +  27  q*  <  0 

La  seconde  de  ces  inégalités  entraine  évidemment  la  première, 
car  si  p  était  plus  grand  que  zéro,  il  en  serait  de  même  de  la 
somme  4/?8  +  27  q*;  donc,  pour  que  l'équation  (1)  ait  ses  racines 
réelles  et  inégales,  il  faut  et  il  suffit  que  la  condition  suivante  soit 
vérifiée  : 

4/>>  +  27tf,<0. 

662.  Applications  du  théorème  de  Descartes.  —  i°  Étant 
donnée  Véquation. 

x*+px+q=0 
trouver  le  nombre  des  racines  positives  et  le  nombre  des  racines  négatives. 
1er  cas.  p>0      q>0. 

On  a  dans  cette  hypothèse  v  =  0,  t/=  1  ;  donc  l'équation  aune 
racine  négative  et  deux  racines  imaginaires. 

2e  cas.  p  >  0      q  <  0. 

Alors  v  =  1,  v'  =  0.  Par  suite,  l'équation  a  une  racine  positive 
et  deux  racines  imaginaires. 
On  peut  remarquer  que  dans  ces  deux  cas,  la  quantité  4  ps  +  27  ç* 
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est  positive;  l'équation  doit  donc  bien  avoir  deux  racines  imagU 
naires. 

3«  cas.  p  <  0      q  >  0. 

On  a  :  v  =  2,  v  =  1  ;  donc  l'équation  a  une  seule  racine  négative, 
et  zéro  ou  deux  racines  positives. 

4e  cas.  p  <  0       q  <  0. 

On  a  alors  i>  =  1,  v  =  2  ;  par  suite  l'équation  a  une  racine  posi- 
tive et  zéro  ou  deux  racines  négatives. 

Dans  chacun  de  ces  deux  cas,  on  lèvera  l'incertitude  en  détermi- 
nant le  signe  de  4  p*  +  27  q*. 

Remarquons  enfin  que  changer  q  en  — q  revient  à  former  la 
transformée  en  —  x. 

2°  Soit  donnée  Véquation  : 

a*_3a*  +  ix  — 1  =  0 

Le  premier  membre  présente  3  variations  ;  la  transformée  en  — x, 
en  présente  une  ;  donc  l'équation  proposée  a  une  racine  négative 
et  une  ou  trois  racines  positives. 

3*  Soit  encore  l'équation 

x*  +  2x*  +  x  —  3  =  0. 

Le  premier  membre  présente  une  seule  variation  ;  donc  l'équa- 
tion n'a  qu'une  seule  racine  positive.  La  transformation  en  —  x  a 
une  variation;  donc  l'équation  proposée  a  une  racine  négative. 


663.  Théorème.  —  Le  nombre  des  racines  imaginaires  d'une  équation  incom- 
plète est  au  moins  égal  à  la  somme  des  nombres  de  racines  imaginaires  de  toutes 
les  équations  binômes  qu'on  obtient  en  égalant  à  zéw  chaque  groupe  de  deux 
termes  consécutifs  de  réquation  proposée. 

Soit,  en  effet,  l'équation 

kxm  +  hxP  +  Cxq  + +  Hxr  +  Kx*  +  L  =  0. 

Soient,  vti  viy i^les  nombres  de  variations  correspondants  à  chaque  groupe 

de  deux  termes  consécutifs,  chacun  de  ces  nombres  étant  égal  à  1  ou  à  0;  soient  de 

même  vv  vv vh  les  nombres  de  variations  correspondants  aux  mômes  groupes 

dans  la  transformée  en  — x.  Les  équations  binômes 


A*' 


l+Bxp=o,    hxp^Cxq=zo Hxr+K'=o,    Kx'  +  L  =  o; 
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ou  plus  simplement  : 

Axm~p+B=ot    B.t"-«  +  C  =  o H.rr-*-fK  =  o,    Kxg  +  L=o 

ont  respectivement 

m—p  —  (r,  +  »,),    p  -  q  -  (r,  +  t^), ...  r  -  s  -  (»à_|  +  i^l,),    *  -  (nA  +  PjJ) 

racines  imaginaires;  en  tout  : 

(m-P)+  (p  -  g)  + +  (,._*)+ *_(Vi + pi+ ...  +  vh)  -  (*;+ 1>;  4-  ...+0, 

ou 

m  —  (o  +  Ve) 

racines  imaginaires.  Or  la  proposée  en  a  au  moins  m  —  [v  -f  v'),  donc  la  proposi- 
tion est  établie. 

On  déduit  immédiatement  de  là  la  proposition  suivante,  connue  sous  le  nom  de 
théorème  des  lacunes. 

664.  Si,  dans  une  équation  incomplète,  il  manque  un  terme  entre  deux  termes 
de  même  signe,  ou  s'il  manque  plus  d'un  terme  entre  deux  termes  de  signes 
quelconques,  Véquation  a  nécessairement  des  racines  imaginaires. 

En  effet,  soient 

+  Gx'*+*  +  Hx?-  + 

deux  ternies  consécutifs,  G  et  H  étant  de  même  signe.  L'équation 

Gj-*  +  H  =  0 

a  ses  deux   racines    imaginaires;   donc  la  proposée  a  au  moins  deux  racines 
imaginaires. 
Soient  maintenant 

+  6a*+*  +  H**1  + 

deux  termes  consécutifs,  k  étant  au  moins  égal  à  3,  L'équation  binôme 

G  xh  +  H  =  0 

a  nécessairement  des  racines  imaginaires;  il  en  est  donc  de  même  de  la  proposée. 
Supposons  *  =  2X  +  i.  Dans  cette  hypothèse,  l'équation  binôme  considérée  a  2X 
racines  imaginaires;  si  k  =  2X,  X  étant  au  moins  égal  à  2,  l'équation  binôme  a  2X  ou 
2  (X  -  i),  racines  imaginaires  ;  la  proposée  a  par  conséquent  au  moins  2X  ou  2  (X  —  1) 
racines  imaginaires. 
Soit,  par  exemple  l'équation  suivante  : 

2  x1  —  x*  +  **  —  1  =  0. 

Les  équations  2  x1  —  x*  =  0,  ou  2  x*  —  i  =  0  et  x*  -f  i  =  0  ont  chacune  2  racines 
imaginaires;  la  proposée  en  a  donc  au  moins 4. 

On  arrive  directement  à  cette  conclusion  par  l'application  du  théorème  de 
Descartes;  en  effet  on  trouve  :  v  =  2,  v'  =  1,  donc  l'équation  donnée  a  au  moins 
7  —  (2  -|- 1)  =  4  racines  imaginaires. 
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Donc,  quand  il  s'agit  d'une  équation  numérique,  la  considération  des  lacunes  n'a 
aucune  utilité  pratique  ;  la  remarque  suivante  montre  quel  parti  on  peut  en  tirer. 

Si  en  multipliant  le  polynôme  f(x)  par  un  polynôme  <p  (x),  choisi  de  façon  que 
V équation  ç  {x)  =  0  n'ait  que  des  racines  réelles,  on  obtient  pour  produit  un  poly- 
nôme f{x)y(x)  présentant  une  ou  plusieurs  lacunes  telles  que  l équation  f(x)$(x)  =  o 
ait  des  racines  imaginaires,  il  est  clair  que  l'équation  proposée  aura  certainement 
des  racines  imaginaires,  puisque  par  hypothèse  l'équation  ç  (jr)=0n'en  a  pas. 

Exemple  :  Si  V équation  a  trois  coefficients  consécutifs  en  progression  géométrique, 
elle  a  des  racines  imaginaires. 

En  effet,  considérons  l'équation 

\xm  + +  B***  +  BgaJ,+!  +  B?*  x^  +  ......  =  0. 

Si  l'on  multiplie  le  premier  membre  par  or—  q,  on  obtient  l'équation 

Axm+l  + +BV+3  +  B"  x"  +  ....  =  0, 

les  termes  de  degrés  p  -f-  2etp  + 1  disparaissant.  La  nouvelle  équation  présente  une 
lacune  de  deux  termes;  elle  a  donc  des  racines  imaginaires  et  par  suite  il  en  est 
de  même  de  la  proposée. 
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665.  Définition.  —  Un  dit  que  deux  racines  réelles  a,  b  de  l'équa- 
tion f{x)  =  0  sont  consécutives,  quand  elles  ne  comprennent  aucune 
autre  racine  réelle  de  l'équation  proposée. 

Nous  avons  démontré  que  si  la  fonction  f(x)  s'annule  pour  x  =  a 
et  pour  x  =  b,  et  si  elle  admet  pour  toutes  les  valeurs  de  x  com- 
prises entre  a  et  b  une  dérivée  finie  et  bien  déterminée  f  (x),  la 
fonction  dérivée  f  [x)  s'annule  au  moins  pour  une  valeur  de  x  com- 
prise entre  a  et  b. 

Nous  allons  reprendre  et  compléter  ce  théorème  dans  le  cas  où 
f[x)  est  un  polynôme  entier. 

666.  Théorème.  —  1°  Deux  racines  réelles  consécutives  d'une  équar 
tion  algébrique  f[x)  =  0  comprennent  un  nombre  impair  de  racines 
réelles  de  ï  équation  dévivée  /*'  [x)  =  0. 

2*  Deux  racines  réelles  consécutives  de  V équation  dérivée  compren- 
nent, au  plus,  une  racine  réelle  de  la  proposée. 

3°  L'équation  f(x)  =  0  a,  au  plus,  une  racine  réelle  plus  grande, que 
la  plus  grande  racine  réelle  de  l'équation  dérivée  et,  au  plus,  une  racine 
réelle  plus  petite  que  la  plus  petite  racine  réelle  de  F  équation  dérivée. 

1°  Soient  a  et  b  deux  racines  réelles  consécutives  de  l'équation 
f{x)  =  0;  on  peut  déterminer  un  nombre  positif  k,  vérifiant  l'iné- 
galité 

a  +  k< b—k 

II.  —  B.  HUWXSOLOWÎXI.   AUjtUItE.  25 
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et  tel  que  l'équation  f  (x)  =?  0  n'ait  aucune  racine  réelle  comprise 
entre  a  et  a  -f-  *>  ni  aucune  racine  réelle  comprise  entre  b  —  it  et 
6.  Soit  h  un  nombre  positif  inférieur  à  k;  on  aura 

L'équation  /*(#)  =  0  n'ayant  aucune  racine  comprise  entre  a  -\-  h 
et  b  —  A,  les  dénominateurs  f(a  -f-  h)  et  f(b —  h)  ont  le  même 
signe,  donc  on  a 

/■(«  +  *)/' (*-*><o. 

L'équation  /"(a:)  =0  a  par  conséquent  un  nombre  impair  de  racines 
réelles  comprises  entre  a  +  h  et  b  —  h  ,et  comme  par  hypothèse  les 
intervalles  de  a  à  a  -f  A  et  de  b  —  A  à  £  ne  renferment  aucune 
racine  réelle  de  l'équation  f(x)  =  0,  cette  dernière  a  un  nombre 
impair  de  racines  réelles  comprises  entre  a  et  b. 

2°  Soient  «  et  |5  deux  racines  réelles  consécutives  de  l'équation 
f  (x)=0;  si  l'on  fait  varier  x  dans  l'intervalle  («,  P),  la  dérivée 
f  (x)  conserve  toujours  un  signe  invariable  et  par  suite  la  fonc- 
tion f{x)  varie  dans  le  même  sens  ;  elle  ne  peut  donc  s'annuler 
•  plus  d'une  fois,  et  si  elle  a  une  racine  a  entre  a  et  p,  cette  racine 
sera  simple,  sans  quoi  sa  dérivée  f  (a)  serait  nulle,  ce  qui  est  con- 
traire à  notre  hypothèse. 

D'ailleurs,  si  l'équation  f(x)  =  0  avait  deux  racines  a,  b  com- 
prises entre  «  et  p,  l'équation  f{x)  =  0  aurait,  d'après  la  première 
partie  du  théorème,  au  moins  une  racine  réelle  comprise  entre 
a  et  b,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 

3e  On  démontre  de  la  même  manière  la  dernière  partie  de  l'énoncé. 

667.  Corollaire.  —  Soient  a  et  p  deux  racines  réelles  consécutives 
de  l'équation  f'{x)  =  0;  trois  cas  peuvent  se  présenter  : 

V  équation  f(x)=0  a  une  racine  réelle  simple  comprise  entre  «  et  p. 

2*  /X«)A»>o. 

L'équation  f(x)  =  0  n'a  aucune  racine  réelle  entre  a  et  |5. 

3°  L'un  des  deux  facteurs  /*(«)  ou  f(p)  est  nul  et  par  suite  «  ou  jS  est 
racine  de  f{x)  =  0. 

Ces  propositions  résultent  immédiatement  du  théorème  précé- 
dent. 
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Remarquons  que  «  et  |3  ne  peuvent  être  toutes  les  deux  racines 
de  l'équation  f(x)  =  0,  car  la  dérivée  devrait  alors  avoir  une  racine 
comprise  entre  a  et  /3,  tandis  qu'on  suppose  que  «  et  p  sont  des 
racines  consécutives  de  la  dérivée. 

668.  Théorème.  —  Si  réquation  f(x)  =  0  a  p  racines  réelles 
comprises  entre  deux  nombres  donnés,  réquation  f  (x)  =  0  en  a  au 
moins  p  —  1  dans  le  même  intervalle. 

En  effet,  soient  a,  6,  c, k,  l  les  racines  de  l'équation  f(x)  =  0, 

qui  sont  comprises  entre  deux  nombres  donnés  x0,  xv  et  soient 
À,  B,  ...  L,  les  degrés  de  multiplicité  de  ces  racines,  de  sorte  que 

A  +  B+C+ +  L  =  p. 

On  sait  que  a,  6, I  seront  des  racines  d'ordres  A— i,  B— i, 

L—l,  respectivement,  de  l'équation  /*'(#)  =  0;  en  outre,  la  dérivée  a 
au  moins  une  racine  dans  chacun  des  g — 1  intervalles  (a,  *),(*,  c) ... 
(A-,  /),  q  désignant  le  nombre  de  racines  distinctes  de  la  proposée 
comprises  entre  x0  et  xr  La  dérivée  a  donc  au  moins  entre  x%  etxt 
un  nombre  de  racines  réelles  égal  à 

(A-1)  +  (B-1)  + +  (L-l)  +  j-l  =  (p-f)  +  j-l=p-i. 

Corollaire.  —  Si  l'équation  f{x)  =  0  a  p  racines  réelles  entre 
xQ  et  xt,  l'équation  dérivée  d'ordre  n,  fin)  (x)  =0,  en  a  au  moins 
p—n. 

Remarque.  —  La  proposition  précédente  subsiste  si  au  lieu  d'un 
intervalle  fini  (a?0,  xt)  on  considère  l'intervalle  de  —  oo  à  +00- 

669.  Théorème.  —  Si  l'équation  f  {x)  =  0  a  p'  racines  réelles 
dans  un  intervalle  donné ,  l'équation  f{x)  =  0  en  a  au  plusp'-\- 1  dans 
le  même  intervalle. 

En  effet,  soit  p  le  nombre  de  racines  réelles  de  l'équation  /*(ar)=0 
qui  sont  comprises  dans  l'intervalle  considéré;  on  a,  d'après  le 
théorème  précédent, 

donc 

P<P'  +  t* 

Plus  généralement,  si  réquation  /^n)(x)  =  0  a  p  racines  réelles  dans 
un  intervalle ,  l'équation  f(x)  =  0  en  a  au  plus  //  +  n  dQn8  k  même 
intervalle. 

670.  Définition.  —  On  nomme  suite  de  Rolle  la  suite  formée 
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par  les  racines  réelles  de  l'équation  f  (x)  =  0,  rangées  par  ordre  de 
grandeur  croissante,  précédées  de  —  oo  et  suivies  de  -f-  °°. 

671.  Théorème.  —  Pour  que  l'équation  f(x)  =  0  ait  toutes  ses 
racines  réelles  et  inégales,  il  faut  et  il  suffit  que  V équation  dérivée 
f  (x)  =  0  ait  toutes  ses  racines  réelles  et  inégales  et,  de  plus,  que  Its 
m  +  1  résultats  obtenus,  en  substituant  à  x  dans  f(x)  les  termes  suc* 
cessifs  de  la  suite  de  Rolle  correspondante,  présentent  m  variations. 

En  effet,  supposons  que  l'équation  proposée  ait  toutes  ses  racines 
réelles  et  inégales;  rangeons  ces  nombres  par  ordre  croissant 

a,  b,  c, k,  /;  (1) 

l'équation  f'{x)  =  0  aura  au  moins  m  —  1  racines  réelles  a,  p, X 

séparées  par  la  suite  (1),  et  comme  elle  est  de  degré  m  —  1,  toutes 
ses  racines  sont  réelles  ;  on  a  ainsi  obtenu  cette  suite  croissante 

—  oo,a,«,  6,  6,  c, *,>,/,  +«>, 

donc,  la  suite 

A- oc),       /»,       f(ft,  /(x),       /l+oo)  (2) 

présentera  m  variations.  En  effet,  l'équation  f(x)  =  Oa  une  racine, 
et  une  seule,  entre  —  ooet  «,  donc /"(— oo)  et /(«)  ont  des  signes  con- 
traires ;  de  même  elle  a  une  seule  racine  entre  a  et  /5,  donc  f(*)  et 
f{p)  ont  des  signes  contraires,  et  ainsi  de  suite.  Ces  conditions 
sont  donc  nécessaires,  je  dis  qu'elles  sont  suffisantes.  En  effet,  par 
hypothèse,  l'équation  /'  [x)  =  0  a  m  —  1  racines  réelles  et  inégales 

«<P<7< <*: 

la  suite  (2)  présente  m  variations,  donc  deux  termes  consécutifs  de 
cette  suite  ont  des  signes  contraires,  par  conséquent  l'équation 
f{x)  =  0  a  une  racine  réelle  dans  chacun  des  m  intervalles  formés 
par  deux  termes  consécutifs  de  la  suite  de  Rolle  ;  elle  a  donc  toutes 
ses  racines  réelles  et  inégales. 

Remarque.  —  Pour  qu'une  équation  f(x)  =  0  ait  toutes  ses 
racines  réelles,  il  est  nécessaire  que  chacune  des  équations 

f(x)  =  0,  f'{x)  =  0 /*<■"- *>(x)  =  0 

ait  toutes  ses  racines  réelles;  ces  conditions  ne  sont  pas  suffi- 
santes. Il  est  facile  de  s'en  rendre  compte.  Si  l'équation  f(x)  =  0  a 
toutes  ses  racines  réelles,  on  peut  trouver  une  constante  G  telle 
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que  l'équation  f(x)  +  C  =  0  n'ait  pas  toutes  ses  racines  réelles; 
il  suffit  par  exemple  que  f{X)  et  f(\)  +  C  aient  des  signes  contraires, 
\  étant  la  plus  grande  racine  réelle  de  f'  (x)  =  0;  or  f(x)  +  C  a 
môme  dérivée  que  /*(#),  etc....  Si  Ton  considère  par  exemple  une 
équation  du  second  degré  ayant  des  racines  imaginaires,  sa  dérivée, 
qui  est  du  premier  degré,  a  une  racine  réelle. 

672.  Théorèmes  complémentaires.  —  L'équation  f{x)  =  0 
a  un  nombre  pair  de  racines  réelles  supérieures  à  la  plus  grande  racine 
de  Vèqualion  f(x)  =  0,  et  aussi  un  nombre  pair  de  racines  réelles 
inférieures  à  la  plus  petite  racine  de  l'équation  f{x)  =  0. 

1°  Soit  /  la  plus  grande  racine  de  l'équation  f[x)  =  0.  Soit  h  un 
nombre  positif  tel  que  l'équation  f  (x)  =  0  n'ait  aucune  racine 
entre  Z  et  l+h;  les  deux  nombres  f(l  +  h)  et  f  (l  +  h)  ont  le 
même  signe;  pareillement  /*(+<»)  et  /"(+<»)  ont  le  même  signe; 
donc  f  [l  -f-  h)  et  f9  (+  oo)  ont  le  même  signe  et  par  suite  l  +  h  et 
+  oo  ou,  ce  qui  revient  au  môme,  /  et  +  °°  comprennent  un 
nombre  pair  déracines  de  l'équation  f'(x)  =  0. 

2°  Soit  a  la  plus  petite  racine  de  l'équation  f[x)  =  0,  et  soit  h  un 
nombre  positif  tel  que  la  dérivée  n'ait  aucune  racine  réelle  entre 
a  —  h  et  a  ;  f(a  —  h)  et  f  (a  —  h)  ont  des  signes  contraires  ainsi 
que/(—  oo)  etf( — oo);donc/"(a  —  h)  et  /*'(—  oo)  ont  le  même 
signe,  ce  qui  démontre  la  proposition. 


673.  On  démontrera  d'une  manière  analogue  les  propositions  suivantes  : 
1°  Si  a,  p,  y,  6  sont  quatre  racines  réelles  consécutives  de  l'équation  f(x)  =  0,  si 
l'équation  f(x)  =  0  a  une  racine  réelle  comprise  entre  a  et  {J  et  une  racine  réelle 
comprise  entre  y  et  5,  elle  aura  aussi  une  racine  réelle  comprise  entre  p  et  y  si  les 
ordres  de  multiplicité  des  racines  p  et  y  de  la  dérivée  sont  tous  deux  pairs  ou  tous 
deux  impairs,  et  réciproquement. 

De  sorte  que  les  deux  conditions  f{a)f{f)  <0,  f{y)f(S)  <  0  exprimeront, 
dans  ce  cas,  que  l'équation  f{x)  =  0  a  trois  racines  réelles  séparées  par  la  suite 

«,P,Ï,  «. 

2*  Si  a,  p,  y  sont  les  trois  plus  petites  racines  de  la  dérivée  ;  si  —  »  et  a  ainsi  que 
p  et  y  comprennent  une  racine  de  la  proposée,  a  et  p  en  comprendront  également 
une  si  les  ordres  de  multiplicité  de  a  et  de  p  sont  de  même  parité. 

Théorème  analogue  pour  les  trois  plus  grandes  racines. 

3°  Si  les  deux  plus  petites  racines  a  et  p  de  l'équation  f  (x)  =  0  comprennent  une 
racine  de  f  [x)  =  0,  cette  dernière  aura  une  racine  plus  petite  que  a,  si  a  est  racine 
d'ordre  impair  de  multiplicité  de  la  dérivée. 

Théorème  analogue  pour  les  deux  plus  grandes  racines. 

4»  Soient  a,  p,  f  trois  racines  consécutives  de  la  dérivée  ;  si  p  est  racine  d'ordre 
pair  de  multiplicité,  les  racines  a  et  y  comprendront  au  plus  une  racine  réelle  delà 
proposée. 

Car  si  x  varie  de  a  à  y,  quand  x  traverse  la  valeur  p,  f(x)  s'annule  sans  changer 
de  signe  ;  donc  f  (x)  varie  dans  le  même  sens  et  par  suite  ne  peut  s'annuler  qu'une 
fois  au  plus  entre  a  et  fî  si/(p)  =  0,  l'équation  f{x)  =  0  n'aura  aucune  racine 
entre  a  et  p  ni  entre  p  et  y. 

Ces  propositions  permettent  de  réduire  le  nombre  de  conditions  nécessaires  et 
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suffisantes  pour  que  l'équation  f(x)  =  0  ait  toutes  ses  racines  réelles,  lorsque  Ton 
sait  résoudre  l'équation  f  (x)  =  0  et  que  cette  équation  a  toutes  ses  racines  réelles. 
674.  Théorème.  —  Soient  Q  (x),  le  quotient  de  In  division  de  f(x)  par  sa  dérivée 
f(x),  et  9  [x)  le  reste;  les  racines  de  l  équation 

Q  {x).  ?  {x)  =  0 

séparent  les  racines  de  l'équation  f{x)  =  0. 
En  effet,  l'identité 

f(x)=/>(x),Q(x)  +  9{x) 

donne 

Q(*)?M— ftf^  _  Q*  (*)•  f  J*) 

f(x)        — ^W  f(x)        " 

Soit  a  une  racine  réelle  de  l'équation  f{x)  «  0  et  supposons  Q  (a)  ^  0 . 

rix) 
Lorsque  x  traverse  en  croissant  le  nombre  a,  —- — -  passe  de  —  »  à  +  oo  ;  «Tail- 

leurstdans  un  intervalle  contenant  a  et  suffisamment  petit,  Q  {x)  ne  change  pas  de 

signe  ;  donc         ,y       passe  de  -f  oo  à  —  » .  Soient  a  et  b  deux  racines  consécu- 

f\x) 
tives  de  f  (x)  =  0;  on  peut  déterminer  d'après  cela  un  nombre  positif  A,  vérifiant 
les  conditions 

a  +  h  <  b  —  h, 
et  tel  que 

Q(a  +  h)9(a+  h)  Q(6-  A)  g  (b-  h) 

f{a+h)  f(l>-h) 

aient  des  signes  contraires;  mais 

f{a +  A)    et    /'(&-A) 

ont  le  même  signe,  donc 

Q(a+h)f(a+h)    et    Q(b-h)f(b-h) 

ont  des  signes  contraires  ;  il  en  résulte  que  deux  racines  consécutives  a,  p  do 
l'équation 

Q(x).  9(*)=r0 

comprennent  une  racine  de  l'équation  proposée  si  /'(a)  et  /"(p)  ont  des  signes  con- 
traires, ou  n'en  comprennent  aucune  si  /"(a)  et  /*(p)ont  le  même  signe;  par  consé- 
quent on  peut,  pour  la  séparation  des  racines  de  l'équation  /  (x)  =  0,  substituer 
dans  la  suite  de  Rolic,  aux  racines  de  l'équation  f  (x)  =  0,  celles  de  ç  (#)=  0  et  la 
racine  de  Q  (x)  =  0.  Le  quotient  Q  (x)  est  du  premier  degré  :  si 

f(x)  =  Ae*»*  +  A,  a:"1-1  -f 

on  a 
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Ai 
de  sorte  que  l'équation  Q  [x)  =  0  a  pour  racine —.  L'équation  ?  (or)  =0  est  du 

degré  m  —  2. 

675.  Applications.  —  1°  Soit  l'équation 

3*_  2a?â  —  2a?  —  1  =  0. 
L'équation 

cp  (z)  =  0  est,  dans  cet  exemple,  2  ar8  -f-  3  #  —  2  =  0; 

1  a: 

elle  a  pour  racines— 2et-;  d'ailleurs  Q  (x)  =t,   donc  nous  substi- 
tuerons à  x  dans  f(x)  les  termes  de  la  suite 

-oo,-   -2,    0,     J,     +oo. 

Les  signes  des  résultats  sont  les  suivants  : 

+.        +.        +.   ~      +• 

1 

L'équation  proposée  a  donc  une  racine  entre  0  et -et  irne  autre 

1 
entre  -  et  +  oo. 

Deuxième  méthode.  —  Si  Ton  pose 

/•(#)  =  s8  —  2*  — 2+1, 
x 

on  a 

f(*)  =  3*»-S-i. 

/  (x)  et  /"  (j?)  sont  discontinues  pour  #  =  0  ;  mais  si  h  désigne  un 
nombre  positif  aussi  petit  qu'on  veut,  chacune  de  ces  fonctions  est 
finie  et  continue  dans  les  intervalles  de  —  oo  à  —  h  et  de  +  h 
à  +  oo  ;  on  peut  donc  appliquer  le  théorème  de  Rolle  dans  chacun 
de  ces  intervalles. 
L'équation 
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OU 

3ar*  —  2X3—  i  =0 

a  pour  racines  réelles  +  1  et  —  1. 
Substituons  à  x,  dans  f(x),  la  suite  : 

—  oo,     —  i,     —A,     +  h,     +  1,     +oo, 

nous  obtenons  les  signes  suivants  (en  supposant  h  suffisamment 
petit)  : 

L'équation  proposée  a  donc  une  racine  réelle  entre  0  et  1  et  une 
racine  réelle  entre  1  et  +  oo. 

On  pourrait  faire  les  substitutions  dans  le  polynôme  xf(x),  c'est- 
à-dire  dans  le  premier  membre  de  l'équation  proposée;  les  résul- 
tats correspondants  à  l'intervalle  de  —  ooà  —  h  auront  tous  changé 
de  signe  ;  les  autres  auront  les  mêmes  signes. 

Il  convient  de  remarquer  que  l'inégalité 

/(-*)./(+*)<o 

n'entraîne  pas  l'existence  d'une  racine  comprise  entre  —  A  et  +  A, 
puisque  la  fonction  f  (x)  est  discontinue  pour  x  =  0. 
2°   Trouve?*  le  nombre  des  racines  7%éelles  de  Véquation 

xm  +  a  x*  +  bx  +  c  =  0. 

L'équation  aux  inverses  a  autant  de  racines  réelles  que  la  pro- 
posée ;  il  suffit  donc  de  considérer  l'équation 

ex"  +  bx"-1  +  axm~2  +  1  =  0. 

La  dérivée  aura  x"1-3  en  facteur,  de  sorte  que  Ton  aura  à  résoudre 
l'équation 

a*»-3  [mex*  +  {m  —  I)  bx  +  (m  —  2)  a]  =  0 

qui  a  m  —  3  racines  nulles  et,  en  outre,  les  racines  de  l'équation  du 
second  degré 

m  ex*  +  (m  —  1)  bx  +  (m  —  2)  a  =  0. 

On  pourra  donc  savoir  combien  l'équation  proposée  a  de  racines 
réelles. 
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Cette  méthode  s'applique  à  l'équation  du  4e  degré  privée  de  son 
second  terme.  Soit  par  exemple  : 

#*_  15**  —  27#  +  12  =  0; 

l'équation  aux  inverses  est 

12;**  —  27^-15  **  +  1  =  0. 

L'équation  dérivée  relative  à  cette  dernière  équation  : 

16x3— 27r>—  10x  =  0 

g 
a  pour  racines  —  j^,  0  et  2. 


Substituons 


*>,     —  ï^,      0,     2,     +oo 


dans  le  polynôme 

12ar'  — 27**  — 15ar2+l, 
on  trouve  les  signes  suivants  : 

-       +,       +,     -      +; 

donc  l'équation  aux  inverses  a  une  racine  entre  0  et  2  et  une 
racine  plus  grande  que  2;  la  proposée  a  donc  une  racine  comprise 

1  1 

entre  0  et  -  et  une  racine  plus  grande  que  -. 

ù  L 

676.  Condition  de  réalité  des  racines  de  l'équation  du 
3e  degré.  —  Soit  f(x)  un  polynôme  du  3e  degré.  Pour  que 
l'équation  f(x)  =  0  ait  ses  trois  racines  réelles  et  inégales,  il  faut 
d'abord  que  les  deux  racines  «,  |3  de  la  dérivée  soient  réelles  et,  de 
plus,  qu'elles  vérifient  l'inégalité 

f{m).f®<0.  (1) 

Ainsi,  la  condition  précédente  est  nécessaire;  je  dis  qu'elle  est 
suffisante.  En  effet,  si  elle  est  remplie,  les  racines  a,  p  de  la  dérivée 
sont  réelles  et  inégales,  car  l'équation  f(x)  =  0  ayant  ses  coeffi- 
cients réels  par  hypothèse,  si  «  et  p  étaient  imaginaires,  elles 
seraient  conjuguées,  donc  les  nombres  f[«)  et  f[p)  seraient  imagi- 
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naires  conjugués  et  leur  produit  /*(*).  f(p)  serait  positif  ;  on  voit 
donc  déjà  que  a  et  |3  sont  réelles  ;  mais  je  dis  en  outre  que  les  ra- 
cines «  et  p  sont  inégales,  car  autrement  le  produit /*(«).  f(p)  serait 
égal  à  [/*(«)]*  et  par  suite  serait  positif. 

Cela  posé,  «  et  j3  étant  réelles  et  inégales,  soit  a  <p;  l'inégalité  (1) 
que  nous  supposons  remplie  exprime  que  l'équation  proposée 
a  une  racine  réelle  comprise  entre  «  et/3;  elle  a  nécessairement 
une  seconde  racine  plus  petite  que  a,  sans  quoi  la  dérivée  n'aurait 
qu'une  seule  racine  réelle  plus  petite  que  la  plus  petite  racine  de 
la  proposée,  ce  qui  est  impossible  (672)  ;  on  voit  de  même  que 
1  équation  f  (x)  =  0  a  une  racine  réelle  plus  grande  que  p;  elle  a 
donc  ses  trois  racines  réelles  et  inégales  et  séparées  par  «  et  p  ; 
donc  la  condition  (l)  est  nécessaire  et  suffisante. 

Cela  posé,  soit  d'abord 

f(x)=x!i  +  px  +  q, 
on  a 

/>)  =  3*«+p, 

les  racines  de  la  dérivée  sont  égales  et  de  signes  contraires. 
L'identité 

3  f{x)  =  x  f  (x)  +  2  p  x  +  3  q 
donne,  en  remarquant  que  f  (a)  =  0  et  f  (jS)  =  0  : 

*  f(«).  f(P)  =  (*P  «+  3  9)Vpp  +3  f)  =  *  9*  -  *P*  **. 
Mais 


« 


___      P 


—  ^ ,  donc 


3! 

27/>).f(jS):=:27?'+4p\ 

La  condition  demandée  est  donc 

4  p 3  +  27  q*  <  0. 
Soit  maintenant 

f(x)  sax3  +  3*  x»  +  3  ex  +  d. 

Posons 

F  (a,  y)=ax*  +  3bx*  y  -f  3  cxy*  +dy*. 
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L'identité  d'Euler  donne 

c'est-à-dire 

F  {x,  y)  =  x  [a  x*  +  2  b  x  y  +  c  y')  +  y  (6  x*  -f  2  c  x  y  +  d  y'), 

et  en  faisant  y  =  1, 

/»  =  x{ax*  +  U  x  +  c)  +  (***  +  2  ex  +  d). 

Soient  «,  j3  les  racines  de  l'équation  f  {x)  =  0,  en  remarquant 
que 

-f  (x)=ax*  +  2bx  +  c, 
on  a 

AM-  /•(?)  =  (**  +  2*«  +  d)  (*j3'  +  2  cp  +  d). 

Il  en  résulte  que  le  produit  /(a).  f{f)  est,  à  un  facteur  positif 
près  (qui  est  —t \  égal  au  résultant  des  deux  polynômes 

az*  +  2bx  +  c,     bx%  +  <Lcx  +  d, 
donc  la  condition  pour  que  l'équation 

ax*  +  3bx*+3cx  +  d  =  0 
ait  ses  trois  racines  réelles  et  inégales  est  la  suivante  : 
(ad  —  bc)*  —  4(ac—  P)  (*d  —  c*)<  0. 

Le  premier  membre  de  cette  inégalité  est  le  discriminant  de  la 
fonction  homogène  F  (x,  y).  Par  conséquent  : 

Pour  que  t  équation  du  3e  degré  ail  ses  racines  réelles  et  inégales* 
il  faut  et  il  suffit  que  le  discriminant  de  son  premier  membre  rendu 
homogène  soit  négatif. 

THÉORÈME  DE  BUDAN  ET  FOURIER 

877.  Le  nombre  n  de  racines  réelles  de  V équation  algébrique  f{x)  =  0,  comprises 
entre  deux  nombres  a,  p  (a  <  p),  est  au  plus  égal  au  nombre  de  variations  rfc  que  la 
suite 

m,  n*i.  rw. rw  m 


Digitized  by 


Google 


396  COURS  D'ALGÈBRE 

présente  pour  x  =  a,  diminué  du  nombre  de  variations  v«  que  la  même  suite  présente 
pour  x=$;  en  général, 

k  étant  un  nombre  entier  positif. 
En  effet,  considérons  la  suite 

rt*).    H*) r{m)(*);  (1) 

les  fonctions  entières  qui  la  composent  ne  peuvent  changer  de  signe  qu'en  s'annulant. 
Supposons  que  x  varie  d'une  manière  continue  de  a  à  p. 
Soit  a  une  racine  d'ordre  p  de  multiplicité  de  l'équation  f(x)=Q.  On  peut  trouver 

un  nombre  k  tel  que  les  fonctions  f{x),  f  (jt), f*~%  (x)  et  f  (jt)  conservent 

chacune  un  signe  invariable  dans  chacun  des  intervalles  de  a  —  hkaetûeaka-{-  h; 
nous  savons  d'ailleurs  que  flt>)  (a)  est  différente  de  zéro.  On  voit  que  dans  l'inter- 
valle de  a  —  h  à  a,  la  suite 

ri*)*  rw ^''w^w  (2) 

présente  p  variations;  dans  l'intervalle  de  a  à  a  -f  A  elle  n'en  présente  aucune;  de 
plus,  dans  l'intervale  de  a  —  A  à  a+A,  la  fonction  /^*J  [x)  conserve  son  signe;  donc 
quand  x  passe  de  a  —  Aàa-fA,  la  suite  (2)  perd  p  variations. 

En  second  lieu,  soit  a  une  racine  d'ordre  2p  de  l'équation  fA)  (x)  =  0,  a  n'étant 
pas  racine  de  /,(ff_1)  (x)  =  0.  Si  l'on  considère  la  suite 

/»V),    /^"(.r),  f">^-i\x),    ^+"'(x), 

en  remarquant  que  f^  (x)  s'annule  sans  changer  de  signe,  on  voit  comme  plus 
haut  que  si  x  traverse,  en  croissant,  le  nombre  a,  cette  suite  perd  2ç  variations. 

Enfin  supposons  que  a  soit  racine  d'ordre  2p  -f  1  de  l'équation  f&  (x)  =  0,  mais 
ne  soit  pas  racine  de  l'équation  /9~!)  (x)  =  0  et  considérons  la  suite 

/<'-»<*),  /<"(*),   /«+"(*) A™(*),  /<'+i',^-,,  <*), 

et  considérons  les  intervalles  de  a  —  h  ha  et  de  a  k  a  +  h;  h  étant  choisi  de  façon 
qu'aucune  de  ces  fonctions  ne  change  de  signe  dans  l'un  ni  l'autre  de  ces  intervalles. 
Quand  on  passe  du  premier  au  second  de  ces  intervalles,  la  fonction  fq)  (x)  change 
de  signe,  tandis  que  la  fonction  précédente  garde  le  sien  ;  par  conséquent,  si  les 
deux  premiers  termes  de  la  suite  sont  de  signes  contraires  dans  le  premier  inter- 
valle, ils  seront  de  même  signe  dans  le  second,  et  la  suite  perdra  2p  H-  S  varia- 
tions; si  les  deux  premiers  termes  sont  de  même  signe  dans  lepremier  intervalle,  ils 
seront  de  signes  contraires  dans  le  second  et  dans  ce  cas  la  suite  perdra  2p  varia- 
tions; dans  tous  les  cas  la  suite  perd  un  nombre  pair  de  variations  quand  x  traverse, 
>  en  croissant,  une  racine  appartenant  à  l'une  des  fonctions  intermédiaires. 
11  peut  arriver  que  a  soit  racine  des  équations 

/>)=(), /%r)=0  ...  ^i)(o:)  =  0,^(x)  =  0,/«^^1(x)  =  0.../*^+r(x)==0. 

Dans  ce  cas  quand  x  traverse  en  croissant  le  nombre  a,  il  résulte  de  ce  qui  précède 
que  la  suite  (1)  perdra  un  nombre  de  variations  égale  à  p  augmenté  d'un  nombre 
pair. 
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Donc  enfin,  quand  x  croit  d'une  manière  continue  de  a  à  p,  la  suite  (1)  perd  un 
nombre  de  variations  égal  au  nombre  des  racines  réelles  comprises  entre  a  et  p, 
augmenté  d'un  nombre  pair  ;  on  a  donc 

*'«—  vp  =  n+2*. 

Il  convient  de  remarquer  que  chaque  racine  est  comptée  autant  de  fois  qu'il  y  a 
d'unités  dans  son  ordre  de  multiplicité. 

678.  Çns  où  l'équation  f(x)  =  0  n  tonte*  ses  racine»  réelles.  —  Soient  m,. 
le  nombre  de  racines  réelles  plus  petites  que  a,  n  le  nombre  de  racines  réelles  com- 
prises entre  a  et  p  et  n%  le  nombre  de  racines  réelles  plus  grandes  que  fi.  * 

Remarquons  que 


r-«  =  m    et    p+»  =  0  ; 
donc,  d'après  le  théorème  précédent. 


m  —  ra  =  n,  -f  2k' 

ra  —  v  =  n  -f  2  k 

V>           =nt+2A", 

d'où,  en  ajoutant, 

m  =  7i,  +  n  +  ??,  +  2k  +  2  A' 

mais  par  hypothèse 

ni  +  »  -r  nt  =  m> 

donc 

*  =  *'=*'' =  o, 

f 


et  par  suite 


Remarque.  —  Le  théorème  de  Descartes  est  une  conséquence  immédiate  du 
théorème  de  Fourier.  En  effet,  le  nombre  de  variations  de  la  suite  (1),  pour  a-=  o, 
est  précisément  égal  au  nombre  de  variations  v  de  f(x),  et  comme  nous  lavons  déjà 
dit,  v»  =  o  ;  donc,  si  l'on  nomme  p  le  nombre  de  racines  positives, 

v=p  +  2k\ 

et  si  les  racines  sont  toutes  réelles, 

v  =  p. 


THÉORÈME  DE   STURM 

679.  Définition  de»  fonctions  de  Sturm.  —  Soit  f  (x),  un 
polynôme  entier  en  x,  que  nous  supposons  premier  avec  sa  dérivée 
f  {x).  Posons  X  =  f(x)}  X4  =  /"'(#)  et  faisons  sur  X  et  Xt  les  opéra- 
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lions  du  plus  grand  commun  diviseur,  mais  en  changeant  à  chaque 
opération  le  signe  du  reste,  de  sorte  que  chaque  reste  changé  de 
signe  soit  le  diviseur  dans  l'opération  suivante.  En  un  mot,  nous 
obtiendrons  des  fonctions  Xr  X3 Xn  définies  par  les  identités  : 

X  =  X,  Q,  -  Xâ 
xt  =  xa  y2  x3 
x,  —  xs  Q:l  —  X4 

(i) 


Xn— g  —  Xn_1  Qu—i  —  Xn 


Nous  supposons  les  divisions  successives  effectuées  suivant  les 
puissances  décroissantes,  de  sorte  que  les  degrés  des  polynômes 

X^XpXg, vont  en  décroissant.  Tout  polynôme  qui  divise  X  etX, 

divise  X2,  et  tout  polynôme  qui  divise  Xj  et  X,  divise  X,  et  ainsi  de 
suite.  On  voit  bien  que  les  changements  de  signe  ne  modifient  en 
rien  les  raisonnements  que  nous  avons  faits  dans  la  recherche  du 
plus  grand  commun  diviseur  par  la  méthode  des  divisions  succes- 
sives. D'où  il  résulte  que  les  polynômes  donnés  X  et  Xt  étant  pre- 
miers entre  eux,  la  suite  des  opérations  conduira  nécessaire- 
ment à  un  reste  —  X*,  indépendant  de  x  et  différent  de  zéro.  Les 
fonctions 

X^X,, X»  (2) 

jouissent  de  propriétés  caractéristiques  que  nous  allons  établir. 

1°  Chacune  des  fonctions  de  la  suite  (2)  est  continue. 

2*  Le  dernier  terme  X„  a  un  signe  invariable. 

3°  Deux  fonctions  consécutives  ne  peuvent  s'annuler  pour  une  même 
valeur  de  x. 

4°  Si  une  fonction  Xp  est  nulle  pour  une  valeur  déterminée  de  a:,  les 
deux  fonctions  qui  la  comprennent,  savoir  \p^t  et  X^+i  ont  pour  cette 
valeur  de  x  des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  (différentes  de 
zéro). 

5°  Enfin,  quand  x  traverse,  en  croissant,  une  racine  de  l'équation 

X 

X  =  0,  le  rapport  ^  passe  du  signe  —  au  signe  +,  ou,  comme  on  dit, 

A. 

éprouve  une  variation  ascendante. 

Les  deux  premières  propriétés  sont  évidentes,  puisque  les  termes 
de  la  suite  (t)  sont  des  polynômes. entiers  et  que  le  dernier  est  une 
constante  numérique  d'ailleurs  différente  de  zéro. 


Digitized  by 


Google 


THÉORÈME  DE  STUKM  390 


L'identité 


X;>_i    =    \p    Qp  —    X 


i'+l 


montre  que  si  les  équations  Xp  =  0,  X^+1  =  0  avaient  une  racine 
commune  ar0,  cette  racine  appartiendrait  aussi  à  l'équation  Xp_i  =  0. 
On  verrait  de  même  que  X,  et  X^_i  étant  nulles  pour  x  =  x0,  la 
fonction  X,_i  serait  nulle  aussi  pour  x  =  x0,  et  ainsi  de  suite  ;  de 
sorte  qu'en  remontant  jusqu'à  X  et  X„  ces  deux  polynômes  se- 
raient nuls  pour  x  =  x0,  ce  qui  est  contraire  à  notre  hypothèse,  à 
savoir  que  X  et  X!  sont  premiers  entre  eux.  On  peut  dire  également 
que  siXp  etX^-i  étaient  nulles  pour  a:  =  x0,  X^  serait  également 
nulle  pour  x  =  x0;  de  même  \p+x  et  X^.2  étant  nulles,  il  en  serait 
de  même  de  Xp+S,  et  ainsi  de  suite  ;  on  arriverait  ainsi  à  cette  conclu- 
sion :  X„  =  0,  qui  est  contraire  à  notre  hypothèse. 

Pour  démontrer  la  quatrième  propriété,  remarquons  que  si  X^est 
nulle  pour  x  =  x0,  l'identité 

\p—l  ^=  Ap  \ip  —  Ap+l 

ayant  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  si  nous  donnons  à  a?  la  valeur  x0, 
X^_i,  Xp,X,4.i  prendront  des  valeurs  numériques  Aj,-i,0,  A^i devant 
vérifier  cette  identité,  de  sorte  que 


K-i  =  —  X 


*+!• 


Enfin,  la  dernière  propriété  a  déjà  été  établie. 
Cela  posé,  nous  appellerons  suite  de  Sturm,  toute  suite  de  fonc- 
tions de  la  variable  x,  soient 


a,  Ap  A2t  X8, a 


n» 


satisfaisant  aux  cinq  conditions  précédentes;  la  dernière  fonction 
Xn  étant  assujettie  seulement  à  conserver  un  signe  invariable,  au 
moins  quand  la  variable  x  varie  dans  un  intervalle  donné. 

Cela  posé,  voici  le  théorème  de  Sturm  : 

680,  Le  nombre  des  racines  réelles  de  V équation  algébrique  f  (a;)=0, 
•  comprises  entre  deux  nombres  réels  «,  |3,  est  égal  au  nombre  de  varia- 
tions perdues  par  la  suite  des  fonctions  de  Sturm  relative  à  f(x),  quand 
on  substitue  à  x  le  nombre  «  puis  le  nombre  /3,  en  supposant  «  <  p. 

Supposons  d'abord  que  l'équation  f(x)  =  0  n'ait  que  des  racines 
simples.  Nous  posons  X  =  f[x),  Xj  =f  [x)  et  nous  formons  la  suite 
de  Sturm  comme  il  a  été  dit  plus  haut. 

En  supposant  «<p,  supposons  que  x  varie  d'une  manière  continue 
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de  a  à  p,  et  supposons,  en  outre,  que  *  ni  p  ne  soient  racines  de 
réquation  proposée.  Désignons  par  v  le  nombre  de  variations  que 
présente  la  suite  : 

X,   Xp  Xi7 Xn 

pour  une  valeur  donnée  x  de  la  variable.  Il  est  clair  que  quand  x 
varie  d'une  manière  continue,  le  nombre  de  variations  vx  ne  peut 
changer  que  si  Tune  ou  plusieurs  des  fonctions  de  la  suite  de  Sturm 
changent  de  signe. 

Par  hypothèse,  la  dernière  fonction  X*,  qui  se  réduit  à  une  cons- 
tante dans  le  cas  présent,  conserve  un  signe  invariable. 

Soit  xQ  une  racine  de  l'équation  \p  —  0.  On  peut  déterminer  un 
nombre  positif  à  tel  que  dans  l'intervalle  de  a:0  —  h  à  x0  +  h  aucun 
des  deux  polynômes  \p-i ,  X^_i  ne  change  de  signe,  puisque  ces 
polynômes  sont  différents  de  zéro  pour  x  =  x0;  or,  pour  cette 
valeur,  Xj,_i  et  Xp+i  ont  des  signes  contraires  ;  il  en  sera  de  même 
pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  xQ —  h  et  x0  -f  ift,  par  consé- 
quent, pour  une  valeur  quelconque  de  x  appartenant  à  cet  inter- 
valle, les  trois  fonctions 

présenteront  une  variation  et  une  seule,  puisque  les  termes 
extrêmes  Xj,_i  et  X^  ont  des  signes  différents,  et  cela  est  vrai 
encore  pour  x  =  xQ,  bien  que  pour  cette  valeur  \p  soit  nulle.  Donc, 
quand  x  traverse,  en  croissant,  une  valeur  annulant  une  fonction 
intermédiaire,  le  nombre  de  variations  de  la  suite  de  Sturm  n'est 
pas  modifié 

Considérons  enfin  une  racine  de  l'équation  X  =  0,  comprise 
entre  «  et  p  et  soit  a  cette  racine.  Nous  savons  que  Ton  peut  déter- 
miner un  nombre  positif  h  tel  que  dans  l'intervalle  de  a  — h  k  a, 

X 

le  rapport  ~  ait  le  signe  — ,  et  que  ce  même  rapport  ait  le  signe  + 

A. 

dans  l'intervalle  de  a  k  a  +  h.  De  sorte  que,  quand  x  traverse,  en 
croissant,  une  racine  de  l'équation  X  =  0,  la  suite  perd  une  varia- 
tion qui  était  placée  entre  les  deux  premiers  termes  X  et  Xr  S'il 
arrivait  d'ailleurs  que  a  fût  en  même  temps  racine  d'une  équation 
telle  que  Xp  =  0  (p  >  l),cette  conclusion  ne  serait  pas  modifiée  :  on 
s'en  assure  aisément.  Donc  la  suite  de  Sturm  perd  une  variation 
chaque  fois  que  x  traverse,  en  croissant,  une  racine  de  réquation 
f(x)  =  0,  et  n'en  perd  que  dans  ce  cas;  en  outre,  elle  n'en  gagne 
jamais;  le  nombre  de  variations  perdues  par  la  suite  quand  x  croit 
de  a  à  P  est  donc  égal  exactement  .au  nombre  des  racines  réelles  de 
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Téquation  proposée,  qui  sont  comprises  entre  «  et  (*,  de  sorte  que 
si  N  désigne  ce  nombre, 

N  =  t>»  —  rp. 

681.  Remarques.  —  1°  Les  calculs  que  Ton  doit  faire  pour  former 
la  suite  de  Sturm  sont,  en  général,  compliqués;  il  importe  donc  de 
rechercher  toutes  les  simplifications  possibles.  Pour  éviter  des 
coefficients  fonctionnaires,  il  est  souvent  utile  de  multiplier  tous 
les  termes  d'une  des  fonctions  par  un  même  nombre,  ou  de  diviser, 
si  cela  est  possible,  tous  ces  termes  par  un  même  nombre.  Nous 
savons  déjà  que  ces  opérations  sont  permises  quand  il  s'agit  seule- 
ment de  chercher  le  plus  grand  commun  diviseur  des  polynômes 
X,  Xt;  mais  dans  le  cas  présent,  on  ne  peut  évidemment  pas 
changer  le  signe  d'une  fonction  quelconque  \p;  on  ne  devra  donc 
employer  que  des  multiplicateurs  ou  des  diviseurs  positifs.  Ainsi 
on  pourra  remplacer,  si  cela  est  utile,  Xp  par  k  Xp,  pourvu  que  k  soit 
indépendant  de  x  et  positif. 

2°  Il  peut  arriver  que  Tune  des  fonctions  intermédiaires  \p  con- 
serve un  signe  invariable  dans  l'intervalle  (a,  P).  Il  est  évident  que 
la  démonstration  que  nous  avons  donnée  s'applique  entièrement 
à  la  suite 

X,  Xj, X;,, 

qui  jouit  des  cinq  propriétés  fondamentales.  Il  en  résulte  que  l'on 
peut  arrêter  la  suite  des  opérations  lorsqu'on  parvient  à  un  poly- 
nôme dont  le  signe  reste  invariable  quand  x  varie  entre  a  et  p.  Par 
exemple,  si  l'on  arrive  à  un  polynôme  n'ayant  que  des  racines 
imaginaires  ou  des  racines  d'ordre  pair,  ou  encore  n'ayant  aucune 
racine  comprise  entre  *  et  p,on  peut  arrêter  la  suite  à  ce  polynôme. 
3°  Supposons  qu'un  des  polynômes  de  la  suite  soit  le  produit  de 
deux  polynômes  dont  l'un  conserve  un  signe  invariable  quand  x 
varie  entre  a  etp;  soit,  par  exemple, 

Xp  =  i ,  z, 

Z  conservant  un  signe  invariable.  On  peut  simplifier  la  suite  des 
opérations  en  divisant  X^-i  par  Y,  de  sorte  que  Ton  aura  : 

XM  =  Y?  -  Y, 
Y  s  yl?1  -  Y, 
Y.     ^Yl?2-Y3 


In— S  =  Y,.-*!  qr—\  —  Yr. 

II.  —  B.   KIBWKimLOWMU.  —  ALO*BM.  26 


Digitized  by 


Google 


402  COURS  D'ALGÈBRE 

On  aura  ainsi  à  considérer  la  suite 

Il  s'agit  d'établir  que  les  propriétés  des  fonctions  de  Sturm 
subsistent. 
On  a 

A^_â  ^=  A/>— 1  W/h-  î  —  *  «  î 

on  voit  ainsi  que  si  Xp_t  est  nulle  pour  x  —  x0,  X,_,  et  YZ  ont  des 
valeurs  de  signes  contraires,  donc  il  en  est  de  même  de  Xj,-,  et  Y. 
Les  autres  vérifications  n'offrent  aucune  difficulté. 

4°  Supposons  enfin  que  «  et  p  soient  racines  de  l'équation  f{x)  =  0, 
et  proposons-nous  de  trouver  le  nombre  N  des  racines  réelles  de 
l'équation  proposée  qui  sont  comprises  entre  «  et  |3  (sans  compter 
oc  ni  f).  Pour  cela,  A  désignant  un  nombre  positif  tel  que  l'équation 
n'ait  aucune  racine  entre  a  et  «  +  A,  ni  aucune  racine  entre  ]5  —  A 
et  /S,  et  supposant  d'ailleurs 

«+A<|3-A, 
on  a 

N  =  t>«_A  —  Vfi-h] 

mais  de  x  =  a  à  x  =  a  -f-  A,  X  et  X4  Gnt  le  même  signe,  tandis  que 
de  x  =  ^  —  A  à  x  =  |3,  X  et  Xâ  ont  des  signes  contraires,  donc, 

tfa_A  =  t),  et  t^  =  t>?  +  *  e^  Par  suite 

N  =  t>«  —  Vfi  —  1. 

On  voit  de  même  que  si  f  (a)  =  0  et  /  (p)  ^  0, 

N  =  t>.  —  vPl 

etsi/-(«)^0,    /tf)  =  0, 

N  =  t>*  — 1>?—  1. 

682.  Cas  où  l'équation  /  {x)  =  0  a  des  racines  multiples. 

—  Si  l'équation  X  =  0  a  des  racines  multiples,  X  et  sa  dérivée  X, 
ont  un  plus  grand  commun  diviseur.  Si  nous  procédons  comme 
dans  le  premier  cas,  nous  obtiendrons,  en  changeant  dans  chaque 
division  le  signe  du  reste  obtenu,  des  identités  pareilles  aux  iden- 
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tités  (1)  ;  il  n'y  aura  de  changé  que  ceci  :  on  arrivera  à  un  reste  X„+t 
identique  à  zéro,  de  sorte  que  X«  sera  le  plus  grand  commun  divi- 
seur de  X  et  X,-  On  obtiendra  donc  une  suite  de  polynômes 

A,    X1T   \i9 Afi-j  X«  (o) 

à  laquelle  on  ne  pourrait  appliquer  les  raisonnements  qu'on  a  faits 
dans  le  premier  cas  que  si  l'équation  X  =  0  n'avait  que  des  racines 
simples  entre  *  et  p. 

Or,  si  nous  divisons  tous  les  polynômes  de  la  suite  (3)  par  le 
polynôme  X»,  qui  est  un  diviseur  de  chacun  des  polynômes  de  la 

X 

suite,  et  si  nous  posons  Y,,  =  ~,  nous  obtiendrons  une  nouvelle 

An 

suite 

Y.Y^Y,, Yu_à,  1  (4) 

qui  jouit  de  toutes  les  propriétés  des  fonctions  de  Sturm. 

En  effet,  il  n'y  a  évidemment  à  vérifier  que  les  trois  dernières. 
Or,  l'identité 

Aj>-i  =  X?J  Klj,       X^ 
donne,  en  divisant  les  deux  membres  par  Xrt  : 

Y,-!  =  Y/,  Qp  —  Yp-i-p 

ce  qui  permet  d'établir  la  3°  et  la  4e  propriété  ;  enfin  la  dernière  se 
déduit  de  l'identité 

L  =  Xj 

Y  ~~  X* 

On  aura  donc  le  nombre  de  racines  réelles,  distinctes,  de  l'équa- 
tion f{x)  =  0,  qui  sont  comprises  entre  «  et  |3,  en  calculant  le 
nombre  de  variations  perdues  par  la  suite  (4)  quand  x  croit  de 
«  à  p.  Mais  il  est  inutile  de  former  la  suite  (4),  car  si  X„  est  positif 
pour  x  =  a,  les  termes  de  la  suite  (3)  auront  les  mêmes  signes  que 
ceux  de  la  suite  (4)  quand  x  =  «,  et  si  X„  est  négatif  pour  x  =  a, 
tous  les  signes  seront  changés  ;  dans  les  deux  cas  les  nombres  de 
variations  présentées  par  les  deux  suites  sont  les  mêmes  ;  on  peut 
faire  la  même  remarque  pour  £,  donc  on  a  toujours 

N  =  w«  —  vh 

t>«  et  i>?  étant  relatifs  à  la  suite  (3). 
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Il  convient  de  ne  pas  oublier  que  X  désigne  alors  le  nombre  de 
racines  distinctes  comprises  entre  «  et  p.  Si,  par  exemple,  dans 
cet  intervalle,  l'équation  a  une  racine  double  a  et  une  racine 
triple  6,  on  aura  N  =  2. 

683.  Application. —  Trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  qu'une  équation  algébrique  ait  toutes  ses  racines  réelles  et  inégaies. 

Soit  f[x)  =  0  une  équation  de  degré  m;  pour  que  cette  équation 
ait  toutes  ses  racines  réelles,  il  faut  et  il  suffit  que  la  suite  de  Sturm 
perde  m  variations  quand  on  substitue  successivement  —  oo   et 

+  00. 

Le  polynôme  X  =  f(x)  étant  du  degré  m,  et  sa  dérivée  Xt  du 
degré  m  —  1,  Xa  sera  au  plus  de  degré  m  —  27  et  ainsi  de  suite  : 
donc,  la  suite  se  composera  au  plus  de  m  +  1  termes,  de  sorte  que 
pour  x  —  —  oo,  le  nombre  de  variations  sera  au  plus  égal  à  m.  On 
voit  donc  déjà  que  la  suite  de  Sturm  doit  être  complète  et  ne  doit 
présenter  que  des  variations  pour  x  = — oo,  et  que  des  permanences 
pour  x  =  +  <».  Mais  pour  x  =  +  oo,  un  polynôme  ordonné  suivant 
les  puissances  décroissantes  a  le  même  signe  que  le  coefficient  de 
son  premier  terme;  donc  les  coefficients  des  premiers  termes  des 
polynômes  de  la  suite  doivent  avoir  les  mêmes  signes.  Ces  condi- 
tions sont  nécessaires  ;  je  dis  qu'elles  sont  suffisantes,  c'est-à-dire 
que  si  la  suite  de  Sturm  est  complète  et  si  les  coefficients  des  pre- 
miers termes  de  chacun  des  polynômes  de  la  suite  ont  tous  le  même 
signe,  l'équation  proposée  aura  toutes  ses  racines  réelles  et 
inégales. 

En  effet,  puisque  Ton  substitue  —  oo  et  +  oo,  on  peut  se  borner  à 
considérer  le  premier  terme  de  chaque  polynôme;  mais  les  coeffi- 
cients ont  tous  le  même  signe;  on  peut  donc,  puisque,  en  outre, 
la  suite  est  complète,  remplacer  la  suite  de  Sturm  par  la  suivante  : 

xm,  x™-1,  x"1-*,  X,  1. 

Or,  cette  suite  perd  manifestement  m  variations    quand  on  y 
substitue  —  oo  puis  +  oo. 

Si  Ton  remarque  que  le  coefficient  de  xm  dans  X,  et  celui  de 
xm~l  dans  Xt  ont  le  même  signe,  on  aura  à  écrire  m  —  1  inégalités 
pour  exprimer  qu'une  équation  de.  degré  m  a  toutes  ses  racines 
réelles  et  inégales. 

684.  Exemple.  —  Soit 

X  =  ax*  +  3to»  +  Zcx  +  d  ; 
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on  trouve 


v  2(6*  —  ac)x  +  bc  —  ad 

X,  = - 


X,  =  ax*  -f  Mx  -f  c 
t>*  —  ac)x  +  l 
a 

x  _      a(bc  —  arf)«  —  Ab (bc  —  fiel)  (b*  —  ac)  -f  Ac(b*  —  ac)* 
*'~~  (b*-ac,* 

On  a  pris  pour  X,  la  dérivée  de  X  divisée  par  3. 

Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  l'équation  proposée  ait  ses  trois 
racines  réelles  et  inégales  sont  les  suivantes,  a  étant  supposé  différent  de  zéro  : 

b*  —  ac  >  0, 
et 

a*  {bc  —  ad)1  —  iab  (bc  —  ad)  (b*  —  ac)  +  lac  (b*  —  ac)*  <  0. 

Puisque  les  coefficients  des  premiers  termes  doivent  avoir  le  signe  de  a.  On  a 
ainsi  deux  conditions  qui  se  ramènent  à  une  seule,  car  la  seconde  inégalité  peut 
être  mise  sous  la  forme  : 

[a  (bc  —ad)  —  Zb  (b*  —  ac)}  —  4  (b*  —  ac)*  <  0  ; 

cette  dernière  condition  exige  évidemment  que  b*  —  ac  soit  positif. 
Remarque.  —  On  a  identiquement  : 

a*  (bc  —  ad)*  —  àab(bc  —  ad)  (b*  —  ac)  -f  Aac(b*  —  ac)* 
=  a*  [(ad  —  bc)*  —  4(ac  —  b*)(bd  —  c*)]. 

On  trouve  donc  la  même  condition  qu'en  appliquant  le  théorème  de  Rolle. 

685.  Généralisation  dn  théorème  de  Stnrm.  —  Soit  X 
une  fonction  continue  de  x;  supposons  que  par  un  moyen  quel- 
conque on  puisse  former  une  suite  de  Sturni  commençant  par  X, 

ces  fonctions  jouissant  de  toutes  les  propriétés  des  fonctions  de 
Sturm  ;  on  peut  lui  appliquer  le  raisonnement  que  nous  avons 
fait  dans  le  cas  où  X  est  un  polynôme  entier,  et  par  conséquent  le 
nombre  N  de  racines  réelles  de  l'équation  X  =  0,  comprises  entre 
«  et  P,  sera  encore  égal  à  la  différence  t>*  —  v?,  c'est-à-dire  au 
nombre  des  variations  perdues  par  la  suite,  quand  on  y  fait  x  =  « 
puis  x  =/5,  «  étant  supposé  plus  petit  que  p. 
Supposons  maintenant  que  la  suite   (1)  satisfasse  aux  quatre 

X 

premières  propriétés  seulement,  mais  que  le  rapport  -^  passe  du 

A. 

signe  +  au  signe  —,  c'est-à-dire  éprouve  une  variation  descen- 
dante quand  x  atteint  et  dépasse  une  racine  de  l'équation  X  =  0. 
Alors  il  n'y  aura  qu'à  modifier  légèrement  le  raisonnement  du 
numéro 680;  chaque  fois  que  x  traverse,  en  croissant,  une  racine  de 
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l'équation  X  =  0,  la  suite  gagne  une  variation,  elle  n'en  gagne 
que  dans  ce  cas,  et  n'en  perd  jamais;  donc  on  a 

N  =  iv—  r«       («<j3); 

le  nombre  des  racines  réelles  comprises  entre  «  et  p  est  alors  égal 
au  nombre  de  variations  gagnées  par  la  suite,  quand  on  substitue  « 
puis  |3. 

Enfin,  supposons  que  Ton  ne  sache  rien  de  ce  qui  se  passe 
quand  x  atteint  et  dépasse  une  racine  de  l'équation  X  =  0.  Soit  N 
le  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation  X  =  0,  qui  sont  com- 
prises entre  «  et  p  («  <  j3),  et  qui  correspondent  à  une  variation 

ascendante  du  rapport  -^  ;  soit  N'  le  nombre  des  racines  réelles 

A. 

comprises  entre  «  et  p  et  correspondant  à  une  variation  descendante 

X 

du  même  rapport  -^,  enfin  soit  N"  le  nombre  des  racines  corn- 

A. 

prises  entre  «et  p  et  telles  que  le  rapport  — *  ne  change  pas  de  signe 

A 

quand  x  atteint  et  dépasse  Tune  de  ces  racines.  Il  résulte  de  ce  qui 
précède  que  si  x  croit  de  a  à  p,  la  suite  perdra  N  variations  et  en 
gagnera  N',  de  sorte  que  si  N  est  plus  grand  que  N\  r«  sera  plus 
grand  que  v?1  et  Ton  aura 

N  —  N'  =  r«  —  V}. 

Si  N  est  plus  petit  que  N\  on  aura 

N'  —  N  —  »?  —  t>«, 

et  si  N  =  N',  on  aura 

N  —  N'  =  tv  —  v>  =  0. 

On  peut  écrire  dans  tous  les  cas 

N  —  N'  =  i>«  —  vh 

Or,  N  +  N'  +  N"  est  au  moins  égal  à   |   N  —  N'  |  ,  par  suite 

N  +  N'  +  N*  >  |  t>«  —  vp  |  . 

Le  nombre  de  racines  réelles  comprises  entre  a  et  p  est  alors  au 
moins  égal  à  la  valeur  absolue  de  la  différence  t>«  —  vh  c'est-à-dire 
à  la  perte  ou  au  jraûi  de  variations  de  la  suite  (1). 
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Cas  particulier.  —  X  est  un  polynôme  de  degré  m  ;  on  a  formé 
une  suite  de  Sturm  satisfaisant  aux  quatre  premières  conditions, 

X 

mais  on  ne  sait  rien  concernant  le  rapport  ^  ;  si  la  suite  perd  m 

A 

variations,  quand  x  varie  de  a  à  p  (a  <  |3),  l'équation  X  =  0  a  au 
moins  m  racines  réelles;  or,  elle  est  du  degré  m,  donc  toutes  ses 
racines  sont  réelles  et  comprises  entre  «  et  |3,  et  de  plus,  quand  x 

X 

atteint  et  dépasse  l'une  quelconque  de  ces  racines,  -^  éprouve  une 

A. 

variation  ascendante.  Si  au  contraire  la  suite  a  gagné  m  variations, 
on  voit  de  même  que  toutes  les  racines  sont  réelles  et  correspondent 

X 

chacune  à  une  variation  descendante  de  ■==-*. 

A. 

686.  Corollaire.  —  X  étant  un  polynôme  entier  de  degré  m,  si 
Véquation  X  =  0  a  toutes  ses  racines  réelles  et  inégales,  il  en  est  de 
même  de  l'équation  X^^O;  les  racines  de  Véquation  \p  =  0  sont 
séparées  par  celtes  de  X,,_i  =  0,  Xp  et  \p_i  désignant  deux  polynômes 
consécutifs  quelconques  de  la  suite  de  Sturm;  enfin  lorsque  x  croît  de 
—  oo  à  -f-  oo,  les  variations  de  la  suite  se  déplacent  de  droite  à  gauche. 

Nous  supposons  qu'on  ait  formé  la  suite  de  Sturm  fournie  par  le 
procédé  indiqué  au  n°  679.  Puisque  X  =  0  a  toutes  ses  racines 
réelles  et  inégales,  la  suite  est  complète  et  les  coefficients  de  tous 
les  premiers  termes  ont  le  même  signe.  DoncX,,est  de  degré  m—p, 
et  la  suite 


Xi,  Xi 


*  AiH-i  '■ 


qui  satisfait  aux  quatre  premières  propriétés,  perd  m  —  p  varia- 
tions quand  x  varie  de  —  oo  à  +  °°  ;  donc,  puisque  X,,  est  pré- 
cisément de  degré  m  —  p,  l'équation  Xj,  =  0  a  toutes  ses  racines 

\ 
réelles  et  inégales  et  le  rapport  =r-2-  passe  du  signe  —  au  signe  +> 

Vfi 
chaque  fois  que  x  atteint  et  dépasse  une  racine  de  l'équation  \p=  0. 
Il  en  résulte  que  X^i  joue  à  l'égard  de  X,  le  même  rôle  que  sa 
dérivée,  d'où  Ton  conclut  que  les  racines  de  l'équation  X^=0  sépa- 
rent celles  de  X^t  =  0,  qui  sont  également  réelles  et  inégales 
en  vertu  du  même  raisonnement;  on  voit  de  même  que  les 
racines  de  X^4  ==  0  sont  toutes  réelles  et  inégales  et  séparent 
celles  de  Xp  =  0. 

Enfin,  soit  a  une  racine  réelle  de  l'équation  X*  =  0;  détermi- 
nons un  nombre  positif  A,  tel  que  les  équations  X,_i  =  0,  \p  =  0, 
X;)+i  =  0  n'aient  aucune  racine  dans  chacun  des  deux  intervalles 
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(a  —  A,  a)  et  (a,  a  -f  h)  ;  nous  pouvons  former  le  tableau  suivant 


X 

Xp_i 

x, 

a  — h 

+ 

+ 

a 

+ 

0 

+  • 

— 

a  +  h 

VB 


dans  lequel  nous  inscrivons  le  signe  de  chacun  des  trois  poly- 
nômes Xp-\,  Xp,  Xp+i  pour  une  valeur  de  x  comprise  entre  a  —  h 
et  a,  et  pour  une  valeur  comprise  entre  a  et  a  +  h. 
Quand  x  atteint  et  dépasse  a,  Xp  s'annule  en  changeant  de  signe; 

supposons  que  Xp  passe  du  signe  -f  au  signe  —  ;  le  rapport  -^-, 

devant  passer  du  signe  —  au  signe  +>  1*  fonction  X^i  aura  le 
signe  —  de  a  —  h  à  a  +  h;  en  particulier,  pour  x  =  a  elle  est 
négative  ;  mais  X^  étant  nul  pour  x  =  a,  Xj,_i  et  X^i  doivent  avoir 
pour  x  =  a  des  signes  contraires;  doncXp_f  est  positif  dans  l'inter- 
valle de  a  —  h  k  a-\-  h;  on  voit  donc  que' si  x  passe  de  a  —  A  à 
a  +  h,  la  variation  qui  était  entre  X,  et  X^+i  se  déplace  et  vient  se 
former  entre  Xj_i  et  Xp  ;  elle  se  déplace  de  droite  à  gaucke.  On 
ferait  un  raisonnement  identique  si  X^  passait  du  signe  —  au 
signe  +. 

687.  Cas  où  tontes  les  racines  de  l'équation  algébrique 
f(x)  =  0  sont  réelles.  —  Nous  avons  déjà  vu  que  dans  ce  cas  la 
suite  des  dérivées  peut  remplacer  les  fonctions  de  Sturm.  On  peut 
le  vérifier  directement. 

Le  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation  f{x)  =  0,  qui  sont 
supérieures  à  a,  est  évidemment  le  même  que  le  nombre  des 
racines  positives  de  l'équation  f(a  +  x)  =  0.  Cette  dernière  peut 
s'écrire  : 

/w+^n«)  +  prw  + +£j/w(«)=o. 

Or,  si  l'équation  f(x)  =  0  a  toutes  ses  racines  réelles,  il  en  est  de 
même  de  l'équation  f  («  -f-  x)  =  0,  dont  les  racines  sont  égales  à 
celles  de  la  proposée  diminuées  de  «.  Donc,  en  vertu  du  théo- 
rème de  Descartes,  appliqué  à  une  équation  ayant  toutes  ses  ra- 
cines réelles,  le  nombre  des  racines  positives  de  la  seconde  équa- 
tion est  égal  au  nombre  de  variations  du  premier  membre  de 
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cette  équation,  mais  ce  nombre  de  variations  est  le  même  que  celui 
de  la  suite 

/»./»,/•"(*)•.••       r-  (*)  fim)(*),  (») 

pour  X  =  a. 

On  verra  de  la  même  manière  que  le  nombre  des  racines  réelles 
de  l'équation  f(x)  =  0  qui  sont  supérieures  à  ]3,  est  égal  au 
nombre  de  variations  que  présente  la  même  suite  (1)  pour  x  =  p; 
par  suite,  si  «  est  inférieur  à  £,  le  nombre  des  racines  réelles  de 
f(x)  =  0,  comprises  entre  a  et  p,  est  égal  au  nombre  des  variations 
perdues  par  la  suite  (1)  quand  x  prend  successivement  les  valeurs 
«  et/S. 

Au  surplus,  on  peut  prouver  que,  dans  le  cas  présent,  la  suite  (1) 
est  une  suite  de  Sturm. 

Il  est  évident  qu'il  n'y  a  que  deux  propriétés  des  fonctions  de 
Sturm  à  vérifier,  qui  sont  les  suivantes  :  1°  deux  dérivées  consécu- 
tives f*-1  (x),  fp[x)  ne  peuvent  être  nulles  pour  une  même  valeur 
a  de  x,  à  moins  que  cette  valeur  de  x  n'annule  la  suite 

f(*),n*).rw rp)w> 

et  2°  si  f{*>  (a)  =  0,  f{p~i]  (a)  et  f(p)  (a)  ont  des  signes  contraires,  en 
faisant  la  même  réserve  que  dans  le  premier  cas. 
Effectivement,  si  l'on  avait 


p-*{a)¥>0,P^(a)=0,f>{a)  =  0, 


l'équation 


r2  rp— 2  Xl*+l 

aurait  une  lacune  de  deux  termes  ;  elle  aurait  donc  des  racines 
imaginaires,  et  par  suite  Téquation  proposée  en  aurait  également. 

On  voit  de  même  que  si  Ton  suppose  />  (a)  =  0,  il  faut  que 
f*~~l  (a)  et  />*-*  (a)  aient  des  signes  contraires,  sans  quoi  l'équa- 
tion (2)  aurait  une  lacune  d'un  terme  entre  deux  termes  de  même 
signe,  etc. 

Enfin  quand  x  traverse,  en  croissant,  une  racine  a  de  l'équation 
f(x)  =  0,  la  suite  (1)  perd  p  variations,  p  étant  Tordre  de  multi- 
plicité de  la  racine  a;  donc  si  t>«  et  v?  désignent  les  nombres  de 
variations  de  la  suite  (1)  pour  x  =  a  et  pour  x  =  P,  et  si  N  désigne 
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le  nombre  des  racines  réelles  de  f(x)=0,  comprises  entre  a  et  p, 
mais  chacune  étant  comptée  avec  son  degré  de  multiplicité,  on  a 

N  =  t>«  —  v?, 
a  étant  supposé  inférieur  k  p. 

EXERCICES. 

1.  Si  le  produit  f(x)  {x  —  a),  a  étant  positif  et  f(x)  désignant  un  polynôme  entier 
en  x,  présente  un  nombre  de  variations  égal  àr4-2A  +  l,p  étant  le  nombre  de 
variations  de  f{x).  l'équation  f(x)=  0  a  au  moins  2  k  racines  imaginaires. 

—  On  remarquera  que  le  nombre  des  racines  positives  est  au  plus  égal  à  r  et  celui 
des  racines  négatives  au  plus  égal  à  m  -fi—  (0  +  2  A  +  i)  ou  m  —  v  —  2  A. 

2.  Trouver,  à  l'aide  du  théorème  de  Descartes,  une  limite  supérieure  du  nombre 
des  racines  réelles  de  l'équation  f  {x)  =  0,  comprises  entre  a  et  6. 

—  On  fait  la  substitution 


'       *  —  b 

(Jacobi.) 

3.  Si  une  équation  f(x)  =  0,  de  degré  m  et  pourvue  d'un  terme  constant,  a  un 
nombre  de  termes  égal  à  q%  le  nombre  total  des  racines  réelles  de  cette  équation  est 
au  plus  2  (q  —  i)  si  m  est  pair  et  2  q  —  3  si  m  est  impair. 

4.  Si  Ton  multiplie  f(x)  par  x  -f  a,  a  étant  positif,  le  nombre  des  variations  peut 
rester  le  même  ou  diminuer  ;  dans  ce  cas  il  diminue  d'un  nombre  pair. 

5.  Si  f(x)  (x  +  a)  a  2  k  variations  de  moins  que  f(x),  l'équation  /'(ar)  =  0a  au 
moins  2  k  racines  imaginaires. 

6.  Si  quatre  coefficients  consécutifs  de  l'équation  f(x)=0  sont  en  progression 
arithmétique,  cette  équation  a  nécessairement  des  racines  imaginaires. 

—  On  remarque  que  le  produit  f{x)  (x*  —  2x  -f-  i)  aura  une  lacune  de  deux 
termes. 

(Énoncé  par  M.  Ch.  Hermite,  élève  de  mathématiques  spéciales  au  lycée  Louis- 
le-Grand,  dans  sa  composition  du  concours  général  en  1842.) 

7.  Si  l'équation 

A*m  +  ....,  +  tort  +  Ex*-1  +Fxp-*+Gx*-*+ =0 

a  toutes  ses  racines  réelles,  on  a 

(DG— EF)«  —  4  (E1  -  DF)(F«  —  EG)<0. 


(E.  Catalan.} 

—  On  multiplie  f[x)  par  (x  —  a)  (#—  b)et  l'on  détermine  a  et  b  de  manière  à  faire 
disparaître  deux  termes  consécutifs.  L'équation  qui  donne  a  et  6  doit  avoir  ses 
racines  imaginaires. 

8.  Si  l'équation 

A.ar+A.a^-^  Ai4T-I+  ...  +  A,+l  xm~»+l  +  Apxm-*  +  A^J^^...^ 

a  toutes  ses  racines  réelles,  on  a 

Ap  —  Ap_,.  Aj^i  >  0. 

(l'abbé  DE  Gua.) 
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!  2n  n  ! 


''">  - 


Xn  «  r  M. 


Montrer,  en  appliquant  le  théorème  de  Rolle.  que  l'équation  Xn  =  0  a  toutes  ses 
racines  réelles,  inégales,  et  comprises  entre  —  i  et  +  1. 

10.  Démontrer  la  même  proposition  en  s'appuyant  sur  le  théorème  de  Sturm. 

—  On  se  servira  de  l'identité 

pXp—  (2p  —  i)*Xp_i+  (p  —  l)Xr-î  ==  0. 

11.  Si  une  l'onction  f  (x)  s'annule  para:  =a,  à,  c,  ...  /,  on  a 

r{x)=  ^i    (*--«)(*-6) (*-o. 

|  étant  compris  entre  le  plus  grand  et  le  plus  petit  des  nombres  a,  6,  c,..,  /  et  *■  et 
n  désignant  le  nombre  des  quantités  a,  b,  ...  I. 

—  On  pose 

U  —  fl)(*  —  6)..,  (a:—  /) 

et  Ton  considère  la  fonction 

fW_A(s-a)(3-6) (s-f) 

qui  est  nulle  pour  n  -f  1  valeurs  de  z,  soit  z  =  x,  z  =  a,  z  =  b,  ., . ..  s=  /. 

On  en  conclut  que  sa  dérivée  n*  s'annule  pour  un  nombre  %  moyen  entre  x  et 

o,  b,  c, /. 

12.  L'équation  f  {x)  =  0  a  toutes  ses  racines  réelles  et  inégales.  Si  n  et  b  sont 
deux  racines  consécutives,  f  {x)  s'annule  par  a  compris  entre  a  et  b.  Prouver  que  a 
est  compris  entre 

6  —a  ,       b  —  a 

a  +    et    b , 

m  m 

m  étant  le  degré  de  f(x). 

(Laguerre.) 

13.  Déduire  le  théorème  de  Descartes  du  théorème  de  Rolle. 

On  suppose  le  théorème  vrai  pour  une  équation  du  degré  m  —  1 ,  et  on  en  con- 
clut qu'il  est  vrai  pour  une  équation  du  degré  m.  Si  f{x)  a  un  nombre  de  variations 
égal  à  t>,  f  (x)  en  a  v  ou  v  —  1.  Dans  le  second  cas  f  (x)  a  au  plus  v  —  1  racines  posi- 
tives, donc  f(x)  en  a  au  plus  v.  Dans  le  premier  cas  on  remarquera  que  les 
nombres  de  racines  positives  de  f{x)  et  de  f(x)  sont  de  même  parité. 

14.  L'équation  F  (x)  =  0  a  au  plus  une  racine  positive  de  plus  que  l'équation 

*F(x)  — aF(*)  =  0. 

—  On  applique  le  théorème  de  Rolle  à  l'équation  a?"""  F  (a?)  =  0. 
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15.  Déduire  le  théorème  de  Descartes  du  théorème  de  Rolle  en  faisant  voir  que  si 
le  théorème  est  vrai  quand  f[x)  présente  v  —  i  variations,  il  est  vrai  quand  f(x)  en 
présente  v. 

Soit  F(:r)  =  AxP  +  +  M xr  -f  Nx*  -f  +  R.   On  prouve  d'abord  que 

l'équation  F  {x)  =  0  a,  au  plus,  une  racine  positive  de  plus  que  l'équation 
i'F'W-  aF(j?)  =  0.  t>n  suppose  M  et  N  de  signes  contraires  et  on  prend  «  entre 
r  et  8  ;  les  coefficients  de  x  F'(x)  —  a  F  (x)  sont 

A(p  -  a), M(r  —  a),    N  [s  -  a), —  Ra 

de  sorte  que  si  F  (x)  présente  v  variations,  xV(r)  —  a  F{x)  en  présente  o  —  1,  etc. 

(Laguerre.) 

16.  Soit  a  un  nombre  réel.  L'équation 

/(*) +«/•(*)  =  0 

a  au  moins  autant  de  racines  réelles  que  l'équation  f{x)  =  0. 

17.  L'équation 

/•(*)  +  «/(*)  -f  ft«/"M  + +ûTW  =  0 

a  au  plus  autant  de  racines  réelles  que  f(x)  =  0. 

(Hermite.) 

18.  Si  l'équation  f[x)  =  0  a  toutes  ses  racines  réelles,  il  en  est  de  même  de  celle-ci  : 

«fl'J  +  VW +«/»'(*)  + =  0; 

les  constantes  a,  6,  c, étant  telles  que  l'équation 

a  -j-ôx-f  C2*  -f =0 

n'ait  que  des  racines  réelles. 

(Hermite.) 

19.  Supposons  toujours  que 

a  ■+■  bx  -f  ex1  -h =  0 


ait  toutes  ses  racines  réelles  ;  on  pose 

i 


a  -f  bx  -+-  ex*  -f  , 


=  A  -f  Bx  +  Cx«  +  . 


cela  étant,  si  l'équation  f{x)  =  0  a  toutes  ses  racines  imaginaires,  il  en  est  de  même 
de 


aa*)  +  bh#)  +  en*)  + =  0. 


20.  L'équation 


X        xx 


1.2... n 


=  0 


(Hermite.) 


ne  peut  avoir  deux  racines  réelles. 


(Sylvester.) 
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21.  L'équation 

1  +  <lx  +  «Jî+ils.+ +  «(<H-i).--(«  +  »-V=0 

ne  peut  avoir  deux  racines  réelles  si  a  est  positif  ou  si  a  <  —  n. 

(Stlv  ESTER.) 

22.  On  pose 

,-rél7»=P^  Pia  +  P,«'+ Pna"  + 

1  -f-zax  -f*  a1  " 


P0,  Pi, Pn, étant  des  polynômes  entiers  en  x.  Montrer  que  l'équation 

P  =  0  a  toute  ses  racines  réelles. 

23.  On  pose 

«  +  !=,     V,M  =  *'+1; 

montrer  que  l'équation  Vp(z)  =  0  a  toutes  ses  racines  réelles  et  comprises  entrée 
et— 2. 

24.  Montrer  que  l'équation 

Vi  +  V,+ +  v;>  =  o 

a  toutes  ses  racines  réelles. 

25.  Appliquer  le  théorème  de  Sturm  à  l'équation  bicarrée. 

26.  Appliquer  le  théorème  de  Sturm  à  l'équation  xm  -f-  px  4-  q  =  0. 

27.  Xn  désignant  un  polynôme  de  Legendre,  l'équation 

n(n+l)X^-(l-^)(X,ll)î  =  0 

a  toutes  ses  racines  réelles,  inégales  et  comprises  entre  —  1  et  -f  1. 

(Hermite.) 

28.  Si  l'on  pose 

/LW  =  l  +  (Ç)\.+  (=^),..  +  ....    +*»•: 

1«  les  équations      /i  (x)  =  0,/,  {x)  =  0, fm  (x)  =  0      ont  toutes  leurs  racines 

réelles  et  inégales  ;  2°  les  racines  de  f  {x)  =  0  séparent  celles  de  /L,  t  {x)  =  0. 

(H.  Laurent.) 

29.  On  développe  suivant  les  puissances  de  X  l'expression 

ex  (1  -f-  x)  —  e""*  (1  —  x) 
cx  (1  +  x)  +  e~x  (i  —  x)7 

le  coefficient  de  X*  est  un  polynôme  Ln  du  ne  degré  en  ar,  contenants*  —  1  en  facteur. 

Ln 
Démontrer  que  l'équation  -- — 7  =  0  a  toutes  ses  racines  réelles,   inégales  et 
x*  —  1 

comprises  entre  —  1  et  -f  1. 

(Hermite.) 
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30.  L'équation  /*(#)  =  Oa  toutes  ses  racines  réelles  et  inégales;  on  élimine  x 
entre  les  équations 

/'(x)=rO,      »-/(*)rW  =  0: 

prouver  que  l'équation  obtenue  ç  (y)  =  0  a  tous  ses  termes  de  même  signe,  et 
réciproquement. 

31.  Appliquer  le  théorème  de  Rolle  à  l'équation 

16**  —  20x»  -f  5*  —  6  =  0      (—  1  <  6<1). 

32.  Appliquer  le  théorème  de  Sturm  à  la  même  équation. 

33.  On  forme  la  suite  de  Sturm  relative  à  /"(x)  et  à  sa  dérivée.  Si  l'équation 
X  =  0  a  2q  racines  imaginaires,  l'équation  f(x)=0  a  au  moins  9q  racines  ima- 
ginaires. 

(G.  Darboux.) 

34.  Former  la  suite  de  Sturm  pour  l'équation  que  donne  tg  -,  connaissant  tg  a. 

P 
'  35.  Soit  f  (x)  =  0  une  équation  de  degré  m  et  soient  a,  p,  ...  X  les  racines  de  la 
dérivée  supposées  réelles  et  inégales.  Pour  exprimer  que  /  [x)  =  o  a  toutes  ses 
racines  réelles  et  inégales,  on  peut  écrire  les  conditions 

/•(-«>)/»  <0,       /'(PI/'CyXO, 

ou 

/•(«)  rm  <o,    /,(t)/,w<o ,etc. 

Examiner  les  cas  de  m  pair  ou  m  impair,  escompter  combien  on  obtient  ainsi  de 
conditions. 
36.  Soient 

X  =  *m+...,     Xl  =  mx—1+...,      X^p,*"-1* Xm=/>^ 

les  polynômes  de  la  suite  de  Sturm  relative  à  l'équation  X=0;  prouver  que  si  m 
est  pair,  les  inégalités 

/>a>0,     j>4>0, Pm  >0t 

entraînent 

P3>0,     ;>5>0, ,Pm^>0. 

Pareillement,  les  inégalités 

P8>0,     />5>0, Pm_t  >0 

et 

P%P*>0,     p«p6>0 

entraînent 

/>2>0,     />4>0, Pm>0; 

si  m  est  impair  on  obtient  des  résultats  analogues. 
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Appliquer  à  la  recherche  des  conditions  pour  que  X  =0  ait  ses  racines  réelles  et 
inégales. 

37.  Appliquer  le  théorème  de  Roi  le  et   celui  de   Sturm  à   la  discussion   de 
l'équation 

x*  -f  5p  x9  +  5p*  x  -f  q  =  0. 

38.  Appliquer  le  théorème  de  Sturm  à  l'équation 

10  x*  —  5  a?»  —  76**  -f  58  *  —  11  =  0. 

(Exemple  traité  par  Sturm.) 

On  peut  prendre  : 

X,  =  1*31  x1  —  1240  x  +  294 
X,  =  6443876  .r  —  2460539 
X4  =  1065. 

39.  Soient  a,  b,c I  les  m  racines  de  f(r)  =  0. 

On  a  : 

Xi  =  Z  (x  —  b)  {x  —  c)  .   .   .  {x  —  l) 

X,  =  a  3.  (a  —  6)*  (x  —  c)  (.c  —  rf)  .   .  .  {x  -  l) 

X,  =  pZ  (a-6)«(6  —  c)»(c- «)*(*  —  <*)  •  •   •  (*-0 


Xm  =  X  (a  -  6)»  (a  -  c}«  .  .  .  (k  -  /)», 

a  .  p  . . .  X  étant  des  constantes  positives.  Déterminer  ces  constantes. 

(Sylvester.) 

40.  Soient  f(x)  et  ?  (x)  deux  polynômes  entiers  : 

f  [x)  du  degré  n  et  <p  (*)  =  (X  —  x)  f  [x)  +  nf  (x). 

On  forme  avec  f  et  f  une  suite  de  Sturm  en  faisant  les  opérations  du  plus  grand 
commun  diviseur  et  changeant  à  chaque  fois  le  signe  du  reste.  Soient  /*,  ?,  ?,,  ?„... 
les  termes  de  la  suite  obtenue.  Démontrer  que  si  dans  la  suite  /",  «p,  ç,,  9, ,..  on 
substitue  deux  nombres  a  et  p  (a  <  p),  l'excès  du  nombre  des  variations  de  cette 
suite  pour  x  =  a,  sur  le  nombre  des  variations  pour  x  =  p,  est  égal  à  l'excès  du 
nombre  des  racines  de  l'équation  f(x)  =  0,  comprises  entre  a  et  p  et  moindres 
que  X  sur  le  nombre  de  ces  racines  qui  sont  plus  grandes  que  X. 

(H  ERMITE.) 

41.  Le  nombre  de  variations  vm  de  la  suite  de  Sturm  relative  à/(x)  est  égal  au 
nombre  de  racines  réelles  supérieures  à  a,  augmenté  du  nombre  de  racines  ima- 
ginaires. 

(Hkriiite.) 

42.  On  donne 

f(x)=zx*  —  3ar  +  2: 

discuter  l'équation  /"(#)=  0. 

Entre  quelles  limites  doit  être  compris  le  terme  constant  dans  fix)  pour  que 
l'équation  f(x)  =0  ait  toutes  ses  racines  réelles? 
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43.  Discuter  l'équation 

rarctga:  +  jp+  arctga:  —  1  =  0. 
(Fouret,  Examens  de  f  École  polytechnique,  1889.) 

44.  Déterminer  a  et  b  de  manière  que  l'équation 

x*—àax*  +  2bx*  +  l  =  0 

ait  le  plus  grand  nombre  possible  de  racines  réelles. 

(Humbert,  Examens  de  Ï  École  polytechnique,  1888.) 


CHAPITRE  VIII 

RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES.  -  RECHERCHE 
DES  RACINES  COMMENSURABLES 

LIMITES  DES  RACINES 

688.  Définitions.  —  On  dit  qu'un  nombre  positif  L  est  une 
limite  supérieure  des  racines  positives  de  l'équation  f(x)  =  0,  si  L 
est  supérieur  à  la  plus  grande  racine  positive  de  cette  équation. 
Pareillement,  on  appelle  limite  inférieure  des  racines  positives  de 
l'équation  f  (x)  =  0,  tout  nombre  positif  /  inférieur  à  la  plus  petite 
racine  positive.  La  recherche  d'une  limite  inférieure  se  ramène 
immédiatement  à  celle  d'une  limite  supérieure,  car  pour  que  /  soit 
une  limite  inférieure  des  racines  positives  de  l'équation  proposée, 

1 
il  faut  et  il  suffit  que  -  soit  une  limite  supérieure  des  racines  posi- 
tives de  l'équation  /T-)  =  0. 

Si  Ton  satt  déterminer  une  limite  inférieure  t  et  une  limite  supé- 
rieure L'  des  racines  positives  de  l'équation  /*(—  x)  =  0,  toute 
racine  négative  de  l'équation  f  (x)  =  0  sera  comprise  entre  —  L 
et  —  f,  de  sorte  que  — Usera  une  limite  inférieure  et  —  f  une 
limite  supérieure  des  racines  négatives  de  la  proposée.  En  défini- 
tive, tout  se  ramène  à  la  recherche  d'une  limite  supérieure  L 
des  racines  positives  d'une  équation.  Il  est  clair  que  si  le  premier 
terme  de  f(x)  a  un  coefficient  positif,  et  si  en  supposant  x  >  **r 
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le  polynôme  f(x)  est  positif,  x0  sera  une  limite  supérieure  des 
.racines  positives  de  f(x)  =  0. 

689.  Nous  établirons  d'abord  la  proposition  suivante  : 

Soit 

f(x)  =  kxm  +  B^+ +  Gx*  —  (Hxr  +  Kx'  + +  Lxe) 

un  polynôme  entier  en  x  ne  présentant  qu'une  seule  variation,  de  sorte 

que  les  coefficients  A,  B, G,  H,  K, L  soient  tous  positifs,  les 

nombres  m,  p, q,  r,  s, t  étant  des  entiers  décroissants.  Si  pour 

une  valeur  positive  x0  le  polynôme  f  (x)  a  une  valeur  positive,  il  sera 
positif  pour  toute  valeur  a?,  plus  grande  que  x0. 
En  effet,  on  peut  écrire 

nx)=#  [ax"-+bx^+...+g-  (JL  +  _*.  + ...  +  ±.yj 

Supposons  que  x  croisse  à  partir  de  x0,  tous  les  exposants  m  —  q, 
p  —  ?,...?  —  r,  q  —  s,  ...q  —  t  des  deux  parties  dont  se  compose 
l'expression  placée  entre  crochets  étant  positifs,  la  première  croît, 
la  seconde  décroit,  donc  cette  expression  est  croissante;  mais  par 
hypothèse  sa  valeur  initiale  est  positive;  elle  sera  donc  positive 
pour  x  =  xi  si  Ton  suppose  xt  >  x0,  et  il  en  sera  de  même  du 
produit  de  cette  expression  par  x*.  Donc,  on  sait  déjà  que  f  [xt) 
est  positif.  Mais  en  outre  f{x)  est  le  produit  de  deux  facteurs  posi- 
tifs et  croissants  quand  x  est  supérieur  à  x0,  donc  f  (x)  va  en  crois- 
sant depuis  f(xù)  jusqu'à  +  oo,  quand  x  croit  de  x0  à  +  oc. 

D'ailleurs  si  h  est  un  nombre  positif  suffisamment  petit, 
l'inégalité 

/>o)>0 

entraine  celle-ci  : 

.      f(xQ-h)>0; 

par  conséquent  le  polynôme  f{x)  est  croissant  et  positif  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  supérieures  à  x0  —  h. 

Or,  la  dérivée  f  (x)  est  composée  évidemment  de  la  même 
manière  que  /(x);  le  polynôme  étant  croissant  dans  l'intervalle 
de  x0  —  h  à  +  oo,  dans  le  même  intervalle  la  dérivée  f  (x)  n'est 
jamais  négative,  donc 

n*Q-A)>0; 

et  comme  cette  dérivée  est  elle-même  croissante,  on  a 

r  M  >  0. 

H.   —  ».  XIEWEMIjOWgKI.    ALOÉDBK.  27 
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Donc,  si  pour  pour  x  =  ar0,  on  a 

/>o)>0, 

on  peut  affirmer  que  pour  la  même  valeur  x0  et  pour  toutes  les 
valeurs  supérieures,  le  polynôme  f(x)  et  toutes  ses  dérivées  seront 
positifs. 


RECHERCHE  DUNE  LIMITE  SUPÉRIEURE  DES  RACINES  POSITIVES 
D'UNE  ÉQUATION 

690.  Méthode  de  Mac-Laurin. 

Soit 

A0  afn  +  A,  irm-J  -f +  À*  =  0 

une  équation  algébrique  dont  le  coefficient  A0  du  terme  de  degré  le 
plus  élevé  est  supposé  positif  Si  N  est  la  plus  grande  valeur  absolue 
des  coefficients  négatifs, 

est  une  limite  supéineure  des  racines  positives  de  l'équation  proposée. 
Écrivons  le  premier  membre  f(x)  de  l'équation  donnée  sous  cette 
forme  : 

+  [(A,  +  N)  xm-  *  +  (À,  +  N)  xm~*  + +  (A-  +  N)l- 

Chacune  des  sommes 

À,  +  N,    At  +  N A«  +  N 

est  positive  ou  nulle,  par  suite  le  polynôme  renfermé  danslesecon 
crochet  n'est  jamais  négatif  pour  aucune  valeur  positive  de  x.  Le 
polynôme  renfermé  dans  le  premier  crochet  a  pour  expression  : 

xm—l 


x —  1 


ou 


(*.-^)'+.4r 
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Si  l'on  suppose  x  —  1  >  0,  cette  expression  sera  positive  si  x 
vérifie  l'inégalité 

_N_ 
x  —  i 


Ao-r — 1>0; 


ou,  puisque  x  —  l  est  supposé  positif,  si  l'on  a 

Si  cette  inégalité  est  vérifiée,  le  polynôme  f(x)  sera  positif,  donc 

l'équation  proposée   n'a    aucune  racine  positive  supérieure  ou 

N 
égale  à  1  +  y  •  Ce  dernier  nombre  est  donc  une  limite  supérieure 

0 
des  racines  positives  de  l'équation  proposée. 

691.  Perfectionnement  de  Lagrange.  —  En  supposant  tou- 
jours A0>  0,  soit  m  —  r  le  degré  du  premier  terme  affecté  d'un  coeffi- 
cient négatif,  et  soit  N  la  plus  grande  des  valeurs  absolues  des 
coefficients  négatifs. 

•+V7! 

est  une  limite  supérieure  des  racines  de  V équation  proposée. 
Nous  écrirons 

f(x)=A0xm-~N(xm-r-\-xm-r-i+ -|-1) 

+  [Ala?«-1  +  Ajrxw-8+ +Ar-1tf'*-r+1] 

+[(Ar+N)^-+(Ar+1+N)o?— »  + +(AM+N)]. 

On  voit  comme  plus  haut  que  f  (x)  sera  positif  si  Ton  a 

A0xm  —  N  {xm-r  +  x"1-*-1  + + 1)  >0 

ou 

0  x—\        X-—1 

Considérons  les  inégalités  suivantes  : 

j.m-rr-f-1 

A,*--N— j>0  (2) 


x—[Ao^-'-^]>0  (3) 

A0(x— l)xr-'-N>0  (4) 

A0(x-1)'-N_>0  (5) 

*>1  +  V/r,-  (6} 
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Il  est  clair  que  si  la  dernière  inégalité  est  vérifiée,  chacune  des 
précédentes  le  sera,  donc 


1  + 


VI 


est  une  limite  supérieure  des  racines  positives  de  l'équation 
proposée 

Exemple.  —  Soit  x6  +  a*  —  **+*  —  10000  =  0. 

N  =  10000,  r  =  2,  A0  =  1.  La  méthode  de  Mac-Laurin  donne 
100001,  celle  de  Lagrange  donne  101. 

692  .Remarque.  —  Chacune  des  limites  trouvées  est  aussi  une  limite  supérieure 
des  racines  positives  de  chacune  des  équations^  (x)  =  0,  f'(x)  =  0 f*""1*  (*)=  0. 

Cela  résulte  immédiatement  de  la  proposition  établie  au  n"  089;  on  peut  le  vérifier 
directement.  S'il  s'agit  de  l'équation  /'  (x)  =  0,  le  premier  coefficient  sera  égala 
m  A0;  le  nombre  r  ne  sera  pas  changé,  par  conséquent  la  règle  précédente  donne  le 
nombre 


1  + 


N'  étant  la  plus  grande  des  valeurs  absolues  des  coefficients  négatifs  de /"(*).  Je  dis 
que  Ton  a 

il  suffit  de  vérifier  l'inégalité  : 

m 

Or  N'  est  la  valeur  absolue  du  coefficient  de  la  dérivée  d'un  terme  A^  r  u> 
f(x);  cette  dérivée  étant  (m— p)  A"1""7' a*-1,  et  la  valeur  absolue  de  A«-?  étant 
au  plus  égale  à  N,  on  a 

Mais est  inférieur  à  l'unité,  donc  —  est  inférieur  à  N. 

m  m 

693.  Méthode  par  groupement  des  termes  de/" (*).  — On 

met  le  polynôme  f(x)  sous  la  forme  d'une  somme  dégroupes  de 
termes  ordonnés  suivant  les  puissances  décroissantes  et  ne  présen- 
tant chacun  qu'une  seule  variation,  le  coefficient  du  terme  dudegr 
le  plus  élevé  de  chaque  groupe  étant  positif.  On  cherche  alors 
pour  chaque  groupe  une  valeur  positive  de  x  rendant  ce  groupe 
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positif;  comme  toute  valeur  supérieure  à  celle-là  rendra  ce  même 
groupe  positif,  il  est  clair  que  le  plus  grand  des  nombres  positifs 
ainsi  déterminés  sera  une  limite  supérieure  des  racines  positives 
de  l'équation  proposée.  Il  y  a  une  certaine  indétermination  dans 
la  manière  de  procéder  au  groupement  des  termes;  il  y  aura 
avantage  à  associer  les  termes  négatifs  dont  les  coefficients  ont 
la  plus  grande  valeur  absolue  avec  le  plus  de  termes  positifs 
possible.  Si  le  polynôme  f(x)  ne  présente  qu'une  variation,  la 
méthode  n'est  plus  applicable. 
Exemple.  —  Soit 


on  écrira 


a*  +  x'  —  ar*  -f  x  —  10000  =  0, 


(x3  +  x  —  10000}  +  (.r4  —  x3)  =  0, 


le  groupe  ar*  —  a?3  =  a?8  [x  —  1)  est  positif  dès  que  x  est  supérieur 
àl. 

ac°  -f-  x  — 10000  est  positif  pour  x  ==  7  ;  donc  7  est  une  limite 
supérieure  des  racines  positives  de  l'équation  proposée. 

694.  Méthode  de  Newton.  —  La  méthode  de  Newton  repose 
sur  le  principe  suivant  :  Si  un  nombre  a  rend  positif  un  polynôme 
et  toutes  ses  dérivées,  il  en  sera  de  même  pour  tout  nombre  supérieur 
a  a. 

En  effet,  cela  résulte  de  l'identité 

f{a+h)  =  /■(«)  +  J/»+ JLr  (a)  + +5/,m(^    M 

si  h  est  supposé  positif,  et  si  les  nombres 

A«).n«).r(«) /*'"(«)  (2) 

sont  positifs,  f{a  +  h)  sera  positif.  On  voit  de  même  que/"(a  + A), 
f'(a  -f-  h)...  seront  des  nombres  positifs,  puisque  f  (a?),  f"[x) ...  et 
leurs  dérivées  successives  sont  positives  pour  x  =  a. 

Cela  posé,  soit  f  {x)  =  0  une  équation  algébrique  dont  le  coef- 
ficient À0  est  positif.  La  dérivée  fm{x)  se  réduit  à  m!  A0;  elle  est 
positive.  La  dérivée  d'ordre  m  —  1  est  un  polynôme  du  premier 
degré  ;  on  peut  donc,  trouver  un  nombre  positif  x0  rendant 
cette  dérivée  positive.  Substituons  ce  nombre  à  a?,  dans  les  dérivées 
précédentes  et  supposons  vérifiées  les  inégalités 

/*-t(X|)>0  /— i(*0)X>  ^feXO.../^-1  (*J>0M*o)<0, 
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on  remplacera  x0  par  un  nombre  plus  grand  jusqu'à  ce  qu'on 
arrive  à  un  nombre  x,  tel  que  1  on  ait  f—*  (xj  >  0.  Alors,  en 
vertu  du  lemme  précédent,  pour  x  =  x„  f1*-*  (x)  et  chacune  de 
ses  dérivées  seront  positives.  On  substituera  x,  dans  les  dérivées 
précédentes,  et  ainsi  de  suite.  On  arrivera  ainsi  évidemment  à  un 
nombre  a  vérifiant  les  inégalités  (I),  et  qui  sera  par  suite  une 
limite  supérieure  des  racines  positives  de  l'équation  proposée. 

Remarque.  —  Il  y  a  un  cas  dans  lequel  les  conditions  (2)  sont 
nécessaires  pour  que  a  soit  supérieur  à  la  plus  grande  racine  posi- 
tive de  l'équation. /*(x)  =  0;  c'est  quand  cette  équation  a  toutes 
ses  racines  réelles.  En  effet,  l'équation  f(a  +  h)  =  0,  h  étant  re- 
gardée comme  une  variable,  a  aussi  alors  toutes  ses  racines  réelles; 
pour  que  a  soit  limite  supérieure  des  racines  positives  de  lëqua- 
tion  f(x)  =  0,  il  faut  et  il  suffit  que  l'équation  fia  +  h)  =  Û  n'ait 
aucune  racine  positive,  et  par  suite,  puisque  les  racines  de  cette 
dernière  équation  sont  toutes  réelles,  son  premier  membre  ne 
doit  présenter  aucune  variation,  et  comme  fm  (a)  est  un  nombre 
positif,  tous  les  coefficients  de  f(a  +  h)  développés  suivant  les 
puissances  de  h  doivent  être  positifs. 

Il  est  quelquefois  possible  d'affirmer  que  le  nombre  trouvé  a 
supposé  entier,  est  le  plus  petit  entier  supérieur  à  la  plus  grande 
racine  positive  de  l'équation  f(x)  =  0.  Supposons  en  effet  que 
l'entier  a  vérifie  les  conditions  (2),  que  a  —  1  rende  positives 
toutes  les  dérivées,  mais  que  f(a  — 1)  soit  négatif.  Alors  les  deux 
nombres  f(a — 1)  et  f(a)  étant  de  signes  contraires,  l'équation 
proposée  a  au  moins  une  racine  comprise  entre  a  —  1  et  a,  et 
n'en  a  aucune  supérieure  à  a  ;  donc  a  est  bien  le  plus  petit  entier 
répondant  à  la  question. 

Il  est  inutile  d'ajouter  qu'il  n'y  a  pas  à  chercher  la  plus  petite 
limite  supérieure  des  racines  positives  à  une  équation,  puisque 
quel  que  soit  le  nombre  L  supérieur  à  la  plus  grande  racine  posi- 
tive xp  on  peut  évidemment  trouver  des  nombres  compris  entre 
xp  et  L. 

Exemple.  —  Reprenons  l'équation 

x*  +  x*>  —  x»  +  x  —  1 0000  =  0  ; 

on  reconnaît  aisément  que  toutes  les  dérivées  sont  positives  pour 
x  =  1  ;  et  le  plus  petit  entier  qui  rend  f[x)  positif  est  7.  Donc 
est  une  limite  supérieure,  et  c'est  le  plus  petit  entier  qui  soit  tau  e 
supérieure  des  racines  positives  de  l'équation. 
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695.  Méthode  de  M.  Thibault  '.  —  Soit  a  Un  nombre  positif; 
divisons  f(x)  par  x  —  a,  ce  qui  donne  l'identité 

f(x)  =  (x-a)  (B0  *-'  +  Bt  x"-*  + +  Bw.i  x+  Bm_,)  +  f[a). 

Si  les  coefficients  B0,  Blf Bm_i,  Bm  du  quotient,  ainsi  que  le 

reste  f(a)  sont  des  nombres  positifs,  il  est  clair  que  f{x)  sera  posi- 
tif quand  on  donnera  à  x  une  valeur  numérique  supérieure  à  a. 

Si 

/"W^Ao^  +  Aj**-,  + +  AOT, 


on  a 


B0  =  A0 

B,  =  B0  a  +  At 
B2  =  Bt  a  +  At 


Bj,  =  Bp_i  a  -{-  Ap 


Bm-i  —  Bm_2  a  -j-  Am-i, 
/,(a)=Bm.Ia  +  Am 

par  suite,  pour  essayer  si  un  nombre  positif  a  est  limite  supérieure 
des  racines  positives  de  l'équation  f  (x)  =  0,  en  supposant  A0  >  0, 
il  suffit  de  voir  si  a  rend  positif  chacun  des  polynômes 

A0tf  +  A„       Ao^  +  Ajtf  +  Aj,  A0a?m+A1arw-1  +  ...  -f  Am, 

dont  la  loi  de  formation  est  plus  simple  que  celle  des  dérivées 
successives. 

Remarque.  — 11  est  facile  d'établir  que  le  nombre  a  trouvé  par 
cette  méthode  est  au  moins  égal  à  celui  que  fournit  la  méthode  de 
Newton. 

En  effet,  si  Ton  pose 

f(x)  =  (x-a)i[x)  +  f{a), 

I.  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  t.  II.  p.  517. 
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on  trouve 

/'(*)  =  (*  —  a)o  (*)  +  *(*), 


/>  (*)  =  (*  _  o)  ^  (x)  +  p.  f  (x): 


donc 


f»  (a)  =  p.  ?»-'  [a). 


Or  tous  les  coefficients  de  a  (x)  sont  positifs  et  a  est  un  nombre 
positif,  on  a  donc  ? ^  (a)  >  0,  et  par  suite  />  (a)  >  0.  Par  consé- 
quent, si  a  satisfait  aux  conditions  précédentes,  f  (x)  et  ses  dérivées 
auront  des  valeurs  positives  pour  x  =  a. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  toutes  les  méthodes  que  nous 
avons  indiquées  donneront  toujours  un  nombre  satisfaisant  aux 
conditions  de  Newton. 


RECHERCHE  DES  RACINES  GOMMENSURABLES  D'UNE  ÉQUATION 
ALGÉBRIQUE  A  COEFFICIENTS  ENTIERS 

696.  Racines  entières.  —  Supposons  que  les  coefficients  de 
l'équation 

/»  =  A0x"  +  A1*'«-'  + +  Aw-1x  +  Awl  =  0 

soient  des  nombres  entiers,  positifs  ou  négatifs.  Nous  savons  qut^ 
si  un  nombre  a  est  racine  de  l'équation  f  (x)  =  0,  le  polynôme /*{*") 
est  divisible  par  x  —  a;  nous  savons  en  outre  (67)  que  les  coeffi- 
cients du  quotient,  qui  ont  respectivement  pour  valeurs 


A0,    A0a  +  Alt    Ao^  +  A^  +  A,, 


sont  des  nombres  entiers;  si  Ton  effectue  la  division  de  /"(x)  par 

a  —  x,  en  l'ordonnant  suivant  les  puissances  croissantes  de  x,  on 

devra  trouver  le  même  quotient  au  signe  près,   donc  tous  les 

coefficients   donnés  par  cette   seconde   méthode    doivent    être 

Aw 
entiers.    Le    premier    terme  du  quotient  est  égal  à  — -,  donc  a 

doit  être  un  diviseur  de  Aw.  D'après  cela,  pour  trouver  toutes  les 
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racines    entières   de   1  équation    proposée,    on   procède    de    la 
manière  suivante. 

Remarquons  d?abord  qu'il  suffit  de  savoir  trouver  les  racines 
positives,  puisqu'on  aura  les  racines  négatives  en  cherchant  les 
racines  positives  de  la  transformée  en  —  x.  Cela  posé,  on  compte 
le  nombre  de  variations  v  de  f(x)  que  Ton  a  tout  d'abord  ordonné; 
l'équation  a  au  plus  v  racines  positives.  On  cherche  ensuite  une 
limite  supérieure  des  racines  positives,  soit  L  cette  limite  ;  on  peut 
chercher  également  une  limite  inférieure  /.  Ensuite  on  décompose 
AOT,  ou  plutôt  sa  valeur  absolue,  en  facteurs  premiers  et  Ton  forme 
le  tableau  des  diviseurs  de  Am,  en  ne  retenant  que  ceux  qui  sont 
compris  entre  /  et  L.  Mais  généralement  on  ne  cherche  pas  la  limite 
inférieure  /  et  Ton  conserve  tous  les  diviseurs  inférieurs  à  L.  Il  n'y 
a  plus  qu'à  les  essayer.  Soit  a  un  diviseur  de  |  Am  |  ;  on  divise  A», 
par  «,  soit  q  le  quotient  ;  on  fait  la  somme  q  +  Am_<  et  on  la  divise 
par  a,  soit  qi  le  quotient;  si  ce  quotient  n'est  pas  entier,  a  n'est 
pas  racine  îsupposons^!  entier,  on  ajoute  Attl-îet  on  divise  la  somme 
qy  +  Am^j  par  a,  soit  q2  le  quotient,  et  ainsi  de  suite  ;  si  l'on  arrive 
à  une  division  impossible,  il  faut  rejeter  a  ;  supposons  qu'on  arrive 
ainsi  jusqu'à  qm-x,  on  doit  avoir  : 


ji 


f{x)  ==(a—x){q  +  qlx  +  qix*  + +  qm^  xnt~l) 

d'après  la  théorie  de  la  division,  il  faut  que 

?m-i  +  Am  =  0. 

Si  cette  condition  est  remplie,  l'identité  précédente  est  vérifiée 
et  a  est  racine,  et  l'on  a  obtenu  l'équation 

q  +  ?l  x  +  ft*8  + +  ?m~l  s"1-1  =  o 

à  laquelle  on  appliquera  la  même  méthode. 

697.  Procédé  d'exclusion  de  certains  diviseurs.  —  Si  a 

est  racine  entière  de  l'équation  f(x)=zQ  à  coefficients  entiers,  on  a 

/»  =  (*  —  a).  f{x), 

9  {x)  étant  un  polynôme  entier  à  coefficients  entiers.  Supposons 
a  différent  de  1  et  de  —  1,  et  remplaçons  dans  l'identité  précédente 
x  par  1,  puis  par  — 1  ;  nous  obtiendrons 

/•(l)  =  (l-a).?(l) 
/(-l)=-(i+a).f(_l), 
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fW  et  ?( —  1)  étant  des  nombres  entiers  ;  si  a  est  racine  de  l'équa- 
tion proposée,  a  —  1  doit  diviserai)  et  a  +  1  doit  diviser /*(—  4). 
Nous]  supposons  l'équation  préalablement  débarrassée,  s'il  y  a 
lieu,  des  racines  1  et —  1;  on  doit  d'ailleurs  remarquer  qu'en 
calculant  f(\)  et  /(—  1)  on  saura  si  1  ou  —  1  est  racine,  et  dans 
le  cas  où  il  en  serait  ainsi,  on  obtiendra  les  coefficients  de 
l'équation  débarrassée  de  cette  racine. 
Exemple. 

2ar>  —  12x2  +  13or  —  18  =  0. 

Le  premier  membre  présente  3  variations;  l'équation  a  donc 
1  ou  3  racines  positives.  On  reconnaît  que  6  est  une  limite 
supérieure  des  racines  positives;  nous  essayerons  donc  1,  3,  5. 

Ai)  =  -12,      A— *)  =  — « 

3  +  1  ou  4  ne  divise  pas  42;  donc  3  n'est  pas  racine.  Essayons  5. 

2^  — 12a:2 +  13  a?— 15      5 
—  2  2     —3 

—  lo  divisé  par  S  donne  — 3;  13  —  3  =  10,  divisons  par  5:  quo- 
tient 2:   2  —  12  =  —  10,  en    divisant  par  3,  on  trouve  —  2; 

—  2  +  2  =  0;  donc  5  est  racine  et  il  reste  à  résoudre  l'équation 

2a:2—  2a: +  3  =  0 

dont  les  racines  sont  imaginaires  et  égales  à  ^° 

L'équation  proposée  est  donc  résolue 


RACINES  FRACTIONNAIRES 

698.    ire  méthode.  —  Cette  méthode  repose  sur  le  lemme 
suivant. 

Une  équation. 

*•»  +  A,  *—'  +  A,  *"»-«  + +  Aw  =  0 

dont  les  coefficients  sont  entiers,  ne  peut  avoir  aucune  racine  fraction- 
naire si  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  x  est  égal  à  l'unité. 
En  effet,   si  l'équation  proposée   admet  une  racine  fraction- 
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naire-,  nous  pouvons  supposer  cette  fraction  irréductible.  Dans 
ce  cas 

£m  —  "~  \Al  £m-j  T  Aa  jj^j  -f -f-  A,„  ^ 

ou  bien 

a*  =  —  *  (À,  a"-1  +  Aâ  a'"-2  A  + -f  À***-1) 

mais  en  vertu  de  cette  égalité,  am  serait  divisible  par  6,  ce  qui  est 
inadmissible  puisque  a  et  6  étant  supposés  premiers  entre  eux,  b  est 
premier  avec  am. 

Cela  posé,  soit  à  trouver  les  racines  fractionnaires  de  l'équation 
à  coefficients  entiers  : 

A0  xm  +  At  a?"-*  + +  Am  =  0. 

Nous  avons  vu  que  l'on  peut  multiplier  toutes  les  racines  de 
cette  équation  par  un  nombre  entier  k  choisi  de  telle  manière  que 
les  coefficients  de  l'équation  transformée  soient  tous  entiers  et  que 
le  coefficient  de  xm  soit  égal  à  \.  On  vient  de  voir  que  l'équation 
ainsi  obtenue  n'a  pas  de  racines  fractionnaires  ;  donc  si  la  proposée 
avait  des  racines  fractionnaires,  la  multiplication  par  k  les  a  ren- 
dues entières.  On  cherchera  par  conséquent  les  racines  entières 
de  la  transformée  et  on  les  divisera  par  k.  On  ne  fera  d'ailleurs  la 
transformation  qu'après  avoir  débarrassé  l'équation  proposée  de 
ses  racines  entières. 

Exemple.  —  Trouver  les  racines  fractionnaires  de  l'équation  : 

4  a?3  —  8  a?2 +  5  a?  —  3  =  0. 

x 
Remplaçons  x  par  -  et  chassons  les  dénominateurs  après  avoir 

simplifié  les  coefficients  fractionnaires;  on  obtient  l'équation 
x*  —  ix*  +  5x  —  6  =  0. 

qui  n'a  aucune  racine  fractionnaire.  On  trouve  3  pour  racine 
entière,  l'équation  débarrassée  du  facteur  x  —  3  est  : 

a?3  —  x+2  =  Q 
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qui  a  pour  racines 

\±i  v'7 


2 
donc  les  racines  de  la  proposée  sont 

g      1  Hb  i  v^7 

2et— T~  ' 

699.  2*  méthode.  Recherche  directe  des  racines  fraction- 
naires. —  Soit  7  une  fraction  que  nous  supposerons  irréductible. 

a  , 

Pour  que  -  soit  racine  de  l'équation  f(x)  =  0,  à  coefficients  entiers, 

il  faut  et  il  suffit  que/ (a?)  soit  divisible  par  bx —  a.  Nous  savons 
que  si  cela  a  lieu,  les  coefficients  de  quotient  seront  des  nombres 
entiers  (67).  Or  si  Ton  ordonne  la  division  suivant  les  puissances 

décroissantes,  le  premier  terme  du  quotient  est  égal  à  ~;  donc  b 

doit  diviser  A^.  Si  au  contraire  on  effectue  la  division  suivant  les 
puissances  croissantes  par  a  —  bx,  le  premier  terme  du  quotient 

sera  —  ;  donc  a  doit  diviser  Àm. 
a 

D'après  cela,  on  formera  tous  les  diviseurs  de  |  AM  |  ainsi  que 

tous  les  diviseurs  de  |  À0  |  et  Ton  essaiera  toutes  les  fractions 

ayant  pour  numérateur  un  diviseur  de  À„,  et  pour  dénominateur 

un  diviseur  de  A0T  en  ne  conservant  que  les  fractions  inférieures 

à  la  limite  supérieure  des  racines  positives,  puisqu'il  est  convenu 

que  nous  ne  nous  occupons  que  des  racines  positives.  Si  la  division 

se  fait  exactement  avec  des  coefficients  tous  entiers,  7  est  racine  ;  au 

0 

contraire,  si  Ton  arrive  à  un  coefficient  fractionnaire,  -r  n'est  pas 
racine. 

CL 

Soit -une  fraction  ainsi  formée:  on  divisera  f(x)  par  bx  —  a 
par  la  règle  indiquée  au  n°  67. 
700.  Caractères  d'exclusion.—  Si  -r  est  racine  de  f(x)  =  0, 
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on  a  : 

f{x)  =  {bx  —  a)ç(x) 

et  les  coefficients  de  y(x)  sont  entiers,  puisque  nous  supposons 
a  et  b  premiers  entre  eux.  On  a  par  suite 

Al)  =  (*-*)  9(U 
/•(—!)  =  — (*  +  «)?(— 1) 

donc  b  —  a  doit  diviser  f[V)  et  b  -{-  a  doit  diviser  /*( —  1);  on  rejet- 
tera toute  fraction  7  dont  les  deux  termes  ne  vérifieraient  pas  ces 

deux  conditions. 
Exemple.  —  Reprenons  l'équation 

4*3  — 8zâ  +  5a:  —  3  =  0 

que  nous  avons  déjà  résolue. 
Les  diviseurs  de  4  sont  1,  2,  4;  ceux  de  3 :  1,  3. 

Essayons-;  On  a  f(\)  =  —  2,  f{—  1)  =  — 20,  1  +  2  ne  divise 

1 

pas  20  donc -n'est  pas  racine. 

1  1 

Essayons  t,  4 —  1  ne  divise  pas  2,  donc -n'est  pas  racine. 

3 
Essayons -;  3  +  2  divise  20,  3  —  2  divise  2  ;  il  y  a  lieu  de  faire  la 

division,  suivant  les    puissances   croissantes  ou  décroissantes,  à 
volonté.  Divisons  suivant  les  puissances  décroissantes  : 


4^_8*2-f  5ar  —  3 
2—1  1 


On  divise  4  par  2;  on  multiplie  le  quotient  2  par  3  et  on  ajoute  le 

résultat  à  — 8,  ce  qui  donne  —  2;  on  divise  par  2  on  obtient  —  1  ; 

on  multiplie  par  3  et  on  ajoute  le  résultat  —  3  à  +  5,  on  divise  le 

reste  par  2,  on  trouve  1.1x3  —  3=0;  donc  la  division  se  fait 

3 
exactement.  Par  suite  -  est  racine,  et  il  ne  reste  plus  qu'à  résoudre 

it 

l'équation 

2*»-  a:  +1=0, 
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qui  a  pour  racine 

1  ±i'V7 

~~ 4 

Remarque.  —  Quand  on  essaie  les  diviseurs  entiers,  il  convient 
de  faire  la  division  suivant  les  puissances  croissantes,  parce  que  si 
le  diviseur  essayé  n'est  pas  racine,  les  différents  termes  du  quotient 
se  déterminant  par  des  divisions  successives,  dès  que  Ton  trouve 
un  coefficient  fractionnaire  on  peut  arrêter  l'opération,  tandis 
qu'on  devrait  l'effectuer  entièrement  si  Ton  procédait  suivant  les 
puissances  décroissantes.  Quand  il  s'agit  des  racines  fractionnaires 
quelque  soit  le  mode  adopté  on  a  toujours  des  divisions  à  faire  ; 
à  moins  qu'il  ne  s'agisse  d'une  fraction  ayant  pour  numérateur 
l'unité;  dans  ce  cas  on  choisira  la  division  ordonnée  suivant  les 
puissances  décroissantes. 

Remarquons  encore  que  le  dénominateur  b  devant  diviser  A0,  si 
A0  =  l,  l'équation  ne  peut  avoir  de  racines  fractionnaires:  on  a 
ainsi  une  nouvelle  démonstration  du  lemme  du  n°  598. 

EXERCICES. 

1.  Si  A0,  A,, A,  sont  positifs  et  si  N  est  la  plus  grande  des  valeurs  absolues. 

des  coefficients  négatifs  de  Téquation. 

Ao^  +  A/"1! +  A^l**-*l+Ai,**-,+ +  *  =  ° 

démontrer  que 


.  1  + 


A.+ A,  + +A     x 


est  une  limite  supérieure  des  racines  positives  de  cette  équation,  ainsi  que  des 
équations  dérivées. 

2.  Dans  chaque  suite  de  coefficients  négatifs  d'une  équation,  on  prend  celui  qui  a 
la  plus  grande  valeur  absolue,  on  divise  sa  valeur  absolue,  par  la  somme  de  tous  les 
coefficients  positifs  qui  le  précèdent,  on  cherche  le  plus  grand  des  rapports  ainsi 
formés  et  on  lui  ajoute  l'unité  ;  le  nombre  obtenu  est  une  limite  supérieure  des 
racines  positives  de  Téquation  proposée,  le  coefficient  du  premier  terme  étant  sup- 
posé positif. 

—  On  pose  x  =  1  -f  ty,  d'où  : 

x"  =  yXl>-i  +  ya?-*  + '+yx+y^i. 

Si  le  coefficient  de  a?  est  positif  on  remplace  a?  par  cette  expression,  etc. 

Montrer,  en  appliquant  cette  règle,  que  si  parmi  les  coefficients  qui  précédent  le 
premier  terme  négatif,  il  y  en  a  un  qui  ait  une  valeur  absolue  plus  grande  que  celle 
du  plus  grand  coefficient  négatif,  S  est  une  limite  supérieure. 
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3.  Étant  donnée  l'équation 

À^  +  A,*— *+  ...  +^,  =  0 
on  pose 

Bo  =  A0 
B1==Boa  +  A, 
B,=  B,  a  +  A, 


si  en  supposant  Ao  >  0,  on  a  Bn  <  0,  B^  <0 a  est  encore  une  limite  supérieure 

des  racines  positives  de  l'équation,  si  Ton  a  : 


(Thibault.) 


K-i«+l*«>0,    B„-i«  +  ^B;>0 


4.  Soient  >/N  et  "yN'  les  deux  plus  grands  nombres  obtenus  en  extrayant  la  racine 
de  la  valeur  absolue  de  chaque  coefficient  négatif,  ayant  pour  indice  le  nombre  de 
termes  qui  précèdent  ce  coefficient;  la  somme 

Vn  +  'W 

est  une  limite  supérieure  des  racines  positives  de  l'équation 


xm  +  A,*"1-'  + =0. 


(L.AG  RANGS.) 


5.  Soient  ap,  a  ,  ar  les  valeurs  absolues  des  coefficients  négatifs,  n  leur 

nombre,  et  L  un  nombre  plus  grand  que  chacun  des  nombres  Ç/JJ^     t/nâi,*  l/nâl*  — 

L  est  une  limite  supérieure  des  racines  positives. 

6.  Si  l'équation  f(i)  =  0a  coefficients  entiers,  a  une  racine  entière,  et  si  a  et  b 
désignent  deux  nombres  entiers  quelconques,  l'un  au  moins  des  entiers  : 

f{a\      /(«+!),      /(«  +  »). f(a  +  b-i) 

est  divisible  par  b.  En  déduire  les  propositions  suivantes  : 

Si  f  (0)  et  ^(1)  sont  tous  deux  impairs,  l'équation  f{x)  =  0  n'a  pas  de  racines 
entières. 

Si  aucun  des  nombres  f  (—  1),  /  (0),  /"(—  1)  n'est  divisible  par  3,  l'équation 
n'a  pas  de  racines  entières. 

7.  Si  f  (—  1)  est  impair,  l'équation  n'a  pas  de  racines  entières. 

—  On  remarquera  que  tout  nombre  entier  qui  divise  b  —  a,  divise  f{b)  —  f  (a). 

8.  Trouver  les  racines  commensurabies  de  l'équation  : 

**  -f  3x«—  il  a»  -23**  +  10*»—  28*1  — 56*  +  96  =  0. 

9.  Étant  donnée  l'équation  de  degré  pair  m, 

A0*"-A,*— l+kiXm-i  - -Am_ia:  +  AM=0, 

A0,  A  ,  At, Am  étant  des  nombres  positifs  ;  soient  H    le  plus  grand  des 
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rapport*  : 

tl,    \    \   .....   ^1 

V  V     A* Am-î 

et  h  le  plus  pelit  des  rapports 

\    K    \         **_ 

V  V    V   A.-. 

l'équation  proposée  aura  toutes  ses  racines  comprises  entre  H  et  h  si  H  >  h,  et 
toutes  ses  racines  imaginaires  si  H  <  h. 

(Prochet.} 
10.  Soient  m  un  nombre  impair,  et  l'équation  : 

A0  *»*  -  A,  *— *  +  A,*""2  - +  Am_â  x  -  Aw  =0, 


»ù  A0,  Ar  At, AWI  sont  positifs. 

Soient  H  le  plus  grand  et  H'  le  plus  petit  des  rapports 


A,  A_  A_  A_ 

__1  _Jl  __5  w» 

A*  A*  A1  À 

A0  At  A*  Am-1 


Soit  h  le  plus  pelit  des  rapports  : 

Aa      A+  Am-1 

A/    A  '   Am 

lYqiiation  n'a  aucune  racine  supérieure  à  H  ou  inférieure  à  H',  et  elle  ne  peut  en 
avoir  qu'une  seule  inférieure  à  -.  Si  H  ■<  -,  elie  n'aura  qu'une  racine  réelle. 

(Prochet.) 


CHAPITRE   IX 
RACINES  INCOMMENSURABLES.-  MÉTHODES  D'APPROXIMATION 

701.  Pour  résoudre  une  équation  algébrique  à  coefficients 
numériques  entiers  on  commence  par  chercher  toutes  les  racines 
commensurables  en  appliquant  les  méthodes  que  nous  avons  déve- 
loppées dans  le  chapitre  précédent,  après  avoir  préalablement 
déterminé  le  nombre  des  racines  réelles  ou  tout  au  moins  une 
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limite  supérieure  de  ce  nombre.  Soit  ft  (x)  le  produit  de  tous  les 
facteurs  correspondants  aux  racines  commensurables,  de  sorte  que 

f(*)  =  fd*)f*i*Y 

L'équation 

h  (*)  =  0, 

(en  supposant  que  fx  (x)  ne  soit  pas  une  constante)  n'a  que  des 
racines  incommensurables;  si  son  degré  est  supérieur  à  5,  on  lui 
applique  la  méthode  des  racines  égales.  Nous  avons  déjà  fait 
observer  que  si  le  degré  de  fà  {x)  est  inférieur  à  5  et  si  f%  (x)  =  0 
n'a  pas  de  racines  commensurables  elle  n'a  pas  de  racines  mul- 
tiples, excepté  cependant  le  cas  où  f^x)  serait  le  carré  d'un  trinôme 
du  second  degré. 

Nous  serons  ramenés,  dans  tous  les  cas,  à  résoudre  une  ou  plu- 
sieurs équations  n'ayant  que  des  racines  simples  incommensu- 
rables. Remarquons  enfin  qu'il  suffit  de  savoir  trouver  les  racines 
positives. 

702.  Premiers  essais.  —  Soit  f(x)  =  0  une  équation  à  coeffi- 
cients réels  n'ayant  pas  de  racines  multiples  et  n'ayant  que  des 
racines  incommensurables.  On  se  propose  de  séparer  ces  racines. 
On  substitue  d'abord  des  nombres  entiers  consécutifs  et  l'on 
détermine  les  signes  correspondants  de  f(x)  ;  s'il  arrive  que  la  suite 
formée  par  les  résultats  de  ces  substitutions  présente  autant  de 
variations  que  l'équation  a  de  racines  réelles,  les  racines  seront 
séparées.  En  général  U  n'en  est  pas  ainsi  :  par  exemple,  lorsque 
l'équation  a  un  nombre  pair  de  racines  comprises  entre  deux 
entiers  consécutifs  a  et  a  -\-  1,  f(a)  f  (a  -f-  1)  sera  positif  et  la  pré- 
sence de  racines  entre  a  et  a  -f-  1  ne  sera  pas  mise  en  évidence  par 
les  substitutions  effectuées. 

703.  Usage  de  l'équation  aux  différences.  —  C'est  pour 
obvier  à  cet  inconvénient  que  Lagrange  a  imaginé  de  former  l'équa- 
tion aux  différences.  Supposons  cette  équation  formée  ;  on  pourra 
calculer  une  limite  inférieure  de  ses  racines  positives,  c'est-à-dire 
un  nombre  $  plus  petit  que  la  plus  petite  des  valeurs  absolues  des 
différences  deux  à  deux  des  racines  réelles  de  l'équation  proposée; 
on  substitue  alors  à  a?,  dans  /*(x),  les  termes  d'une  progression 
arithmétique  de  raison*  et  commençant  par  zéro.  Soient/  et  Lune 
limite  inférieure  et  une  limite  supérieure  des  racines  positives  de 
l'équation 

/•(x)  =  0, 

H.  B.    MEWIHOLOWSKI. ALGÈBRE.  28 
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/  sera  comprise  entre  p  $  et  (p  +  1)  *  et  L  entre  g  J  et  (^  +  *i  *; on 
substitue  à  x  les  nombres 

P*.    *+!)*.     ï*t    (î  +  1)*. 

Deux  termes  consécutifs  n  J,  (n  +  1)<?  comprendront  une  racine 
de  l'équation  donnée  ou  n'en  comprendront  aucune  suivant  que 
f(n  &)  et  f  [n  -f-  1 1)  auront  des  signes  contraires  ou  le  même  signe. 
On  a  ainsi  une  méthode  propre  à  obtenir  la  séparation.  Mais  la 
formation  de  l'équation  aux  différences  est  pénible;  à  la  vérité 
Cauchy  a  montré  qu'on  peut  obtenir  une  valeur  approchée  par 
défaut  de  à  dès  qu'on  sait  former  le  terme  constant  de  l'équation 
aux  carrés  des  différences*. 

Lorsque  l'équation  dérivée  peut  être  résolue,  nous  savons  que  la 
séparation  est  faite. 

704.  Emploi  du  théorème  de  Sturm.  —  On  peut  faire  usage 
du  théorème  de  Sturm  non  seulement  pour  séparer  les  racines, 
mais  même,  théoriquement  du  moins,  pour  en  approcher  autant 
qu'on  veut.  On  forme  la  suite  de  Sturm  et  l'on  substitue  kx  d'abord 

0, 1,  10,  100, 1000 jusqu'à  ce  qu'on  atteigne  la  limite  supérieure 

des  racines  positives  et  l'on  compte  combien  la  suite  perd  de  varia- 
tions quand  x  croit  de  0  à  1,  de  1  à  10,  de  10  à  100 on  saura  ainsi 

combien  l'équation  a  de  racines  réelles  dans  chaque  intervalle;  on 
substituera  ensuite  des  nombres  entiers  dans  les  intervalles  utiles. 
Supposons  qu'on  ait  reconnu  ainsi  que  l'équation 

f(x)  =  0 

a  une  ou  plusieurs  racines  entre  deux  entiers  consécutifs  a  et  a  + 1  ; 
on  substituera  les  nombres 

a,    a  +  ±,    «  +  1 a  +  1      a  +  1. 

Pour  faire  commodément  ces  calculs,  on  posera  x  =  a  +  ta 

et  l'on  développera  par  la  formule  de  Taylor  chacune  des  fonctions 
de  la  suite;  on  substituera  à  xl  les  nombres 

0,    1,    2,    3 9,    10. 

*  Voir  J.  A.  Serret,  Algèbre  supérieure. 
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S'il  y  a  des  racines  entre  a  +  -r^  et  a  -f-  rjy  par  exemple,  on  posera 

et  l'on  substituera  à  x±  les  nombres  entiers 
0,    1,    2,     10. 

On  peut  ainsi  trouver  deux  nombres  décimaux  différant  d'aussi 
peu  qu'on  veut  et  comprenant  une  seule  racine,  car  on  arrivera 
nécessairement  à  des  intervalles  ne  renfermant  qu'une  seule  racine, 
sans  quoi  il  faudrait  admettre  que  l'équation  a  des  racines 
multiples. 

Théoriquement  cette  méthode  est  parfaite  ;  mais  les  calculs  sont 
en  général  tellement  compliqués  qu'il  est  difficile  de  la  mettre  en 
pratique. 

705.  Idée  de  la  méthode  de  Lagrange.  —  On  développe  les 
racines  positives  en  fractions  continues.  Deux  cas  peuvent  se 
présenter.  1°  L'équation 

/»=0 

n'a  qu'une  racine  comprise  entre  deux  entiers  consécutifs  a,  a  +  1. 
On  pose 

l'équation 

ou 

fi  (*.)  -  0 

n'a  qu'une  racine  plus  grande  que  1.  On  substitue  des  nombres 
entiers  ;  on  trouvera  deux  entiers  consécutifs  an  av  -{- 1  comprenant 
une  seule  racine  de  la  seconde  équation;  on  posera 

*i  =  *i  +  — 
et  ainsi  de  suite,  la    racine    comprise   entre   «  et  a  -f  1    sera 
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représentée  par  la  formule 


x  =  a 


«.+!_ 
*>  + 


2°  Il  y  a  plus  (Tune  racine  entre  aeta+l.  On  substitue  à  x  des 

fractions  ;  s'il  arrive  qu'on  puisse  obtenir  un  intervalle  -  , ne 

renfermant  qu'une  seule  racine,  on  posera 


l'équation 


'©=■ 


n'aura  qu'une  racine  comprise  entre  les  deux  entiers  k,  k  -f-  i  :  on 

1 
sera  ramené  au  premier  cas.  Si  non,  ayant  posé  x  =  a-\ —  ,  on 

s'occupera  de  l'équation 

A(x,)=o 

qui  pourra  avoir  plusieurs  racines  plus  grandes  que  I  et  comprises 
entre  a,  et  a,  +  1  ;  on  posera 

,   1 


il  faut  admettre  que  les  racines  finiront  par  se  séparer.  Ne 
pouvant  entrer  dans  le  détail  de  la  méthode  de  La  grange, 
nous  renverrons  le  lecteur  au  mémoire  de  Lagrange  sur  la 
résolution  des  équations  numériques  ou  au  Traité  d'Algèbre  supérieure 
de  M.  J.  A.  Serret. 

706.  Autre  méthode.  —  On  peut  encore  combiner  le  développe- 
ment en  fraction  continue  avec  la  méthode  de  Sturm.  On  suppose 
formée  la  suite  de  Sturm 

X,     Aj,      A2,      \p 

Si  Ton  sait  que  l'équation  a  une  ou  plusieurs  racines  entre  a  et  a-f  1 , 
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on  remplace  dans  tous  les  termes  de  la  suite  x  par  a  -\ — ;  on 
obtient  ainsi  une  seconde  suite 

Y,    Yn    Y2,     Y, 

et  Ton  substitue  à  xi  des  nombres  entiers  ;  on  séparera  ainsi  les 
racines  de  l'équation  Y  =  0.  Seulement  il  convient  de  remarquer 
que 

Y  =  «r/(«  +  i).   y.  =  *r- r(«+£) 

d'où  : 

i-xm 

quand  x  croit,  xt  décroît  et  inversement,  donc  quand  on  passera 
d'un  entier  à  un  entier  supérieur  la  suite  gagnera  des  variations  au 
lieu  d'en  perdre. 
Si  la  suite  gagne  une  ou  plus  d'une  variation  entre  a,  et  aï  -f-  \, 
1 
on    posera   xt  =  at  -\ —  et  en   chassant    les   dénominateurs  on 

obtiendra  une  troisième  suite 


/j,  £|,  fj}, ùp 


Comme 


z,  -  Xi  x 


'tÊÈ 


il  y  aura  cette  fois  perte  de  variations  ;  et  ainsi  de  suite  ;  les  suites 
considérées  perdront  et  gagneront  alternativement  des  variations 
quand  on  fera  croître  les  variables  dont  elles  dépendent. 

Nous  avons  supposé  que  l'équation  f[x)  =  0  a  des  coefficients 
entiers.  S'il  en  est  autrement,  c'est-à-dire  si  ces  coefficients  sont 
incommensurables,  on  cherchera  les  racines  sans  distinction  de 
racines  commensurables  ou  incommensurables  après  avoir  appli- 
qué la  méthode  des  racines  égales. 
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MÉTHODES  D'APPROXIMATION 

707.  Supposons  qu'on  soit  parvenu  à  séparer  par  un  procédé 
quelconque  les  racines  de  l'équation  f(x)  =  0,  n'ayant  par  hypo- 
thèse que  des  racines  simples,  et  soient  a  et  b  deux  nombres  ne 
comprenant  qu'une  seule  racine  x;  nous  dirons  que  a  est  une 
valeur  approchée  par  défaut  et  b  une  valeur  approchée  par  excès  de 
la  racine  cherchée,  si  a  est  plus  petit  que  b.  Il  s'agit  de  trouver  une 
méthode  permettant  d'approcher  davantage  et  dans  un  sens  déterminé 
de  la  racine  inconnue.  Nous  devons  exposer  ici  deux  méthodes 
d'approximation. 

708.  Méthode  des  parties  proportionnelles.  —  Par 
hypothèse,  les  nombres  a  et  b  (a  <  b)  comprennent  une  seule 
racine  x0  de  l'équation  f{x)  =  0.  La  méthode  dite  des  parties 
proportionnelles  consiste  à  remplacer  la  fonction  /(x),  dans  l'inter- 
valle (a,  b)  par  un  polynôme  du  premier  degré  qui  prenne  pour 
x  =  a  une  valeur  égale  à  f(a)  et  pour  x  =  b  une  valeur  égale  à  /"(*). 
On  suppose  f(a)  f(b)  <  0,  par  conséquent  le  polynôme  du  premier 
degré  aura  une  racine  comprise  entre  a  et  6,  que  nous  prendrons 
comme  seconde  valeur  approchée  de  la  racine  x0,  et  qu'il  s'agit  de 
déterminer. 

Si  Ton  pose  z  =  Ax  -\-  B,  on  a  À  z  =  A.  Az,  de  sorte  que  les  accrois- 
sements de  z  sont  proportionnels  à  ceux  de  x.  Par  conséquent  si 
l'on  suppose  z  =  f(a)  pour  x  =  a  et  z  =  f\  b)  pour  x  =  6,  d'après  ce 
que  nous  venons  de  dire  : 


d'où 

L'hypothèse  f(a)  f{b)  <  0  montre  que  z  s'annule  pour  une  valeur 
x{  comprise  entre  a  et  b,  et  donnée  par  l'équation  (1)  dans  laquelle 
on  pose  z  =  0,  d'où  Ton  tire  : 

_       (b-a)f(a) 

Xl~a~     A*î-A«) 
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On  prendra  donc  comme  seconde  approximation 

x-a       [b-a)f(a) 
*•-«-  f{b)-f{a)' 

II  s'agit  de  savoir  dans  quel  sens  est  approchée  cette  valeur  xv. 
Pour  cela  nous  étudierons  la  fonction 

y(x)=f(x)  —  z 
c'est-à-dire 

,(x)s/(g)-^)-A^I^(g)(g-g)  (3) 

On  a: 

M) -M 


9»  =/"(*). 


b  —  a 


Supposons  que  la  dérivée  seconde  de  f{x)  conserve  un  signe 
invariable  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  b. 

La  fonction  9(0?)  est  nulle  pour  x  =  a  et  pour  x  =  b  ;  donc  elle 
passe  par  un  maximum  ou  un  minimum  pour  une  valeur  de  x 
comprise  entre  a  et  b.  Pour  fixer  les  idées,  supposons  f '(x)  >  0 
dans  l'intervalle  (a,  b).  La  fonction  cp'(x)  est  croissante,  elle  s'annule 
donc  entre  a  et  b  en  passant  du  signe  —  au  signe  -f,  la  fonction  9 
passe  par  un  minimum;  or  elle  part  de  zéro  et  revient  à  zéro  quand 
x  croit  de  a  à  b,  elle  est  donc  négative  dans  cet  intervalle.  En  par- 
ticulier, on  a  cp(xj)  <  0,  c'est-à-dire  ffa)  <  0,  puisque  z  =  0  pour 
x  =  xx.  On  verra  de  même  que  si  Ton  suppose  f"  (x)  <  0,  on  aura 
f{xt)  >  0,  de  sorte  que /*(#,)  et  f"  (art)  ont  des  signes  contraires; 
d'où  il  résulte  que  xx  est  approchée  dans  le  même  sens  que  celui 
des  deux  nombres  a  ou  b  qui  donne  au  produit  f{x\  f(x)  le  signe  — . 

709.  Interprétation  géométrique.  —  Si  l'on  considère  la 
courbe  qui  a  pour  équation  en  axes  rectangulaires  par  exemple  : 

y=n*) 

cette  courbe  passe  parle  point  A  ayant  pour  coordonnées  [a,  /(a)]. 
et  par  le  point  B  qui  a  pour  coordonnées  [b,  f  (b)].  Par  hypo- 
thèse l'arc  AB  de  la  courbe  coupe  Taxe  des  x  en  un  point 
M  dont  on  cherche  l'abscisse.  La  méthode  précédente  consiste  à 
prendre  au  lieu  du  point  M  le  point  d'intersection  R  de  la  corde  AB 
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avec  Taxe  des  x.  On  reconnaît  aisément  que  si  Tare  AB  tourne  sa 
concavité  par  exemple  vers  les  y  positives,  le  point  R  sera  situé 
entre  le  point  M  et  la  projection  sur  Taxe  des  x  de  celui  des  deux 
points  A  ou  B  dont  l'ordonnée  est  négative. 

710.  Méthode  d'approximation  de  Newton.  —  Soient  a  et  b 
(a  <  h)  deux  nombres  comprenant  une  seule  racine  simple  de 
Téquation  f(x)  =  0.  Supposons  que  f  (x)  garde  le  même  signe 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  b. 

Nous  pouvons  représenter  la  racine  comprise  entre  a  et  b  par 
a  +  h  ou  par  b  —  k.  II  s'agit  de  déterminer  les  corrections  A  ou  k. 

La  formule  de  Taylor  donne  : 

0  =  /(«  +  h)  =  f[a)  +  hf  (a)  +  il/"  (a  +  9k) 

o  =  nb  -k)= m  -  kr  w  +~  r  (*  -m 

6  et  9'  désignant  deux  nombres  positifs  moindres  que  l'unité.  On 
déduit  de  là  : 


en  posant 


/'(a)  "4  2       ^(a) 

a  et  p  sont  des  nombres  déterminés,  a,  et  /S,  sont  inconnus  ;  mais 
«i  etp,  contiennent  A*  et  A?  en  facteurs,  de  sorte  que  par  exemple  le 

rapport  —  est  en  général  assez  petit  pour  qu'on  puisse  négliger  *, 

devant  a  ;  et  de  même  pour  pt. 

On  peut  donc  dire  que  la  correction  positive  ou  négative  est 
donnée  approximativement  par  la  formule 


*  = 


/»' 


*  Voir  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  année  1889.  Sur  la  Méthode  «f  approximation  de 
Newton,  par  M.  Darboux,  p.  17. 
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dans  laquelle  a  désigne  une  racine  approchée  par  défaut  ou  par 
excès. 

Discussion.  —  Proposons  de  chercher  à  quelles  conditions  la 
formule  de  correction  de  Newton  est  sûrement  applicable  et  quelle 
est  celle  des  deux  limites  qu'il  faut  substituer  à  x  dans  l'expression 

/»' 
Considérons  les  trois  nombres 

a,       a  +  a,       a  +  a  +  «,. 

Le  premier  est  la  valeur  approchée  de  la  racine  cherchée,  le  der- 
nier est  cette  racine  elle-même  :  le  nombre  a  +  *  sera  sûrement 
plus  approché  que  a  et  dans  le  même  sens,  si  les  nombres  a  et  «t  ont 
le  même  signe,  c'est-à-dire  si 

f[a)etf"{a  +  0h) 

ont  le  même  signe  ;  ou  ce  qui  revient  au  même,  puisque  par 
hypothèse  ftf  [x)  garde  le  même  signe  entre  a  et  b,  si 

f(a)etr(a) 

ont  le  même  signe. 

Nous  trouverons  de  même  que  b  —  p  est  plus  approché  que  b, 
et  dans  le  même  sens,  si 

A*)et/"(*) 

ont  le  même  signe  ;  d'ailleurs  f(à)  et  f{b)  ont  des  signes  contraires  ; 
par  suite,  une  seule  correction  est  applicable  et  nous  pouvons 
énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Si  entre  a  et  b  qui  comprennent  une  racine  simple 
de  V équation  f{x)  =  0,  la  dérivée  seconde  f" '  (x)  ne  change  pas  de 
signe,  on  peut  appliquer  avec  certitude  la  correction  de  Newton  à  celui 
des  deux  nombres  a,  b,  pour  lequel  f[x)  et  f"  (x)  ont  le  même  signe. 

711.  Remarques.  —  1°  La  condition  que  f(x)  et/*"  (x)  aient  le 
même  signe  est  suffisante  pour  que  l'on  puisse  appliquer  la  mé- 
thode de  Newton,  avec  la  certitude  d'approcher  davantage  de  la 
racine,  mais  elle  n'est  pas  nécessaire.  Il  peut  se  faire  que  a  +  a 
soit  supérieur  à  a-{-  K  +  ^  et  pourtant  plus  près  de  a  -\-  «  -f  «,  que 
ne  Tétait  a;  (en  supposant  a  par  défaut,  cette  hypothèse  revient  à 
supposer  «>0,      «,  <0  et  |  a,  |  <  *.).  Dans  ce  cas,  en  appli- 
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quant  la  correction  à  la  limite  a,  on  dépasserait  la  racine,  mais  la 
nouvelle  valeur  a  +  «  plus  approchée  que  a,  mais  en  sens  con- 
traire, pourrait  même  être  plus  approchée  que  b\  il  pourrait  aussi 
arriver  que  a  +  *  fût  moins  approchée  que  a  (en  sens  contraire), 
mais  plus  approchée  que  b. 

A  la  vérité,  en  calculant  f(a  -f-  «),  on  saura  si  a  +  «  est  par  excès, 
et  si  a  +  *  est  inférieur  à  b,  on  remplacera  b  par  a-(-«,(ie  sorte 
que  a  et  a  -f  «  seront  les  deux  nouvelles  limites,  plus  rapprochées, 
renfermant  la  racine.  En  choisissant  celle  des  deux  limites  pour 
laquelle  la  correction  a  un  sens  bien  déterminé  on  n'a  pas  besoin 
de  calculer  f(a  +  «). 

2e  Désignons  maintenant  par  a  celle  des  deux  limites  pour 
laquelle  f(x)  et  f*  (x)  ont  le  même  signe,  on  déduira  de  a  une 
seconde  valeur  a,  =  a  -f-  «  plus  approchée  et  dans  le  même  sens. 
Or  f  (a,)  et  f  (a)  ayant  le  même  signe,  f(at)  et  f  (a,)  auront  aussi 
le  même  signe  et  par  suite  on  peut  appliquer  à  a,  la  correction  de 
Newton  avec  certitude.  Une  fois  que  l'une  des  limites  remplit  la 
condition  de  certitude,  toutes  celles  qu'on  en  déduit  par  la  formule 
de  Newton  remplissent  la  même  condition. 

3°  Pour  cette  limite,  la  correction  ne  peut  tomber  en  défaut, 
autrement  dit  on  ne  peut  supposer  f  {a)  =  0,  car  on  aurait  dans 
ce  cas 

ce  qui  est  impossible,  puisque  les  deux  termes  ont  le  même  signe. 
4°  En  appliquant  indéfiniment  la  méthode  de  Newton,  on  forme 
une  suite  de  nombres 


0M+1» 


qui  vont  en  croissant  (si  a  est  la  limite  inférieure)  et  sont  toujours 
plus  petits  que  la  racine  cherchée  ;  ces  nombres  ont  donc  une 
limite  >.  D'ailleurs 

_       f  (an) 

or,  la  différence  an+l  -ona  pour  limite  zéro  ;  f  (aH)  ne  peut  pas 
être  infini,  car/"  (*)  ayant  toujours  le  même  signe  quand  x  varie 
entre  a  et  b,  f  (x)  varie  dans  le  même  sens  depuis  f  (a)  jusqu'à 
/"(*);  donc,  si  n  augmente  indéfiniment,  lim  /*(an)  =  0,  ou 
/*(>)  =  0.  Les  nombres  considérés  ont  donc  pour  limite  une  racine 
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de  l'équation  proposée,  et  cette  racine  est  évidemment  la  racine 
comprise  entre  a  et  b  puisque  >.  est  lui-même  compris  entre  a  et  b. 
5°  L'erreur 

__       h*f''(a  +  Qh) 
"'"       2        f  («) 

est  moindre,  en  valeur  absolue,  que 

{b  —  a)'  M 
2  /"(«)     ' 

M  étant  la  plus  grande  valeur  de  f"  (x)  quand  x  est  compris  entre 
a  et  b. 

Si  Ton  peut  évaluer  M,  on  pourra  facilement  savoir  sur  combien 
de  décimales  on  peut  compter  dans  la  valeur  de  a  -f-  a  ;  si  a  est  par 
défaut,  il  faudra  calculer  a  +  «  par  défaut  ;  si  au  contraire  a  est 
par  excès,  il  faudra  calculer  a  +  «  par  excès. 

II  convient  de  remarquer  que  si  Ton  applique  simultanément  la 
méthode  des  parties  proportionnelles  et  la  méthode  de  Newton, 

on  obtiendra  deux  nouvelles  limites  an  bï  et  Ton  aura 

» 

«  <C  #t  <C  a?  <  bt  <  b. 

comme  on  le  reconnaît  bien  facilement,  puisque  si  la  méthode 
de  Newton  donne  aA  par  défaut,  la  méthode  des  parties  propor- 
tionnelles donnera  bx  par  excès. 

712.  Interprétation  géométrique  de  la  méthode  de 
Newton.  —  Supposons  tracée  la  courbe  ayant  pour  équation 
y  =  f(x);  on  connaît  le  point  A  [a,  f(a)]  et  le  point  B  [by  f[b)]; 
on  reconnaît  aisément  que  l'abscisse  du  point  de  rencontre  de  la 
tangente  en  A  avec  l'axe  de  x  est  égale  à 


par  suite  la  correction  de  Newton  revient  à  remplacer  Tare  AB 
par  sa  tangente  en  A  ou  en  B.  Il  faudra  choisir  celui  des  deux 
points  A  ou  B  qui  se  trouve,  par  rapport  à  Taxe  des  x,  dans  la 
région  vers  laquelle  Tare  AB  tourne  sa  concavité. 

EXERCICES 

1.  Appliquer  la  méthode  de  Newton  à  l'équation 

.ri  -Sx»  —  7* +  4=0. 
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2.  Prouver  que  si  les  racines  de  l'équation  f  (x)  =  0  sont  toutes  réelles  et  que  L 

/"(L) 
soit  une  limite  supérieure  des  racines  positives,  L  —  est  encore  une  limit»- 

/    W 
périeure. 

3.  Appliquer  la  méthode  de  Newton  à  la  résolution  de  l'équation  x*  —  A  =  0. 
A  étant  un  nombre  positif.  En  déduire  une  méthode  abrégée  d  extraction  de  la 
racine  carrée. 

4.  Appliquer  la  méthode  de  Newton  à  la  détermination  du  logarithme  d'un 
nombre  positif.  Évaluer  l'erreur  commise. 

5.  Soient  a  et  6  deux  nombres  tels  que  f"  (x)  ne  change  pas  de  signe  entre  a  et  6. 
On  suppose  f  (a)  f  [b)  >  0.  Montrer  que  si  f  [x)  s'annule  entre  a  et  6,  l'équation 
f{x)=Q  n'a  pas  de  racines  comprises  entre  a  et  b  si  Ton  a  : 

Appliquer  aux  équations  : 

a*  +  3  *»  —  2 x  +  1  =  0 
xh  +  x*  _  5,999  jr  -f  4  =  0 
100  x*  +  67  x"  —  59  x  +  il  =  0 
100  x*  +  67  x*  -  59,04  x  +  11  =  0. 

(Voir  E.  Catalan,  Manuel  des  candidats  à  V École  polytectaiiaue.) 


CHAPITRE    X 

RÉSOLUTION  ALGÉBRIQUE  DE  L'ÉQUATION  DU  3*  DEGRÉ 
ET  DE  L'ÉQUATION  DU  4*  DEGRÉ 

ÉQUATION  DU  3*  DEGRÉ. 

713.  Première  méthode.  —  Considérons  l'équation  du  3#  degré  privée  du 
second  terme  : 

x*  +  px  +  q  =  0.  (1; 

Nous  partirons  de  l'identité  : 
or»  — y»  —  z*  —  3  xyz  =(x  —  y  —  z)(x—  ay  —  **z)[x—  a*  y  —  ai)      (î) 

dans  laquelle  a  et  a1  désignent  les  deux  racines  cubiques  imaginaires  de  l'unité. 
Cette  identité  montre  que  l'équation  en  x 

x*  —  Sxyz  —  (y*  +  z*)  =  0 

a  pour  racines 

*i  =  y  +  -,      *%  =  *  y  +  «*  *,      *•  =  **y  H-  *  *, 
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d'où  Ton  conclut  que  l'équation  (1)  sera  résolue  si  l'on  peut  trouver  une  solution  du 
système 

y*    +  Z»    =  -  g        ) 

La  première  de  ces  deux  équations  donne  z  =  —  7—;  il  n'y  a  donc  plus  qu'à 
résoudre  l'équation  : 


Celte  équation  du  second  degré  en  y*  donne  : 


(4) 


»■=-!+. 


v/GM?)' 


e  étant  égal  à  =fc  1. 

Prenons,  par  exemple,  e  =  -f  1,  et  désignons  par  y'  l'une  des  racines  cubiques  de 
l'expression  obtenue,  de  sorte  que  l'équation  (5)  pourra  s'écrire  ainsi  : 


elle  aura  donc  trois  solutions  : 

a  et  a1  étant,  comme  plus  haut,  les  racines   cubiques  de   l'unité.  On  en  déduit 
trois  valeurs  correspondantes  de  s,  qui  sont  : 

__        P  _      _P_  _         ?} 

*i  —  —  5—7         *\  —  —  TT-r         ^  —  —  ; 


3  y'  *  3y'a  3  3ya«' 

c'est-a-dire  : 

_p  pa1  _„      Pa 

mais  le  produit  des  racines  de  l'équation  (4),  qui  est  du  second  degré  par  rapport 
à  y1,  étant  égal  à  —  f^j    et  l'une  des  racines  étant   y'*,  l'autre  racine  a   pour 

\3/  /        p  \3 

valeur  — Vj-    ou      (  —  tt)  ï   donc,   si  l'on   suppose  e  =  —  1,  l'équation  (5) 


devient 


»•=(-£)• 
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et  a  pour  racines 

»  p  a  p  x1 

*=-5F'      Vi==~37*     y,=_37; 

c'est-à-dire 

Ui  =  *!       y*  =  s3       y«  =  st. 

Les  valeurs  correspondantes  de  z  sont  donc  : 

-4  =  Ux       z>  =  y*       3«  =  ^t» 
car 

—  P  —P  ~~  P  _ 

Il  résulte  de  là  qu'on  aura  toutes  les  solutions  de  l'équation  proposée  en  prenant 

et  Ton  peut  encore  remarquer  que  ces  formules  se  permutent  les  unes  dans  les 
autres  quand  on  change  y'  en  y'  a  ou  en  y'  a1.  11  suffit  donc  de  remplacer  dans  les 
formules  (6),  y'  par  Tune  quelconque  des  racines  cubiques  de  l'expression 


A— !  + 


vW+ffi- 


714.  DIscvmIoii.  —  Supposons  p  et  q  réels.  Nous  distinguerons  trois  cas. 
Premier  cas  : 


Dans  ce  cas  À  est  réel  ;  soit  y'  sa  racine  cubique  arithmétique  ;  d'après  ce  qui 
précède  — -  «—  est  îa  racine  cubique  arithmétique  de  l'expression 


puisque 


°=-?-v/(i)'+(9" 


Ainsi,  en  désignant  par  y'  et  z   les  racines  cubiques  arithmétiques  de  A  et  de  B 
les  racines  de  l'équation  proposée  ont  pour  valeurs  : 

on  a  obtenu  ces  formules  en  remplaçant  «  par  "*"  * v     et  a*  par  ""  v3' 

Comme  y'  —  z'  est  différent  de  zéro,  on  voit  qu'une  seule  racine  est  réelle. 
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Deuxième  cas  : 


©'+©■-•• 


Alors 


A  =  B  =  —  ^  ;  on  trouve  y'  =  z  =  i  /  — 


2 

et 

xi  =2;/'        a-,=  —  y'  =  a;3. 

L'équation  a  ses  trois  racines  réelles  :  une  racine  simple  et  une  racine  double. 
Troisième  cas.  —  Soit,  maintenant  : 


©■+©■<•• 

A  est  imaginaire,  posons  : 


et  soit  :  w  +  v  i 

Tune  des  racines  cubiques  de  A,  de  sorte  que  nous  puissions  prendre 

y'  =  u+  vi. 


On  aura  alors 
et,  par  suite, 
d'où 

donc 


B  =  a  —  6i, 


(?i«  +  t>«)»  =  AB  =  -g 


t«i+t,t=  — ? 


Observons  d'ailleurs  que  —  ^  est  positif,  sans  quoi  (~J    +  (-)   serait  positif; 

il  résulte  de  là  que 

P 
u  —  v  i  =  —  -+-, 

3  y 
donc  les  racines  de  l'équation  proposée  sont  : 

xt  =  2  »,         a-,  =  —  u  —  v  \^S ,         t,  =  —  u  +  o  v3. 

L'équation  a  donc  ses  trois  racines  réelles  ;  il  reste  à  vérifier  qu'elles  sont  inégales, 
U  est  évident  que  xt  est  différente  de  x3  ;  considérons  xt  et  xs.  Si  x{  était  égale  à  x^ 
on  aurait  : 

3ti  =  9y3      ou      v  =  U\fà 
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H,  par  suite, 

u  +  »î  =  tt(|  +  t^S) 

d'où 

(«  +  »f)>  =  —  8  a», 

ce  qui  est  impossible,  attendu  que  (u  +  wi)*  est  imaginaire.  On  verra  de  même 
que  xt  ne  peut  être  égale  à  xt. 
715.  Remarque.  —  On  peut  écrire  ainsi  la  formule  de  résolution  : 


W-way+ffi"--* 


le  radical  cubique  étant  susceptible  de  trois  déterminations  (formule  de  Cardan). 

Lorsque  (|)  -h  (^)  est  négatif,  cette  formule  est  compliquée  d'imaginaires,  et 

pourtant  les  valeurs  correspondantes  de  x  sont  réelles.  L'algèbre  ne  peut  pas  lever 
la  difficulté;  pour  cette  raison,  ce  cas  est  appelé  cas  irréductible. 
La  question  est  tranchée  par  l'emploi  de  la  trigonométrie.  Posons  : 


y/®\(ff-.— 


ce  qui  donne 


-f+VHJ+ÎSJ^P  (cos  »  +  « si3a  «)» 


9 


^  I       et     cos  w  = 


Cette  valeur  de  cos  u>  est  acceptable,  comme  cela  résulte  immédiatement  de 
l'hypothèse: 


(*)■♦  (!)•<»•  -  £$ 


<i. 


Les  racines  cubiques  de  A  seront  donc,  comme  on  sait  : 

V  "  5  (^j  +  • 8,n  s1,     V  -  3  Ie08  —r-  +' s,n  -5— > 
V^-|(oo.=il:+*dnii±li). 

Ce  sont  les  valeurs   de  y;  les  valeurs  correspondantes  de  z  sont  les  valeur? 
conjuguées,  comme  on  s'en  assure  aisément.  On  a  donc  enfin  : 


^V^08^2^008^  "=2V/="' 


p         w-f  Ait 

5  e0— à- 


716.  Deuxième  méthode  (Hudde).  —  On  pose  x  =  y  +  2,  l'équation  devient  ; 

(y+z)  (3yx  +  p)  +  j,«  +  23  +  ^  =  o. 
On  est  ramené,  comme  plus  haut,  à  la  résolution  du  système  : 
3yz+  ;>  =  0         y»  +  z»  +<7=0. 
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717.  Troisième  méthode  (équation  complète).  —  Nous  donnerons  encore  la 
méthode  suivante,  fondée  sur  la  propriété  du  Hessien  que  nous  avons  démontrée 
plus  haut  (539). 

Posons  : 

rçr,y)  =  ax*  +  36x«j,  +3cxy*  +  dy*. 

On  trouve,  en  désignant  par  h  le  Hessien  divisé  par  le  facteur  36  : 

h=(ax+by)(cx  +  dy)  —  (bx  +  cy)%  =  (ac  —  bx)x%  +  (ad  — 6c)ry  +  (bU  —  c%)y%. 

Si  le  discriminant  A  =  {ad—  bc)*  —  4  (ac  —  b*) (bd  —  c1)  est  nul,  le  Hessien  est 
un  carré  parfait  ;  dans  ce  cas  l'équation  proposée  a,  comme  on  sait,  une  racine 
double  et  une  racine  simple  ;  alors  la  résolution  n'offre  pas  de  difficulté,  la  racine 
double  étant  la  racine  commune  aux  deux  équations 

ax*+2bx  +  c=0      bx*  +  2cx+  d  —  0. 

Ce  cas  laissé  de  ce  côté,  le  Hessien  peut  se  mettre  sous  la  forme  d'un  produit  de 
deux  facteurs  ;  il  n'y  a,  pour  cela,  qu'à  résoudre  l'équation  du  second  degré 

(ac  -  b*)x*  +  (ad—  bc)xy-\-  (bd—  c1)?/*. 

Nous  avons  donc 

/e  =  XY 

X  et  Y  étant  donnés  par  les  formules 

X  =:  olx  +  $y    Y  =  txx  +  p'  y, 

où  a,  p,  a',  p'  sont  des  quantités  connues,  et  l'on  a  : 

a  p  —  p  a'  *£  0. 

Par  suite  : 

x=pX  +  j/Y 
y  =  qY+ç'Y. 

Si  nous  faisons  cette  substitution,  on  obtiendra  h  exprimé  en  fonction  de  X 
et  de  Y,  la  fonction  f(x.  y)  deviendra  F  (X,  Y),  et  en  supposant 

HpX-fp'Y,  îX  +  ç'YlsPJX.Y) 
et  posant 

F(X,  Y)  =  AXS  +  3BX*Y  +  3CXY*  +  DY* 

on  aura,  H  désignant  le  Hessien  de  F  (X,  Y)  divisé  par  36  : 

H  =  (AC-B*)X«+(AD--BC)XY+(BD--CI)Y. 

Mais 

H==/i{is 

p  étant  le  module  de  la  substitution  ;  donc 

H=jjl*  XY 

On  a  donc  : 

ÀC-B»=0,      BD— G*=0,      AD  — BC=ifc«, 

II.    —    B.  KIKWKHOLOWSKI.  —   ALOÉBMS.  29 
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À  est  différent  de  zéro,  car  l'hypothèse  A  ~  0  entraîne  B  =0,  et  p.  =  0  ce  qui  est 
contraire  à  nos  suppositions. 

On  voit  immédiatement  que  B  et  C  sont  tous  deux  nuls  ou  tous  deux  différents  de 
zéro.  Si  l'on  suppose  B  ^  0,  C  ^  0  on  aura  aussi  D  ^=  0  et 

A__B_C 
B""C~D* 

1 

En  désignant  par  -  la  valeur  commune  de  ces  rapports  on  aura  dans  ce  cas 

B  =  XA      C  =  X*A      D  =  X»A 
et 

F(X,Y)  =  A(X  +  XY)«, 

la  fonction  f(x,  y)  sera  aussi  un  cube  et  l'équation  proposée  aura  une  racine  triple. 
Si  nous  écartons  ce  cas  particulier,  nous  devons  supposer  B  =0,  C  =  0;  de  sorte  que 
l'équation  sera  ramenée  à  la  forme 


AX»  +  CY»  =  0 

ffl'-ï 


équation  que  l'on  sait  résoudre. 


ÉQUATION  DU  4«  DEGRÉ. 

718.  Méthode  4e  Descartes.  —  Pour  résoudre  1  équation 

x*-\-nx*  +  px*  +  çx  +  v  =  0  (1) 

il  suffit  évidemment  de  décomposer  le  premier  membre  .en  un  produit  de  facteurs 
du  second  degré  ;  posons  : 

x.4  +  nx%  +  pxt  +  qx  +  v  =  {x*+ax  +  b)(x*  +  a'x  +  à)  (2) 

11  s'agit  de  résoudre  le  système 


a  -f  a'  =  n  \ 

aa'  +  6  +  b'=p  ( 

ab'-\-ba'  =  q  { 

bb'  =  r  ) 

Si  l'on  pose  o  =  --f  :,  d'où  a  =  -  —  z  le  système  (3)  devient  : 

6  +  b'=z*+p~ 

(6'-6)x  +  (©  +  ô')5=* 

bb'  —  r 
d'où  l'on  tire 


(3) 


h'  -  h  : 


»— 8(5»+p~ï) 
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et  en  portant  les  valeurs  de  b  +  b'  et  b  —  b'  dans  l'identité 

on  obtient  l'équation  : 


K'+'-t)'— ]-B("+<- ?)-']'=« 


W 


Cette  équation  est  du  3«  degré  par  rapport  à  z1,  et  Ton  voit  immédiatement  qu'elle 
a  une  racine  positive  puisque  le  coefficient  de  (z1)*  est  égal  à  +  1,  et  que  le  terme 
indépendant  est  négatif. 

Si  les  coefficients  de  l'équation  (1)  sont  réels,  on  déduira  du  calcul  précédent,  en 
appelant  s'»  une  racine  positive  de  l'équation  (4)  : 


«    .     ,  n 

a=  -  4-  z       a  =  -  —  z 
%  2 

et  Ton  aura  ensuite  b  et  b'  puisque  l'on  connaît  b+b'  et  6—6'.  Si  l'on  changez'  en— z' 
a  et  a'  ainsi  que  b  et  b'  sont  permutés,  ce  qui  ne  change  rien.  L'équation  (4)  est 

n\ 

dite  la  résolvante.  On  peut  choisir  une  autre  inconnue  ;  en  posant  z*  +  p =  y, 

4 
la  résolvante  prend  cette  forme  plus  simple  : 

(y  +  j-p)(y,-ir)-Qy-gy  =  0  (5) 

719.  Méthode  4e  Ferrari.  —  L'équation 

f(x)=a+-\-nx*  +  px*-{-qà:  +  r=Q  (1) 

peut  se  mettre  sous  la  forme 

Si  le  second  membre  était  un  carré  parfait,  la  résolution  de  l'équation  (1)  serait 
ramenée  au  second  degré.  Introduisons  une  indéterminée  que  nous  désignerons  par 

^  (dans  la  pratique  on  prendra  y),  et  mettons  l'équation  (2)  sous  la  forme  : 


(3) 


W 


(*+i-+0,-('+ï-')',+(¥-')*+ï- 

Si  l'on  choisit  pour  y  une  racine  de  l'équation  : 

fW_(,+  Ç_,)(Ç_,)_.(-f_t)'_. 

le  second  membre  de  l'équation  (3)  sera  un  carré  parfait.  Si  Ton  suppose  que  les 
coefficients  de  l'équation  (1)  sont  réels,  il  convient  de  décomposer  cette  équation  en 
deux  équations  du  second  degré  à  coefficients  réels  ;  pour  qu'il  en  soit  ainsi  il  est 
nécessaire  de  chercher  pour  y  une  racine  vérifiant  l'inégalité 


Digitized  by 


Google 


4Ô2  .    COURS  D'ALGÈBRE 

Or: 


9  (p - 1) = ~ 4 B^"?) "■  ?],<0,  ç(+  °°) > ° 


w1 


L'équation  <p(y)  =  0  a  donc  une  racine  plus  grande  que  p ,  excepté  dans  le 

n  /        n*\  n* 

cas  ou    -(p—  — )  =  ç.    S'il  en  est  ainsi    p  —  —   est  une  racine  de  l'équation 

9  (y)  =0  ;  désignons  cette  racine  par  y'.  En  remplaçant  y  par  y'  l'équation  proposée 
devient  : 


('■+î-+f)'=Ç- 


(6) 


V'1 

Si r  est  un  nombre  positif,  la  question  est  résolue,  V équation  se  décompose 

4 


et 


xt  +  ?  x  +  L  +  4 /C  _  r  =  0 
2  3        V  4 


y'« 
Je  dis  que  si    — r  <  u    l'équation  9  (y)  =  0  a  une  racine  y"  plus  grande  que  y  . 

4 

En  effet  y'  étant  racine  de  ?  (y)  =  0,  nous  pouvons  écrire  : 

L'équation  9  (y)  =  0  admet  donc,  outre  la  racine  y',  les  solutions  de  l'équation 


Or,  on  a  : 


4,(y)  =  5£-r-n«(y-y')  =  o 


4,(3,')  =  ~-r>    ♦(+•)><>• 


L'hypothèse r  <  0  montre  que  l'équation  ty  (y)  =  0  a  une  racine  y"  >  y\ 

4 

On  pourra  donc,  dans  tous  les  cas,  trouver  une  valeur  de  y,  racine  de  réquatkn 

9  (y)  =  0  et  vérifiant  l'inégalité  (5),  en  laissant  de  côté  le  cas  particulier  donnant 

V'1 
l'équation  (6)  avec  la  condition  ^-  —  r  >  0, 

En  choisissant  y  comme  nous  venons  de  le  dire,  l'équation  (3)  devient  : 
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de  sorte  qu'elle  se  décompose  en  deux  équations  du  second  degré 


+  (i-\A+ï-')-+i- 


S-, 

2 

=  0         o) 


Vy+?-* 


2-, 


(8) 


Si  les  racines  de  l'équation  (7)  sont  les  nombres  xi}  xt  et  celles  de  l'équation  (8) 
x3  et  xAy  on  voit  que 

y  =  ar,a?t  +  jyr4 

Par  conséquent  l'équation  9  (y)  ■=.  0  que  nous  pouvons  appeler  la  résolvante  de 
Ferrari,  est  l'équation  qui  a  pour  racines  les  valeurs  que  prend  l'expression 
txxx  -f  xyjci  quand  on  remplace  de  toutes  les  manières  possibles  les  lettres 
xu  a-„  x3,  ar4  par  les  quatre  racines  de  l'équation  (1).  Ce  résultat  subsiste  quand  l'équa- 
tion est  ramenée  à  la  forme  (6). 

Si  l'on  pose 


n»  2 

on  a 


tf 


y  +  T-p=j 


z      «  «     n 

j="  +  ^     2  +  5 


-â^^l   +   ^U        ô  +  ô  =   ~"    ^3  —  Xi 


en  faisant  cette  transformation,  l'équation  9  (y)  deviendra  une  équation  du  troisième 
degré  en  z%  dont  les  racines  seront  les  valeurs  que  prend  la  fonction 

*1   +  *\  —  *3  —  *4 

quand  on  remplace  de  toutes  les  manières  possibles  "les  lettres  xu  x^x^Xi  par 
les  quatre  racines  de  l'équation  proposée.  On  voit  que  cette  équation  est  préci- 
sément la  résolvante  de  Descartes  ,  comme  cela  résulte  d'ailleurs  évidemment  de 
la  méthode  de  Descartes.  L'équation  9  (y)  =  0  n'est  pas  autre  chose  que  l'équa- 
tion (5)  du  n°  précédent. 

Ajoutons  que  si  l'équation  f  (x)  =  0  a  ses  quatres  racines  réelles,  ou  bien  ses 
quatre  racines  imaginaires,  l'équation  9  (y)  =  0  a  ses  trois  racines  réelles;  si 
f(x)  =  0  a  deux  racines  réelles  et  deux  imaginaires,  9  (y)  =  0  a  une  racine  réelle 
et  deux  imaginaires.  —  Les  réciproques  sont  vraies. 


EXERCICES 

1.  Résoudre  l'équation 

*•_  3.r«  +  20=0. 

2.  Résoudre  l'équation 

16 x*  -  94  x0x*  +  (9  *J+3yJ)  *-*,(*2  +  $  =  0 
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—  En  posant  x  =  x  -r  ^  on  obtient. 

3.  Étant  donnée  l'équation 

xJ-rpxt  -r  fx  -+-  r  =  0 

on  pose  x  =  y  -f  x  ;  l'équation  prend  la  forme 

y*  +  Pyf-i-Qy  +  R=Of 

P,  Q,  R  étant  dV*  fonctions  de  r.  On  détermine  x  pour  la  condition   P1  =  3  Q.  En 
déduire  une  méthode  de  résolutions  de  l'équation  du  troisième  degré. 

En  ponant  Q*  =  3PR,  on  aura  une  autre  équation  en  ;  ;  en  déduire  la  futrmulr  <)r 
résolution  suivante  : 


3x  +  p  =  \/(3ç  _/,«,  (3 z  +p)  -  - 


3?-Pa 


*'(3f-p*)(3;=+») 

(LKBESGCE.) 

4.  Appliquer  la  méthode  de  Ferrari  à  l'équation  bicarrée. 

5.  Appliquer  la  méthode  de  Ferrari  à  l'équation 

x*  +  lSx»  +  55x»  +  i»x  +  99=0. 

6.  Résoudre  l'équation 

x«  —  12x«  +  3=0. 

7.  Pour  résoudre  l'équation 

x*  +  nx*  +  »xt-h^x+r=:0t 

on  peut  employer  la  méthode  suivante.  On  posex1  =  y  et  l'on  considère  l'équation 

y*  +  wxy+py  +  tfx  +  r-f  X  (x»  —  y)  =  0 

on  forme  Y  équation  en  X  relative  aux  deux  coniques  ayant  pour  équations 
y*-\-nxy  +  py  +  qx  +  r=0      x»  —  y=0. 

on  sait  [Cours  de  géométrie  analytique),  qu'il  y  a  au  moins  une  racine  réelle  dt> 
l'équation  en  X  qui  correspond  à  deux  sécantes  communes  réelles.  En  d'autres  termes 
il  y  a  au  moins  une  valeur  réelle  de  X  telle  que  : 

y*+  nxy  +  py+qx  +  r  +  X(x«  —  y)  =  (ux+vy  +  t*0(K'x-f  »'y+ «/). 

En  remplaçant  y  par  x»,  on  a  donc  à  résoudre  l'équation 

(ux+vx*  +  io)(m'x4-  v't*  + 10')  =  0. 
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CHAPITRE   XI 
DÉCOMPOSITION  DES  FRACTIONS  RATIONNELLES 


720.  Soient  f(x)  et  <?  (x)  deux  polynômes  premiers  entre  eux. 

Nous  nous  proposons  de  décomposer  la  fraction  rationnelle  ^-~ 

^  px  4-  Q 

en  une  somme  de  fractions  de  la  forme —  ou 


(x-a)-  {x'  +  px+q)»' 
complétée,  s'il  y  a  lieu,  par  un  polynôme  entier;  A,  P,  Q,  p,  q, 
étant  des  constantes,  «  et  n des  entiers  positifs,  et  x  —  a,  x2  -f  px  -f-  q 
des  diviseurs  du  premier  et  du  second  degré  de  cp  [x).  Nous  avons 
déjà  indiqué,  au  moins  en  partie  (90),  la  possibilité  du  problème. 
Nous  allons  compléter  ici  ces  notions. 

Supposons  que  les  coefficients  des  polynômes  f(x)  et  <p  {x)  soient 
réels  et  supposons  que  l'équation  ç  (x)  =  0  ait  une  racine  réelle  a 
d'ordre  «  de  multiplicité  et  posons 

c?  {x)  =  (x  —  a)«  <?,  (x)      (cf1  {a)  ^  0). 

Les  polynômes  (x  —  a)«  et  cpt  (a?,)  sont  premiers  entre  eux  et  avec 
f{x);  par  conséquent  (89)  on  peut  déterminer  deux  polynômes 
entiers^  (x)  et  /*,  (x)  vérifiant  l'identité 

(x— a)«<p/x)        (x  —  a)«       cp,  (x) 

E  (x)  étant  un  polynôme  entier  égal  à  la  partie  entière  du  quotient 
de  /"(x)  par  9  (x),  ^  (x)  étant  premier  avec  x  —  a  et  de  degré  infé- 
rieur à  «,  /*t  (x)  étant  premier  avec  c^  (x)  et  son  degré  étant  inférieur 
à  celui  de  <j>t  (x).  Or,  ^  (x)  étant  au  plus  de  degré  a  —  1 ,  on  a  : 

*(x)  =  *(a)  +  (x-a)f(a)  +  i^ 

donc 

1     w  1 

♦  (g)  =  jW    ■     fM     ,  "2lr(gl   ,  (T^îjï **~'(fl). 

(x  — a)*      (x — a)«  '  (x — a)a-1      (x — a)*""2 x  — a        * 
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Il  convient  de  remarquer  que  +  (a)  est  nécessairement  différent  de 
zéro  puisque  $(x)  est  premier  avec  (x —  a)*. 
Nous  pouvons,  par  conséquent,  poser  : 

f[x)  A  A,  A,  A,.,      ft(x)      V(  . 

<?(*;      (*  -  a)«  ^  (.r— a)«~!  "*"  (ar— a)«-»  "r'""r  x— a  ^  ?,(*)  "*"    W  W 

A,  A,,  A2, A«_i,  étant  des  constantes  réelles  dont  la  première 

est  nécessairement  différente  de  zéro. 

Soit  b  une  deuxième  racine  réelle  d'ordre |3,  de  l'équation^  (*):=: 0; 
de  sorte  que 

*i  (*)  =  (*-*?*.(*)      (*.(*)  *0) 

f  (x)  f(x) 

opérant  sur  /!  ;  !  comme   sur  '-— ^,   on   obtiendra  une  seconde 

identité 

/*«(*)_      B                B,  -5tL.AW      r2v 

<?,(*)  ~  (a?  —  *)M  (x— £)?-*"r ^a?-*      <?i(«) 

B,  B1?  B2, B?-i  étant  des  constantes  réelles  dont  la  première  Best 

essentiellement  différente  de  zéro,  cl/i  [x)  étant  un  polynôme  entier 
premier  avec  <fo(a?)  et  dont  le  degré  est  inférieur  à  celui  de  Ç,  (x). 
Il  n'y  a  plus  de  partie  entière  dans  le  second  membre  puisque  le 
degré  de  fv  (x)  est  inférieur  à  celui  de  cpt  (x). 

On  continuera  ainsi  tant  que  l'on  n'aura  pas  employé  toutes  les 
racines  réelles  de  l'équation  9  (x)  =  0.  Supposons  que  l'équation 
cp  [x)  =  0  ait  n  racines  réelles  distinctes  ;  nous  aurons  »  identités 
analogues  aux  précédentes,  la  dernière  étant 

fn-l(*)_       L                    Lt  1     L*-»  (n) 

«f»-!  (a?) ~~>  -  /)*  ^  (*  —  /)*-'  ^ ^  *  —  f       w 

Ajoutant  membre  à  membre  les  identités  (1),  (2) (m),  on  obtient 


/  \x)  =  r/  \    1         A  ,  At 


ar —  a 

j-      B      + 5î + +-ËÎZL. 

^  (#  _  ft)i^  (x_ft)M  ^  ^x  —  b 

+ (n  +  1) 
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Cette  formule  suppose  que 

Îhi(*)sH(*-/)» 
de  sorte  que 

<p  (a?)  =  H  (a?  —  a)«  (a:  —  6)* (a?  — 1)\ 

721.  Cas  où  le  dénominateur  contient  des  facteurs 
imaginaires.  —  La  formule  (n  +  1)  subsiste  d'ailleurs  si  quel- 
ques-unes des  racines  a,  b, /  sont  imaginaires.  Mais  dans  ce  cas 

les  constantes  A,  A,, A«_i, L, L*_i  peuvent  être  imagi- 
naires. Pour  avoir  une  décomposition  avec  des  coefficients  toujours 
réels  on  a  imaginé,  dans  le  cas  des  racines  imaginaires,  un  autre 
mode  de  décomposition.  Supposons  pour  plus  de  généralité  que 
l'équation 

<?  (x)  =  0 
ait  des  racines  réelles  ainsi  que  des  racines  imaginaires,  et  soit  : 

cp  (or)  =  {x  —  a)*  {x  —  b)f [x  —  /)*  <?„  (x) 

r équation  <pn  (x)  =  0  n'ayant  que  des  racines  imaginaires.  Nous 
pouvons  commencer  la  décomposition  comme  dans  le  premier 
cas;  seulement  la  ne  identité  devra  être  modifiée,  car  nous  aurons 
maintenant  : 

9n_!  (x)  =  {X  —  l)}  fn  {X) 

et  par  suite,  au  lieu  de  l'identité  (n)  nous  obtiendrons  celle-ci  : 
A-i(*)_       L  L,  U-i       A  (a?) 

Pour  continuer  la  décomposition,  soit  x3  +  px  +  y  un  diviseur  du 
second  degré  de  <p„  (.r),  correspondant  à  deux  racines  imaginaires 
conjuguées  et  d'ordre  de  multiplicité  égal  à  p,  de  sorte  que 

yn(x)  =  (x*  +  px  +  q)*  ?,,+,  {x). 

Les  polynômes  fn  (x)  et  <3p„  (#)  sont  premiers  entre  eux  par  hypo- 
thèse, et  le  degré  du  premier  est  inférieur  à  celui  du  second  ;  on 
pourra  donc  trouver  deux  polynômes  Q(x)  et  fn+i  (x)  vérifiant 
l'identité 


fn(x)_  Q(X)  f^W 

?«  (x)      (a?1  +px  +  q)*  "*"  <?»+,  (a?) 


(»'  +  «) 
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le  second  membre  étant  la  somme  de  deux  fractions  irréductibles. 
Le  degré  de  Q(x)  est  au  plus  2f* — 1.   Si  nous  divisons  Q(x)  par 
ar*  +  px  -f  ç,  nous  obtiendrons  l'identité 

9  (*)  =  (g*  +  px  +  q)  94  (x)  +  Px  +  Q 

S,  (a?)  étant  un  polynôme  entier  au  plus  de  degré  2  p  —  3,  P  et  Q 
étant  des  constantes  qui  ne  peuvent  être  nulles  toutes  les  deux, 
puisque  9  [x)  est  premier  avec  x*  +  px  -f-  ç.  On  trouvera  de  même 

e,  (*)  =  (*2  +  p*  +  q)  Oi  (*)  +  p,  *  +  Q. 


9^  (*)  =  (*»  +/>*  +  <?)  (P*-i  x  +  (},_,)  +  P^,  x  +  Q^ 
de  sorte  que 

9(g)       __    P*  +  Q      .      P,*  +  Q,      ■         P.-i^+Q,,, 

P,  Q,  P,,  Qj P^-i,  Q^«i  étant  des  constantes.  Nous  avons  déjà 

fait  observer  que  P  et  Q  ne  peuvent  être  nulles  toutes  les  deux. 

On  peut  obtenir  l'identité  précédente  par  une  méthode  remarquable  due  à  Jacobi. 
Divisons  8  {x)  par  x*  +  px  -f  q  —  y. 

Nous  obtiendrons  un  quotient  entier  par  rapport  à  x  et  y  et  un  reste  du  premier 
degré  en  x  et  entier  par  rapport  à  y,  de  sorte  que  nous  aurons  l'identité 

•  (x)  =  {x*  +  p*  +  q-y)Q[x,y)+  P*  +  Q  +  (P,*  +  Qi)y+ ...  +  (Ph*  +  QA)y\ 

si  nous  faisons  y  =  x*  -\-  p  x  +  q  dans  les  deux  membres  de  cette  identité,  nous 
obtiendrons 

Q(x)=Px+Q  +  pix+Qi)(x*  +  px  +  q)±{l>ix  +  Qt)(x'+p+q)*  + 

+  OV-i  +  Q>_i)(*I  +  P*  +  9)'*-1- 

Le  second  membre  s'arrête  au  terme  contenant  (x*  +  px  -f?)11"1  en  facteur 
puisque  le  premier  membre  est  supposé  de  degré  2  \i  —  1  au  plus.  On  a  ainsi  déve- 
loppé un  polynôme  entier  suivant  les  puissances  de  x*  -f  P  *  -f  ?»  les  coefficients 
étant  des  binômes  de  premier  degré  en  x.  On  peut  remarquer  que  la  méthode  est 
générale  et  que  l'on  peut  développer  de  la  même  manière  f(x)  suivant  les  puissances 
de  9  {x),  les  coefficients  étant  des  polynômes  de  degré  n  —  1,  n  étant  le  degré  de 
<p  (ar).  11  suffira  de  diviser  f  (r)  par  9  [x)  —  y  etc. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  Ton  peut  écrire  : 

A  (*)         P*  +  Q       .        Pt*  +  Qi        , 


V  +  p* +  ?     ?«+i(*) 
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on  traitera  la  fraction   w+1  ,  ;  de  la  même  façon,  et  en  continuant 

de  la  sorte  jusqu'au  dernier  diviseur  du  second  degré  de  <y  (x),  on 
arrive  à  la  formule  : 

^-ew+s[(^t.+(^p+ +hH 


+  2L(^+f 


les  signes  2  s'étendant  à  tous  les  facteurs  correspondants  aux 
racines  réelles  ainsi  qu'aux  facteurs  du  second  degré  relatifs  aux 
racines  de  l'équation  9(3?)  =  0. 

722.   La  décomposition  précédente  n'est  possible  que 
d'une  seule  manière.  —  Il  s'agit  de  prouver  que  l'identité 

E(x)+(x^j-.  +  (x  _'«).-,+ +  ^ 

+     B     + 5i + +  ?t± 

^  (x  —  b)t  ^  [x  —  *)»-'  ^        ^  x— 6 


+ 


Px+Q  P.s  +  Q,         P.-.x+Q,., 

(a^+P^+Ç)1*     (x*-f/>x+?)«»-1 x'  +  px  +  g 

Rx  +  S  R,x  +  S,  R.-.X+S,., 

i~(x,-t-rx+*)'~r"(x1  +  rx+*)«-|~,~ "1"x»  +  rx  +  *    l  ; 

+ 

+  _£_  +  __5 +  ....+ J£=t 

^  (x  _  é')r  ^  (x  —  è')'-'  *  —  *' 

+ 

+ 

p'j  +  q'        p;»  +  o;  ly.g+o;-, 

"*"  (x,+p'x+î>'i"(x*4-p'x-|-y>/-»i" "^x*  +p'x+q' 

R'x  +  S'  R|x  +  S;  RV_aH-QV-i 

~1~(x»-fr'x  +  *yi~(x,  +  r'x +  *')•'-' +  x»  +  rx+s' 

+ 
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ne  peut  être  vérifiée  si  les  deux  membres  ne  sont  pas  composés  de 
termes  semblables  identiques. 

Je  dis  d'abord  que  les  dénominateurs  doivent  être  les  mêmes. 
En  effet,  supposons  qu'il  n'y  ait  dans  le  second  membre  aucune  frac- 
tion ayant  x  —  a  en  dénominateur.  En  multipliant  par  (x  —  «)« 
les  deux  membres  de  l'identité  (1),  on  obtiendrait  une  nouvelle 
identité  pouvant  être  mise  sous  la  forme  : 

À +  (*-«)  F (*)  =  (* -a)  F,  (*)  P) 

F  (a?)  et  F,(#)  désignant  des  fonctions  rationnelles  de  x  ayant  une 
valeur  finie  pour  x  =  a.  Cette  identité  est  impossible  puisque 
pour  x  =  a  le  second  membre  se  réduit  à  zéro  et  le  premier  à  A 
qui  est  supposé  différent  de  zéro  par  hypothèse.  Nous  supposerons 
donc  a'  =  a;  et  nous  allons  prouver  que«  =  «.  En  effet,  supposons 
«  =  «'  +  A,  h  étant  un  entier  positif.  En  multipliant  par  {x  —  «)«  les 
deux  membres  de  l'identité  (1)  elle  donnera  une  identité  analogue  à 
l'identité  (2)  qui  est  impossible  comme  on  vient  de  le  voir;  donc 
on  ne  peut  supposer  «  >  «'.  On  verrait  de  même  qu'on  ne  peut  sup- 
poser a'  >  «,  par  conséquent  a  =  «'. 

Il  s'agit  de  prouver  que  A'  =  A  ;  en  multipliant  les  deux  mem- 
bres de  l'identité  (1)  par  (a?  —  a)*  nous  obtiendrons  : 

A  +(*  —  a)  F(i)sA'  +  (*—  a)  F,(*)  (3) 


¥(x)  etFt  (x)  étant  des  fonctions  rationnelles  ayant  pour  x  =  a  des 
valeurs  finies.  En  faisant  x  =  a  dans  les  deux  membres  de  l'identité 

A 
(3)  on  trouve  A  =  A'.   Si  l'on  supprime      —       dans  les  deux 

membres  de  l'identité  (1),  on  obtiendra  une  identité  de  même 
forme,  et  l'on  prouvera  de  la  même  façon  que  At  et  Ai  sont  égaux, 
et  ainsi  de  suite.  On  verra  de  même  que  b'  =  6,  0'  =  g;  et  Bt  =  B, 

B',  =Bj etc.  Supprimant  tous  les  termes  communs  il  ne  restera 

plus  que  les  fractions  ayant  en  dénominateur  des  trinômes  du 
second  degré. 

Je  dis  que  parmi  les  dénominateurs  du  second  membre  il  y  en  a 
un  au  moins  qui  est  identique  à  x3  +  px  +  ?•  En  effet  s'il  en  était 
autrement,  en  multipliant  les  deux  membres  de  (1)  par(ar*-|-pa?  +  j)% 
on  obtiendrait 

P*  +  Q  +  (*■+?*+?}  *[*)  =  {* +  P*  +  t)  F,(«)      (4) 
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F  (x)  et  Fj  (x)  étant  des  fractions  rationnelles  ne  contenant  pas 
**  +  Vx  +  q  en  dénominateur.  Soit  a  +  Pi  une  racine  de  l'équation 
x*  +  px  +  q  =  0,  et  remplaçons  x  par  oc  +  P*  dans  l'identité  (4); 
on  obtiendra 

P(«  +  W  +  Q  =  0 
c'est-à-dire 

Pa-fQ  =  0,      Pp  =  0 

ce  qui  exige  que  l'on  ait  P  =  0,  Q  =  0;  résultat  contraire  à  l'hypo- 
thèse. La  présence  de  x2  +  px  +  q  en  dénominateur  dans  le  second 
membre  de  (1)  étant  ainsi  établie,  on  prouvera  d'une  manière 
analogue  que  l'on  ne  peut  supposer  ni  y!  >  p,  ni  y  <f«;  donc 
p  =  p\  On  verra  ensuite  que  P'  =  P  et  Q'  =  Q  en  formant  une 
identité  de  la  forme 

P*  +  Q  +  (xs  +  px  +  q)  F  (x)  »  P'*  +  Q'  +  (*■  +  px  +  y)  F,  (x) 

et  en  y  substituant  «  +  0i  à  x,  ce  qui  donne  : 

P«  +  Q=:P'a  +  Q,      P(S  =  P'P 

d'où 

P  =  P',        Q  =  Q' 

et  ainsi  de  suite. 

Après  avoir  supprimé  tous  les  termes  communs  aux  deux  mem- 
bres de  (1),  il  restera 

E(x)~E1(x). 
La  proposition  est  donc  établie. 


MÉTHODES  DE  DÉCOMPOSITION 

723. 1°  Méthode  des  coefficients  indéterminés.  —  Nous 
supposerons  toujours  connus  les  facteurs  du  premier  et  du  second 
degré  du  dénominateur  et  il  faudra  avoir  soin  de  vérifier  dans 
chaque  cas  si  la  fraction  donnée  est  irréductible  sans  quoi  il  fau- 
drait commencer  par  la  réduire  à  sa  plus  simple  expression. 

On  connaît  la  forme  de  la  décomposition;  on  la  suppose  effec- 
tuée en  écrivant  à  la  place  des  numérateurs  des  constantes  incon- 
nues que  l'on  détermine  en  identifiant  les  deux  membres. 
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Exemples. 


x(x*  — 1)— x    «   x_i    «    x  +  1 

Pour  déterminer  A,  B,  C  multiplions  les   deux    membres   par 
x(x* —  1)  :  on  obtient  : 

x*  +  1  =  A(x«  —  1)  +  B  x(x  +  1)  -f  Cx  (x  —  i) 

Au  lieu  d'égaler  les  coefficients  des  puissances  semblables,  faisons 
successivement  x  =  0,  x  =  1,  x  =  —  1;  nous  obtiendrons 

i=  —  A,      2  =  2B,      2  =  2C 

ce  qui  donne 

A=-l,      B  =  l,      C=l 
et  par  suite 


x[x*  —  1)         x        x  —  1       x  +  1 

L  x{x—\)*~ x  ^  (x  —  l)3^(x-l)*^tf—  1 

En  chassant  les  dénominateurs  on  obtient: 
x  +  1  =  A  (x—  l)8  +  Bx  +  Cx(x  —  1)  +  Dx  (x  —  1)*      (1) 

Faisons  x  =  0  :  on  trouve  1  =  —  A. 
Pour  x  =  1 ,  on  obtient  2  =  B 

Le  même  procédé  ne  peut  plus  donner  C  ni  D.  Pour  avoir  C, 
prenons  les  dérivées  des  deux  membres: 

1  =  B  +  Cx  + (2) 

Nous  n'écrivons  pas  les  autres  termes  qui  contiennent  x  —  1  en 
facteur.  En  posant  x  =  1,  l'identité  (2)  donne  : 

1-B  +  C 

et  comme  B  =  2,  on  en  tire  G  =  —  1 . 

Pour  obtenir  D  on   prendra  les  dérivées  secondes  des  deux 
membres  de  (1)  ce  qui  donne 

0  =  2C  +  2Dx  + (3) 
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les  termes  qu'on  n'a  pas  écrits  contenant  x  —  1  en  facteur,  pour 
x  =  1  l'identité  (3)  nous  donne  enfin 


C  +  D  =  0  et  par  suite  D  =  4, 

on  a  donc  : 

x*  +  4    _  —  1,2                  1 

1 

X(x__i)3—  x    «  (x— i)8    (x  —  \y  ' 

x-1 

ari_2ar  +  2 
x  (x2  —  X  +  1) 

Dans  cet  exemple  le  dénominateur  a  des  racines  imaginaires  ; 
on  posera  : 

x8  — 2x  +  2  _A         Bx+C 

x  (x8  —  X  -f-  1)       X       x8  —  x  +  1 

ou,  en  chassant  les  dénominateurs  : 

x1  —  2x  +  2  =  A(x8  —  x  +  1)  +  x(Bx+C) 

Au  lieu  de  substituer  à  xdes  valeurs  particulières,  égalons  entre 
eux  les  coefficients  des  termes  semblables;  nous  obtiendrons  le 
système  linéaire 

A  +  B  =  l, 

—  A  +  C  =  -2 
A  =  2. 

dont  la  résolution  n'offre  aucune   difficulté.  On  trouve  A  =  2, 
B  =  —  4,  C  =  0.  Par  conséquent  : 

x*  —  2x  +  2  2  x 

40 


x(x*  —  x  +  4)       x      x2  —  x  +  1  ' 

1 


(x2  +  \y  ** 

La  décomposition  est  de  la  forme  suivante  : 


A      B      C      Dx  +  E      Fx+G 


(a^  +  l)1*8        X3    ■    X8    ■    X    '    (xa  +  4)8    '     X8  +  l 

Si  Ton  change  x  en — x  le  second  membre  doit  changer  de  signe 
comme  le  premier;  donc  on  doit  avoir  : 
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—  A      B      C      —  Dx  +  E      —  Yx+b_ 
z*   +x*      x  +   (x*  +  l)8    +     x*+\     — 
_^._2.  _  C       Dx  +  E       Fx+6 
x3       x*        x       (x8  +  l)8        **  +  l 

Par  conséquent,  puisqu'on  ne   peut  admettre  deux  modes  de 
décomposition,  on  a  : 

B  =  —  B      —  D  x  +  E  ==  —  I)  x  —  E      —  Fx  +  G  =  —  Fx  —  G 

donc  : 

B  =  0,      E^O,      G  =  0 

on  a  par  conséquent 

1  A       C  Par  Fx 

(x*  +  \)*x*  —  x*  +  x+  (^  +  l)*  +  ar8  +  l 

d'où: 

1  =(À  +  Cx8)  {x*  +  l)8  +  X*  [D  +  F(x8  +  1)] 

et  par  suite  : 

C  +  F  =  0,       A  +  2C  +  D  +  F  =  0,       2A  +  C  =  0,       À=l. 

On  peut  aussi  remplacer  x  par  i,  ce  qui  donne 

1  =  D, 
on  obtient  ainsi 

C  =  —  2,      F  =  2 

et  Ton  a  une  vérification  en  portant  ces  valeurs  dans  l'équation 

A+2C  +  D+F  =  0 
Donc  : 

12.  x         .      2x 


\2     >%*S  /y»8  «y»       ■ 


(x8  +  l)8  x3      x8      x  ^   (x1  +  1)*  *  x8  -f  1  ' 
3°  Décomposer 


x*  +  r 

L'identité 

x*  +  1  =  (x8  +  x  ^/2  +  1)  (x8  —  x  s/2  +  l) 
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montre  que  la  décomposition  aura  la  forme  suivante  : 

1       _       Aar  +  B  Car  +  D 

a*  +  i~  z*  +  x>/ï+l      x*  —  x\lï+  1 

Le  premier  membre  ne  change  pas  quand  on  change  #  en  —  x, 
et  le  second  devient 

—  kx  +  B  —  Car  +  D 


x*  —  x  y/2  +  l       x*  +  x\fc+l 

La  décomposition  n'étant  possible  que  d'une  seule  manière,  on 
doit  avoir 

—  Aar  +  B  =  Car  +  D,      —  Car  +  D  =  kx  +  B, 

d'où   • 

A  =  — C,      B  =  D; 

par  conséquent 

1      _       Àar  +  B  —  Aar-fB 


ar4  +  l      ar1  +  xy/2  +  1       x*  —  x  ^2  +  1 

Si  l'on  fait  x  =  0,  on  obtient 

1  =  2B, 
et  si  Ton  fait  x  =  t\ 

lAi  +  B      —  Ai  +  B. 

2~~     ijï  —iy/2     ' 

i  \/2  \/2 

d'où  —  =  2  At\  et  par  suite  A  =  I_ ,  de  sorte  que 

W§     1  x\jï      1 

1  ~T  +  2  4    +3 


ar*  +  l        a^  +  ^  +  l        i«-  W*"+ 1 

jj®  ■       x    1  ■  1 

6°  5oi  *  encore  à  décomposer  la  fraction  ,  m  étanJ  tin 

enfi'er  quelconque. 
Divisons 

ar8  —  x  -f- 1  par  «■  +  *  —  y  ; 

II.  —    B.    K1IWIHOLOWSXI.    ALOftBM.  30 
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on  trouve  : 

&  _  X    +  1  s  (*•  +  1  _  y)  [*3  +  x  (y  _  ! }]   +  4    _   2  Xy  +  ^, 

et  par  conséquent 

^—x  +  lssi—S*  (*■  +  !) +*(*■  +  1)*; 
donc 

x8  —  #4"! 1  2  a:  a? 

(aJ  +  l)m     =  (*»   +  \)m   ""  («1+1)1-1  +  (*■   +   l)*-4* 

724.  Deuxième  méthode.  —  Soit  à  décomposer  la  fraction  -— 
sachant  que 

?  (*)  =  (*  —  a)«  ?4  la:),      <pt  (a)  ^=  0. 
On  a  identiquement  : 

/(«)_      A  r/>)  A      1 

?  (x)      (x  -  o)«  "t"  Lf  (*)      l*  -  a)"] 
_       A  f(g)-Aft(g) 

(x  — a)*"^  (x  —  a)»  ?t  (x)  ' 

On  peut  déterminer  A  de  façon  que  /*  (x)  —  A  f ,  (x)  soit  divisible 
par  x  —  a  ;  il  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  f{a)  — A  ? ,  (û)=  0,  ce  qui 
donne  : 

A_Afl 

valeur  toujours  acceptable,  parce  que  <?,  (a)  est  différent  de  zéro  ; 
d'ailleurs  A  n'est  pas  nul,  puisque  f(x)  est  premier  avec  y  (ar). 
À  étant  ainsi  déterminé,  on  obtient  l'identité 

/(*)_       A  /".(x) 

y  (a?)       (x  —  a)*       (a? —  a)«-*  f{  (x)' 

à  étant  au  moins  égal  à  1  et  au  plus  égal  à  a. 
De  même,  si  Ton  a 

f  (x)  =={x*  +  p x  +  qyfl{x), 

on  peut  poser  : 

f[*)_       P*  +  Q  f(g)-(Pg+Q)y,(*) 
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et  déterminer  P  et  Q  de  façon  que  f  [x)  —  (P  x  +  Q)  fi  (x)  soit 
divisible  par  a?  +  P  #  +  ?.  Si  «  +  P  i  est  une  racine  de  l'équation 

x*+px  +  q  =  0, 
on  doit  avoir 

/(■  +  P0-[P(«+Pi)  +  «lf.(«  +  M)  =  O. 
Mais  la  fraction  -*— : — -— 4r  peut  se  réduire  à  la  forme  normale 

K  +  Li, 

K  et  L  n'étant  pas  nuls  tous  les  deux;  on  aura  ainsi  pour 
déterminer  P  et  Q  : 

Pi  +  Q  +  P(h'=K  +  Li\ 

c'est-à-dire 

PjS  =  L,      P«+Q  =  K, 

équations  d'où  Ton  pourra,  dans  tous  les  cas,  tirer  P  et  Q. 
D'ailleurs,  on  n'a  pas 

p  =  0,    Q  =  0, 
car  il  faudrait  supposer 

K  =  0    et    L  =  0, 
ce  qui  reviendrait  à  dire  que  *  +  (3t  est  une  racine  de  l'équation 

f{x)  =  0. 

Or  cette  hypothèse  n'est  pas  admissible,  f(x)  étant  premier  avec 
9  (a?).  P  et  Q  étant  déterminés  de  cette  manière,  on  obtient,  en 
simplifiant  : 

f(m)_       P*  +  Q  A  (x) 

9  (*)       (*■  +  V*  +  &      {x*+px+q)»~*  fl  {x)  • 

h  étant  au  moins  égal  à  1  et  au  plus  égal  à  p. 
On  traitera  les  fractions  de  la  forme 

fx{x)  fx(x) 

#IA    7  OU  • — 

(*  —  a)*-*  f ,  {x)  [x*  +  p  x  +  q)*-  *  fi  (x) 
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comme  les  premières,  et  Ton  voit  que  cette  méthode  donne  une 
démonstration  de  la  possibilité  de  la  décomposition  que  nous 
voulons  obtenir. 
Quel  que  soit  d'ailleurs  le  procédé  employé,  quand  on  a  obtenu 
A 

une  fraction  telle  que  , -,  on  peut  la  retrancher  de  la  fraction 

^      [x  —  a)*        r 

proposée,  simplifier  et  reprendre  les  calculs  sur  la  fraction  obtenue. 
725.  Troisième  méthode.  —  {Par  la  division.) 
Soit 


/»         _       A         »         At         ,       »    A«.t        f,{x) 
(x  —  a)«  f  j  (x)       (a?  —  «)•   '   (s  —  a)»-1  "r"''   x  —  a   *  ft  (x)' 

en  supposant 

fi  («)  ^  0. 

Si  nous  posons 

x  =  a  -f-  *, 

nous  déduirons  de  l'identité  (1)  : 

___=A+A|Z  +  A,s  +...+  A^tX      +  *  /i(a  +  a)' 


(1) 


(2) 


La  fraction  x>  ,     ,    .  ayant  une  valeur  finie  pour  z  =  a,  on  voit  que 

f  i  («  +  *) 
si  Ton  divise  /"(a  +  *)  par  çt  (a  -J-  2),  en  ordonnant  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  z  et  en  faisant  les  calculs  jusqu'au  terme  de 
z»-1,  on  aura  les  numérateurs  correspondants  au  facteur  x  —  a,  en 
prenant  les  coefficients  correspondants  du  quotient.  Le  reste  de 
l'opération  divisé  par  z«  donnera  le  nominateur  ft  (a  -f-  *)  de  la 

.     A  («  +  *)       f\  (*) 
fraction  complémentaire  '    (  ou  ^j-z- 

f  1  \a  ~r  z)      *i  \x) 

On  peut  d'ailleurs  obtenir  l'ensemble  des  fractions  correspondant  à  x  —  a  de  la 
manière  suivante  : 
Posons 

F(J°™)* 

on  a: 

_.    ,     ,_  A     ,      A,  ,  Vi,  Ma  +  *) 

— î—  .-!-+'+ ...+-iTL+ £ .. 

*— a— *      *-a      (a:— a)1  (x— a)*      (*--a)«(je-a  — s) 
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t  ta  _j_  z)  * 

Si  Ton   remarque  que  l'expression   — — — •  ,  développée  suivant  les  puissances 

9i  {a+  z) 

dez,  ne  contiendra  que  des  puissances  positives  puisque  ?t  («)  est  différent  de  zéro, 
on  voit  immédiatement  que 


A  At  ,  _l  À«-i 


(x  —  a}*  +  (jr  —  «)•-«        '  "  "        *  — a 


est  le  coefficient  de   -  dans  le  développement  de  l'expression 

F  (a  +  z) 
x  —  a  —z' 

Ce  coefficient  a  été  nommé,  par  Cauchy,  le  résidu  de  l'expression  précédente 
relativement  à  la  valeur  z  ■=  0. 


726.  Formules  générales.  —  On  tire  de  l'identité  (2)  : 

f(a+z)  ■£,■(<,+  z)  +^(a  +z)  +  .... 

+  ^T(*+*)  +  /i(«  +  *);  (3) 


mais 


z» 


/(a  +  z)  s  /(a)  +  zf  (a)  +  —  f  (a)  + 

f  (a  +  z)  s  jjj  ?«  (a)  +  -^L-  P«+»  (a)  +  

/;<«  +  »)-/;(«)  + *£(«)  + 

Substituant  et  identifiant,  on  obtient  : 

/"  «  =  (Tqhgï^ (a)  +  (ï+ïjï  ^ {a)  +  £  >' {a) 


Ces  formules  permettent  de  calculer  successivement  À,  An  A3 
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On  a  ainsi 

on  aurait  de  même 

oJ»!A*) 

Lorsque  «  =  1,  on  a 

A -fit 

Si  l'on  pose 

7>r9()' 

on  a,  comme  on  s'en  assure  aisément  : 

A~9'(«)" 

737.  tatrc*  fararalca.  —  Si  Ton  pose 


on  trouve 


F(T)=A-|-Atix-fl)-fA<(x-flJ'+...-fA(t.ll^flH+  (T    ^J^  • 

Or, 

F(x)=F  (a)  +  F  («)(*  -  a)  +  -j-^  (*  -«)»  +  ... 

d'où  Ton  conclut  : 

A_F,al   A-    £W    A,=  ^I  a         **<«>  A  F"' M 

À_F(«),  A,-      12     ,A,_    12    ,...  A||=  —    ...^s— ■ 

1 

Exemple.  —  Soi/  à  décomposer en  éléments  simples: 

(x—  a)*(x—b)* 

F  (*)  =  (* -6)-', 
F*(*)  =  (_i)'.p(P  +  i)    ..  »  +  p-i)(*-*r<H*l; 
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par  conséquent,  si  Ton  pose 

(x-«)«(*_6)>     2,(c_fl)«.p+à(x_6)?V 
on  aura 


A 


=  — ,    A=(-l)y.p(g  +  l)...(P+p~l)    1 


{a-bf       v  1.2    ...    p  ■(rt-ô/fp' 


et 


b  =  — ,  a  --(-ip.«(«  +  i  —(«+g-i)    _L_. 

(6  —  fl)«        9  1.2    ...    ?  '   (6_«)«+7 

Ces  formules  seront  commodes  quand  le  dénominateur  ne  contiendra  que  deux 
facteurs  linéaires. 


MÉTHODES  RELATIVES  AUX  FACTEURS  IMAGINAIRES 
728.  Héthode  de  Horner.  —  On  donne  la  fraction  irréductible 

En  posant  x  =  a  +  y,  elle  prend  la  forme 

<i  (y) 

(y'  +  PVMy) 

On  peut  transformer^—-  en  une  fraction  équivalente  dont  le    dénominateur 
9\  (y) 
ne  contienne  plus  que  des  puissances  paires  de  y,  par  exemple  en  multipliant  les 
deux  termes  par  gt(—  y);  il  peut   se  faire  d'ailleurs  qu'un  multiplicateur  plus 
simple  permette  de  faire  cette  seconde  transformation  ;  soit 

9i<y)  Mye) 

on  posera  ensuite      y*  +  £•  =  *;       la  fraction  proposée  sera  ramenée  à  la  forme 
suivante  : 

F(0+yF,(/) 
PG(f)      ' 

F  M»  F,  (0.  G  (/)  étant  des  polynômes  entiers  par  rapporta  t.  Cela  fait,  on  déve- 
F(0       P,(/)      . 
loppera  — ■  et  -—  suivant  les  puissances  croissantes  de  /  : 
b(f)       G,(/) 

F(0 

gjjj  =  A  +  Àll+AiP  + 


81-8  +  1^+^+. 
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d'où  l'on  tire  : 

/>) _  F(Q  +  yFt(/)  s  A  +  By  +  At+Bty 


Exemple  : 


-1 


Multiplions  les  deux  termes  par  xy  ce  qui  donne 

,T*  —  x 

x*  (x*  + 1)*" 

Posons  x*  + 1  =f  ;  la  fraction  peut  se  ramener  à  la  forme  suivante  : 

-(!  +  *)+*   i 
—  1  +■  *      "  I»" 

Or, 

-i  +  *     — 1+*  +  «*    7ZÏ» 

d'où 

X  —  1         1  -\-  X  X  1 

*(*t+i)1  =  (x1  +  !)■  +  .r»4-i  ""  ** 

729.  Nouvelle  méthode.  —  En  posant  *f  -f  px  -fç=  y,  on  doit  déterminer 
les  coefficients  de  l'identité 

^=P^+Q+(P1a;+Q1)y+(P^+Qf)y«+ +  lVi^V0^  +  ^VF' 

Nous  savons  développer  f{x)  et  <pt  (a;)  suivant  les  puissances  croissantes  de  y 
sous  la  forme 

f{x)  =  <x  +  *iy  +  *ty*+ 

ç1(*)=p+ply+ply«+ 

les  coefficients  a,  *u  . ..  .  p,  pt étant  des  binômes  du  premier  degré  en  x.  h 

fix) 
s'agit  d'obtenir  un  développement  analogue  pour  la  fraction  -*-—  . 

9iW 
En  général,  p  ne  divise  pas  a;  en  conséquence,  nous  écrirons 

/>)  =  (a+Xy)  +  (a,--X)y  +  aty«  + 

et  nous  déterminerons  X  de  manière  que  a  +  X y,  c'est-à-dire    a  +  X {x1  -f  px  -f  9) 
soit  divisible  par  p,  X  ayant  ainsi  reçu  une  valeur  convenable,  soit    a  +  Xy  =  p.y, 
Y  étant  du  premier  degré  en  x. 
II  en  résulte  que 


/(*)  —  T¥ (*)  =  («-* -Yft)y+(«i-ïWy1+ =  a1y  +  aiy«+, 

et  par  conséquent,  si  y  =  P«  +  Q, 


0!).p,+  Q  +  f._V+_«.J^ 


9,(*)  9i  W 
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en  appliquant  la  même  méthode  à  la  fraction 


*i  +  *»  y  +  ■ 


P  +  P.y+ 

on  obtiendra 

*>+*>*+ =Pl*+Ql+î,  ■•  +  *»+■ 


d'où 

y-P.  +  0  +  (Pk-+<Mir  +  ^ ^ , 

et  ainsi  de  suite. 
Exemple  :  Soit 

a?  —  l a—  1 

a:  (a;*  +  i)'  ==  *  y* 
On  a  : 

a?  —  1  =  x  —  1  -f  X  (or*  + 1  )  —  X  y . 

On  prend  X  =  1  pour  que  x  —  1 4-  X  (a:*  -f  4)  soit  divisible  par  x.  On  a  ainsi 
x  —  1  =s  a:  (a?  -{-1)  —  (ar«  -h  1), 


ce  qui  donne 


ar  — 1  a*  4-1 

-=a?+l — .  (i\ 


On  a  ensuite 

i  &-*»+(*•  +  !), 
et  par  suite 


1 ,  ar*4-l 


On  tire  des  identités  (1)  et  (2)  : 


et  par  suite 


î^,+1  +  x(*,  +  1)_(£L±i>:, 


x  —  1  ar  -f-  1  x  1 

*  (a?f  +  i;«  ^(a^  +  l)»  +  «•  +  !""  i' 


IDENTITÉ  D'EULER 


730.  Théorème.  —  Soient 


/•(*)==P1arw-1  H-  P,a:m-S  + +  Pm 

<?(*)=  H  (ar  —  flj)  (ar  —  «^ (*  — V- 
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On  a  (726)  : 

d'où 


**  9  (fl)    a:  —  a 


Les  deux  membres  sont  des  polynômes  entiers  en  a-;  le  coefficient  de  x"^1  est  Pt 
dans  le  premier  membre;  dans  le  second  membre  a-"1"1  a  évidemment  pour 
coefficient 


donc 


v   /»  _  P. 
^  <p'  (a)       H' 


Si  /  (*)  est  du  degré  m  —  2  au  plus,  P,  =  0.  Dans  ce  cas 

yZifUo. 

Par  conséquent,  a  ,  a  , :  am  étant  m  nombres  inégaux,  si  l'on  pose  : 

et  si  l'on  désigne  par  f[x)  un  polynôme  de  degré  m—  3  au  plus,  on  a  : 
'(«»)    ■    '(*»)   ,  ,   ^=1=0 

Cette  identité  a  été  établie  par  Euler. 
En  particulier  : 

1  l  :    1       ___ 

7K)+ ^T)+ +  *  («».)  ~~ 0l 

?    (ai)         ?    l"S)  ?    {am) 

S  2  J 

■  '      4.        *       r  4.       . w —-  0 


a?"1         af-1  a£~4 
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Soient  maintenant 


f(x)  =  xm  +  P,  xm~x  + 
1(*)  =  xm  +a*w-i    + 


et  supposons  9  (x)  =  £r  —  af)  (*  —  «2) (*  —  «m).  Proposons-nous  de  calculer 

la  somme 

fia) 


*' (a) 


<p'  (a)' 

En  remarquant  que  a  désigne  une  racine  quelconque  de  l'équation  9  (x)  =  0,  on 
peut  remplacer  la  somme  cherchée  par  celle-ci  : 

«  f(a)  —  9(a) 
*      *'(«)      • 

Mais  f(x)  —  9(x)  est  un  polynôme  de  degré  m  —  1  dont  le  coefficient  de  xm"! 
est  égal  à  Pi  —  a;  par  suite,  en  vertu  de  l'identité  d'Euler, 

y  n*)  -P  _a 


FORMULE  D'INTERPOLATION  DE  LAGRANGE 

731.  Problème.  —  Trouver  le  polynôme  le  plus  général  prenant 
pour  m  valeurs  inégales  de  x  :  av  a2, am,  m  valeurs  données  : 

"•H  *"-S»    «m« 

Cherchons  d'abord  un  polynôme  de  degré  m  —  1  satisfaisant  aux 
conditions  données.  Si  l'on  désigne  ce  polynôme  par  /"(x),  et  si 
Ton  fait 

f  (x)  =  {x  —  at)  [x  —  aÈ) (x  —  aw), 

nous  avons  trouvé  la  formule 

kz=m 


c'est-à-dire,  en  remplaçant  f(ak)  par  A*, 

Cette  formule  résout  la  question  proposée.   On  la  nomme  formule 
a" interpolation  de  Lagrange. 

Il  est  facile  de  trouver  directement  la  formule  (1). 

En  effet,  posons 

f{x)  =  P4  X*»-*  +  P,  x«-J  +  ....  +  Pm_t  x  +  Pm. 
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11  s'agit  de  déterminer  Pn  P„ Pm,  de  manière  que  l'on  ait 

f(fli)  =  At,      ffa)  =  A,, f[am)  =  Am. 

Le  déterminant  de  ce  système  linéaire  de  m  équations  à  m  incon- 
nues est  un  déterminant  de  Vandermonde,  et  par  suite  est  différent 
de  zéro,  puisque  les  nombres  a{,  a„  .....  am  sont  différents  ;  il  y  a 
donc  toujours  une  solution  et  une  seule  ;  or 

seront  exprimés  en  fonctions  linéaires  et  homogènes  de 

On  peut  donc  poser  : 

m  =  A,  u  (»)  +  A,  h  w  + +  A«  A,  (*), 

/i  (*)i  A  (*) /m  (#)  étant  des  polynômes  inconnus  de  degré  m. 

On  doit  avoir 

fia,)  =  A,  A  (at)  +  A,  /;  (at)  + +  Aw  fm  (at)  ; 

il  est  clair  que  Ton  vérifiera  cette  équation  si  Ton  prend 

/i  («.)  =  i.     A  W  =  o>     A  («.)  =  ° A  («J  =  °- 

D'ailleurs,  si  An  A„  Am  sont  des  constantes  arbitraires,  ces 

conditions  sont  nécessaires. 
En  résumé,  on  déterminera  le  polynôme  fk  [x]  parles  conditions 

fk(ak)  =  \,    et    /i(aA)  =  0,    si    h  ^  k; 

donc,  fk  {x)  devant  s'annuler  pour  m  —  1  valeurs  données  de  a?, 
qui  sont  les  nombres  ot,  aa, a»,  excepté  a*;ona 

En  outre,  en  remplaçant  x  par  a»,  on  doit  avoir 

M«*)  =  i; 

q  te) 
mai9  pour  a?  =  xk,  — — -  se  réduit  hy'(xk)  ; 
x  —  a* 

donc 

K         ' 


iW 
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et  par  suite 
de  sorte  que 

C'est  la  formule  (1). 

Le  polynôme  /"(a?)  ainsi  déterminé  est  d'un  degré  au  plus  égal  à  m— 1 . 
Soit  F  (x)  un  polynôme  satisfaisant  aux  conditions  données,  la 
différence 

F  (s)-/» 
étant  nulle  pour  les  m  valeurs  données  de  a:,  est  divisible  par 

(x  —  at)  {x  —  aj {x  —  aw), 

c'est-à-dire  par  ?  (a:)  ;  donc 

F  (*)-/>)=<?(*).  6  (*), 
ou 

F  (*)-f(*) +  !(*)■•(*); 

et,  réciproquement,  tout  polynôme  satisfaisant  à  cette  définition, 
0  {x)  étant  un  polynôme  entier  arbitraire,  remplit  les  conditions 
données.  On  a  ainsi  la  formule  la  plus  générale  des  polynômes 
répondant  à  la  question 

F  (*)  a  S  m-  i^r  +  f  (*)•»  (*).  (2) 

et  la  formule  (2)  montre  qu'il  n'y  a  qu'un  seul  polynôme  de  degré 
inférieur  à  m  et  remplissant  les  conditions  données,  comme  cela 
est  d'ailleurs  évident  a  priori. 
Remarque.  —  La  formule  (1)  démontrée  directement  donne  la 

décomposition  de  la  fraction  ^-~  en  éléments  simples,  car  il  suffit 

de  remplacer  A*  par  f(ak).. 

Application.  —  Trouver  le  reste  de  la  division  d'un  polynôme 
entier  P(x)  par  (x  —  «J  {x  —  a,) (x  —  am). 

Soit 

P  {x)  s  {x—aj  (x  —  aj  .....  {x  -  a„).  Q  (x)  +  /», 
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le  polynôme  f  (x)  étant  de  degré  m  —  1  au  plus.  On  a  : 

fia,)  =  Pfo»), 
k  variant  de  1  à  m;  donc,  en  appliquant  la  formule  (1), 


^  f  (a*)    x  —  ak 


APPLICATION  DE  LA  DÉCOMPOSITION  DES  FRACTIONS  RATIONNELLES 
AU  CALCUL  DIFFÉRENTIEL  ET  AU  CALCUL  INTÉGRAL 

f/x\ 
732.  Soit  -7-7  une  fraction  rationnelle  ;  on  peut  la  mettre  sous  la  forme 

9  W  —  *  («  -  a)n      *[(x  -  «)•  +  f]* 

ftx\ 
On  pourra  donc  facilement  calculer  la  dérivée  d'ordre  n  de  -^—'  ;  pour  cela  il  suffit 

<p(x) 

de  savoir  calculer  la  dérivée  d'une  fraction  de  la  forme ,  ou(x  —  àf H. 

(x  -  a)n 
Nous  savons  que  la  dérivée  d'ordre  p, 

Dp.(*-arn  =  (-i),,.n(«-f  1) (n+p-i)  * 


(x_a)n+> 

S'il  n'y  a  que  des  facteurs  de  la  forme  x  —  «,  le  problème  est  résolu;  on  peut 
garder  la  même  forme  si  a  est  imaginaire  ;  il  n'y  aura  plus  qu'à  faire  à  la  fin  du 
calcul  la  réduction  des  imaginaires.  Néanmoins  considérons  une  fraction  de  la  forme 

ftr  +  C 

[(*-«)■ +  pi]>> 

et  posons  x  =  a  -f  y  ;  nous  obtiendrons 
ty  +  cr 


(ï/2  +  p1)' 


,    ou     (By  +  C')fo* +  (*«)-*; 


la  dérivée  d'ordre  p  de  cette  expression,  par  rapport  à  .r,  s'obtiendra  en  prenant  la 
dérivée  par  rapport  à  «/,  puisque  y'  est  égal  à  1  ;  en  appliquant  la  formule  de 
Leibniz,  on  a 

D* [(fiy  +  C)  (y»  +  m]  =  (By  +  C)  D"  (y*  +  p*p*  -f  p.  B.  D^1  (y«  +  p»p, 

et  tout  revient  à  calculer  les  dérivées  successives  de  (y*  +  p* )""•*•  (Voir  444, 3*.) 

/ftx) 
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Nous  aurons  à  calculer  des  intégrales  de  plusieurs  espèces. 
dx  1  1 


Si 


{x  —  a)n      *  — n    (x  —  af 
en  supposant  n  ^  1 


-,  +  c\ 


A 

2*  Si  la  décomposition  donne  une  fraction  de  la  forme ,  l'intégration  don- 


nera un  logarithme,  puisque 

dx 


s 


=  L(^-fl)+C,R. 
x  —  a 


3*  Enfin,  nous  aurons  à  calculer  des  intégrales  de  la  forme 

Aar  +  B 


/r 


ou,  en  posant  x  —  a  =  y, 


,.<**, 


Si 


t^éy. 


(V*  +  P>* 
Cette  dernière  intégrale  est  la  somme  des  deux  intégrales 

çÇ    <*rfy        et    Df— *»— . 

J  (y*  +  P*)n  J  (y*  -  P*)M 

i 

En  remarquant  que  ydy  =  ;d-y*,  et  posant  y*  +  p*  =  f,  la  première  est  égale  & 


2  J  r 


dt 

que  Ton  calcule  immédiatement  comme  plus  haut. 


Reste  l'intégrale  I que  nous  désignerons  par  Vn* 

J  (»» + p»)b 

L'intégration  par  parties  donne 
V__.= 


n"  J(y*+P•)"-,   (»•  +  ?»)"-'  Jv  +  rr 

ou,  en  remplaçant  au  numérateur  y*  par  y1  -f  P1  —  P*  : 

v"-  =  (y  +  yr* +  2(w  " 1}  v-'  " 2p'  ("~ 1}  v"; 

en  supposant  n  —  1  ^  0,  on  tirera  de  cette  formule  Vrt  en  fonction  de  VM-I;  on 
aura  de  la  même  manière  Vn-1  en  fonction  de  Vn_t,  et  ainsi  de  suite  ;  on  arrivera 
à  Vt  qui  s'exprimera  au  moyen  de  V„  de  sorte  que  Vn  sera  exprimé  au  moyen  d'une 
fraction  rationnelle  et  de  V,  ;  or 

Ë =  iarc.tg*:^+  tf-. 
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Ainsi,  en  résumé,  en  général  l'intégrale  /  —  .  dx   se  compose  de  trois  parties 

J  ?(*') 
comprenant  :  1°  une  fraction  rationnelle,  2*  des  logarithmes  et  3*  des  fonctions  arc 
tangente. 

EXERCICES. 
Décomposer  en  éléments  simples  les  fractions  rationnelles  suivantes  : 


1. 
2. 
3. 
4. 
5. 
6 
7. 
8. 


(* +i)t  (*i+i)- 

1 

1 


**  —  1 
1 

(x*  —  1)*' 
1 

1 

"    *«(**  -M)*' 
x 


(r*  +  1)*  (x* —4)*' 
x 


(*•  +  !)■(*• +  4)» 

9.  (   *   y. 

*» +1 


10. 

(a?*4-x  +  l)' 

2*-l 
11 


12. 
13. 
14. 
15. 


*(**  +  !)" 

3X  — 1 

(x+lJM*1  4-1)»' 
1.2.3  ...  n 
(*+!)(*+ 2)  ...(*  +  *)' 

x»  -f  6 
(*«+l)«(a?— Ijar»' 

a?»—  4*-f  1 
(2a:— 3)(3ar*-f-7)»  ' 


16.  En  posant  tg  a  =  6,  tg  -  =  x,  on  a  6  =  -£!-!-  .  Décomposer  la  fraction 

'—r?  en  éléments  simples. 
ç(x) 

17.  Décomposer 


(ar>-i)(a*-l)' 
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18.  L'équation  f&x)  =  0  a  toutes  ses  racines  réelles,  inégales  et  différentes  de 
i  et  de  —  1.  Trouver  les  conditions  pour  que  la  fraction 

(*»-l)[/»]t  — *-l  +  x  +  l^  Zj(*_a)t' 

de  sorte  que  les  termes  contenant  des  facteurs  «—a  au  premier  degré  en  dénomi- 
nateur manquent  dans  la  décomposition  obtenue. 

Réciproquement,  montrer  que  si  f  (x)  remplit  les  conditions  trouvées,  l'équation 
f(x)  =  0  a  toutes  ses  racines  réelles  et  comprises  entre  —  1  et  -f- 1. 

19.  Étant  donnés  un  polynôme  f{x)  de  degré  m  +  p,  et 

9 (*)=(*—  «i)(*  —  *t)  •••  (^-am) 
calculer  V  -r-r. 

20.  Calculer  l'expression 

1  1       ,  ,       1 

connaissant 

9(je)=(ar— tf,)(a?— a„)  ...  (a:  —  <?«)• 

L'expression  est  de  la  forme  ^—r-Tffix)  étant  de  degré  m  —  1;  déterminer/*^). 

?  F) 

21.  Résoudre  le  système 

*t  +  x%  +  +  *m  ==  °> 

«i  *i  +  o»  •*»  -h +  am*m  =  0, 


22.  Les  variables  xu  x%  ...  xm  vériûant  les  m  équations 

x*  x%  x* 

«i  +  X*       «i  +  \k  am  +  XA 

calculer 

*ï  +  *î+  ...  +*»,. 
—  On  trouve 

x\  +  x\  +  ...  +  Jm  =  h  +  l*  +  ...  +  XOT  +  al+at+  ...  +am. 

23.  Calculer 

11. B.  BlKWB.TObOWSKI,   —   ALOÉBOE.  3( 
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—  La  somme  est  nulle 
24.  Calculer 

—  On  trouve 

(>;,-X,))(X/t-X,)  ...  {ih-\^)(\~-h+i)  -  (>-/,-  *«) 
(«i  +  Xa)(«,+  Xa)(<i3  +  Xa)    ....    (*M+XA) 

26.  Prouver  que 

rf*î  +  rf^  + +  d^MjrfXÎ  +  M,<fX*  +  ...  +  MmrfX;lt 

ou 

M  =  (Xa-XQ^-X.)  (X,-X^t)(XA-XA+l) (Xh-Xw) 

*  («i+XA)«i1  +  XJk) (aM+XA) 

26.  Étant  donnés  sur  une  droite  n  points  a,  6,  c,...  et  n  —  1  points  m,  n,  /?...,  on  a 
toujours 

am.an.ap bm.bn.6p 

ab.ac.ad bc.bd.be 

27.  Si  les  points  du  second  système  sont  en  nombre  moindre  que  n  —  i,  on  a 

am.an.ap bm.bn.bp __ 

ab.ac.ad bc.bd.be ~~ 

Ces  théorèmes  donnés  par  Chasles  se  déduisent  immédiatement  de  l'identité 
d'Euler  (730). 

28.  On  dit  qu'une  série 

00  +  0^+  ««**  + +  «»•*"  + 

est  récurrente,  si,  quel  que  soit  l'entier  p, 

ap  =  0^,6,  +  ap_a6,  + +  a^kbki 

k  étant  un  entier  déterminé,  et  6lt  bt, bk  des  constantes;  k  est  ïordre  de  la  récur- 
rente. 

Démontrer  que  toute  fraction  rationnelle  irréductible  '-y- est  développante  sui- 
vant une  série  récurrente  dont  Tordre  est  égal  au.  degré  de  son  dénominateur,  et 
réciproquement. 
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CHAPITRE  XII 
THÉORIE  DES  DIFFÉRENCES 

733.  Etant  donnée  une  suite  de  quantités 

«01  Ui  Ut,   «m,  Wm+l,   (1) 

on    appelle    différences   premières    les    différences    obtenues    en 
retranchant  chacune  de  ces  quantités  de  la  suivante  et  Ton  pose  : 

Aw0=«f  —  w0,     Ai/,=«2-  wÂ, A«m=«mH-«w,   .... 

on  obtient  ainsi  une  deuxième  suite  : 

Au0,  An,,  Awt,  ...,.  Awm (2) 

Les    différences    premières    de    la    suite    (2)  sont   appelées  les 
ifférences  secondes  des  termes  de  la  suite  (1),  et  Ton  pose  : 


ù?Ut  =  àul9  —  Ak0>    A2iv=Aus— AwP  ....À*  um=Au,*fi  — Aum, 

et  ainsi  de  suite  ;  en  général 

A**1  uq  =  A"  w*+i  —  A"  ur 

Si  la  suite  (1)  comprend  m  +  1  termes,  on  pourra  former  m  diffé- 
rences premières,  m— 1  différences  secondes, et  enfin  «ne 

différence  m***. 
Exemples.  1°  Considérons  la  suite  des  nombres  entiers 

0      12      3      m      m+l      

Les  différences  premières  sont  : 

1111  1  1 

et  les  différences  secondes  sont  nulles. 
Plus  généralement,  si 

«m  =  ti0  +  mr, 
on  a 

Xum  =  r>      A*  um  =  0. 
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2*  Suite  des  carrés  des  nombres  entiers  : 

0       14      9       m*,       >  +  |}*f 

différences  premières  : 

13      5      7      2m-±-l       


différences  secondes  : 
2      2      2 


les  différence:»  troisièmes  sont  nulles. 

On  peut  former  la  table  des  carrés  des  entiers  successifs  en  ajou- 
tant à  0  l'unité,  puis  en  ajoutant  au  résultat  obtenu  le  second 
nombre  impair  3.  ce  qui  donne  4  ;  on  ajoute  à  4  le  3*  nombre 
impair  5  et  ainsi  de  suite;  et  il  suffit  donc  de  connaître  la  suite  des 
nombres  impairs  pour  former  la  table  des  carrés. 

Considérons  maintenant  les  cubes  des  entiers  successifs  ;  on  a 

A   vM  =  (m  +  t ,»  —  m5  =  3m*  -f  3  m  +  1, 

A*  um  =  3(m  +  l)f  +  3 (m  +  1)  +  1  -  ^3»ii  +  3ro  + 1]=6  (m+i . 

A'  vm  =  6. 

D'après  cela,  écrivons  les  cubes  des  nombres  0,  1,  2,  et  formons 
les  différences  premières  et  secondes  : 

um  0  1  8  27  6i  125  216  343  512    729    1000, 

A  um  1  7  19  37  61  91  127  169  217    271, 

l*um  6  12  18  24  30  36  42  48  54, 

A8  ii.  6  6  6  6  6  6  6  6. 

Sachant  que  les  différences  troisièmes  sont  toutes  égales  à  6,  on 
pourra  former  la  suite  des  différences  secondes  en  ajoutant  tou- 
jours le  même  nombre  6  à  la  dernière  différence  calculée,  ce  qui 
donne  : 

6,      12,      18,      24,      30,      36,      42,      48,      54; 

connaissant  les  différences  secondes,  on  formera  les  différences 
premières  en  ajoutant  à  la  dernière  différence  première  calculée  la 
différence  seconde  de  même  rang,  ce  qui  donne  : 

1,      7,      19,      37,      61,      91,      127,      169,      217,      271,    

connaissant  les  différences  premières,  on  aura  les  cubes  cherchés 
en  ajoutant  au  dernier  cube  calculé  la  différence   première  de 
même  rang. 
734.  Différences  des  polynômes  entiers.  Théorème.— 

Si  dans  un  polynôme  entier  en  x  de  degré  m,  on  substitue  à  x  des  nom- 
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bres  en  progression  arithmétique,  les  différences  m,èmes  sont  constantes. 
En  effet,  soit  h  la  raison  de  la  progression  et  soient  x,  x  -\-  h  deux 
termes  consécutifs  de  la  progression  ;  posons  u  =  f(x),  on  a: 

/(*+*)-/(*)= *  n*)+î75r»  + +^7^"^ 

le  second  membre  est  un  polynôme  entier  de  degré  m  —  1,  dans 
lequel  le  terme  de  degré  m  —  \  est  égal  à  m  A0  h  x1"-1,  A0  étant  le 
coefficient  de  xm  dans  f[x)  :  ce  coefficient  s'obtient  donc  en   mul- 
tipliant par  h  la  dérivée  du  premier  terme  de  f{x). 
En  désignant  f(x  -f-  h)  —  f(x)  par  u,  on  a  d'après  cela  : 

A  m  =  m  A0  A.**1-1  +  Bxm-2  +  Cxm-»+ +L, 

Donc,  en  appliquant  au  polynôme  de  degré  m  —  1  obtenu  la  même 
règle, 

A2  u  =  m  (m  —  1)  A0  h*  .ar"1"3  + 

et  ainsi  de  suite,  d'où  Ton  conclut  : 

A*  M  =  m[m—  1) 2.  1.  A0 /i"\ 

ce  qui  démontre  la  proposition. 

735.  Application.  —  Substituer  des  nombres  entiers  consécutifs 
dans  un  polynôme  entier  en  x  de  degré  m. 

U  résulte  de  ce  qui  précède  que,  pour  calculer  les  résultats  de  la 
substitution  de  nombres  entiers  dans  un  polynôme  f(x)  de  degré 
m,  il  suffît  de  calculer  directement  les  résultats  relatifs  àm-f  i 
entiers  consécutifs;  en  effet  on  pourra  former  les  différences  pre- 
mières, secondes, jusqu'à  la  différence  m0.  Or  cette  différence 

m*  étant  connue,  comme  elle  est  constante,  on  pourra  former  par 
de  simples  additions  la  suite  des  différences  (m  —  ij*™«.  pU{s  en 
remontant  successivement  comme  nous  l'avons  fait  dans  les  exem- 
ples précédents,  on  arrivera  aux  différences  premières,  et  celles-ci 
une  fois  connues,  on  en  déduira  la  suite  cherchée. 

Exemple.  —  Soit 

f(x)  =  x*  —  Ix  —  7. 
Calculons  /•(- 1),      f(0),      /•(!),      f(2) 

+  3 


àff{x) 
AY(x) 


—  1 

0 

+     1 

+    2 

—  1 

—  7 

—  13 

—  13 

-  6 

—  6 

0 

12 

0 

+  6 

12 

6 

6 

—  1 
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Nous  trouvons  À3  f{x)  =  6.  Pour  calculer  /\3),  nous  ajoutons  6 
à  la  deuxième  différence  seconde,  ce  qui  donne  12  pour  la  3e  dif- 
férence seconde  et  par  suite  0  +  12  pour  la  4*  différence  première, 
donc  f(3)  =—  1,  et  ainsi  de  suite. 

On  calculera  d'une  manière  analogue  f( —  2)  en  retranchant  les 
différences  successives  au  lieu  de  les  ajouter.  On  aurait  de  ce 
tableau  : 


—  13 
+  12 

—  12 


-  1 

0 

-  6 


—  1 

-  6 
0 
6 


de  sorte  que 

fl--2)  =  -l,      /X-3)  =  -13,etc. 

736.  Calculer  Ap  w0  connaissant  u0,  wn  us, vp.  On  a 

A  t<0  =  «,  —  «0, 

A2  ti0  =  Ai/,  —  Aw0  =  («, — «,)  —  (m,  —  vQ)  =  w8  —  2m,  +  uQy 

A3  m0  =  A'w,— Alw0=(w8—  211,+tfj)— (w2— 2u, + w0)=ti8— Stt^w  — w0. 

On  voit  apparaître  les  coefficients  du  binôme  ;  je  dis  que 

Aw  tr.  =  «u  -  C^  um_t  +  (£  *„,_,  - +  (-  l)m  «• 

En  effet,  supposons  la  loi  vérifiée  pour  m  =  />,  de  sorte  que 

A"  «0  =  «„  -  c;  Vl  +  c;  «„_,  - +  (-  ty ... 

On  aura,  en  appliquant  la  même  formule  à  la  suite  «,,  t»„ u^,  : 

A"  «,  =  «h-.  -  c>,  +  c;  «„_.  - +  (-  *r  «,. 

d'où 

a*-'  «^a'u.-a"  *=«*,  -(<ï+i)«> +(cj +<#«_- 

+  (-i)'(c;  +  cj;-,)«1-(-i)',«.. 

c'est-à-dire 

A*"'  «„  =  u^,  -  C^,  u,  +  Ç+,  V  - +  (~  «^  ».• 

•Or,  la  formule  est  vérifiée  pour  m  =  1 ,  2,  donc  elle  est  vraie 

pour  m  =  3, etc.,  elle  est  donc  générale. 

On  aurait  de  la  même  façon 

A*  up  =  uHn  —  Ci,  «*„+„._,  +  (£  «^_,— +  (-  !)■  «,. 
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On  peut  écrire  cette  formule  symboliquement  de  la  manière 
suivante  : 

en  convenant  de  calculer  (w  —  l)m  en  remplaçant  dans  le  déve- 
loppement de  (u  —  l)w  par  la  formule  du  binôme  chaque  terme 
tel  que  CJ,  uq  par  CJ,  uq  et  enfin  en  remplaçant  le  produit  de  up.  u, 
par  u^. 

737.  Calcul  de  umen  fonction  de  w0,  A  u0,  A*  i/0, Am  t*0. 

On  a 

wi  =  wo  +  A ti0,    et    Att,=A«0+  AX, 
donc 

tiJ  =  w1  +  AM1  =  M0  +  Ati0  +  (AM0  +  A2w0), 

ou 

«i  =  wo  +  2Aw0  +  A2i/0; 

on  voit  déjà  apparaître  les  coefficients  binomiaux. 
Je  dis  que 

««  =  «o  +  Cl  An  +  CL  A*  u0  + +  A'»  «,. 

En  effet,  cette  formule  étant  vérifiée  pour  m  =  1  et  m  =  2,  il  suffit 
de  montrer  que  si  elle  est  vraie  pour  m  =  p,  elle  sera  vraie  pour 
m  =  p  +  !• 
Or,  supposons 

n,  =  »•  +  Q  A  ti§  +  qj  A*  n0  + +  A'*., 

on  aura,  en  appliquant  cette  formule  à  la  suite 

A  t/0,  A«„A  wa A  m,, 

A  up  =  A  m0  +  Q  A2  u0  +  <?  A8  «0  + +  A^1  tig. 

Mais 

"H-*  =  w;>  +  A  M,,, 

donc 

«H-.=«.+(C;+l)Aw,+(C;+C;)A'«0+ +(CJ+(Tl)A'*„0+AH-',/e, 

c'est-à-dire 

«H-.  =  S  +  C^,  A  «0  +  <£+,  A»  «.  + +  A**  «„. 

La  loi  est  donc  générale. 
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Plus  généralement, 

»M+,  =  ",  +  ^  A  y,  +  C^  A*up  + +  A**,. 

Ce  que  Ton  peut  écrire  symboliquement  : 

«W  =«,(!+ A)", 

en  convenant  de  faire  le  développement  de  (1  -f-  A)m  et  de  rem- 
placer up  x  A*  par  A*  up. 

738.  Interpolation.  Formule  de  Newton.  —  Interpoler, 
c'est  insérer  entre  les  termes  d'une  suite  donnée,  de  nouveaux 
termes  vérifiant  la  même  loi  que  les  premiers. 

Étant  données  m  +  i  valeurs  d'une  fonction  inconnue  de  x9 

correspondant  à  des  valeurs  xoy  x{,  x„ xm  de  a?,  on  ne  peut  pas, 

si  la  fonction  est  inconnue,  en  déduire  la  valeur  de  f(x)  pour  une 
autre  valeur  de  x,  et  cela  quelque  grand  que  soit  m.  Le  problème 
de  l'interpolation  est  alors  entièrement  indéterminé.  Si  l'on  assu- 
jettit f  (x)  a  être  une  fonction  entière  de  degré  m,  le  problème  est 
alors  déterminé.  Nous  en  avons  déjà  donné  une  solution,  celle  de 
Lagrange.  Newton  en  a  donné  une  autre,  fondée  sur  le  calcul  des 
différences,  dans  le  cas  où  les  nombres  x0,  x{, xm  sont  en  pro- 
gression arithmétique. 

Le  problème  est  donc  celui-ci  :  déterminer  le  polynôme  f(x)  de 
degré  m  qui  prend  les  valeurs 


quand  on  donne  à  x  les  valeurs 
Considérons  la  fonction  entière 


t(')  =  -.  +  \^«.  +  "-^1^à'u.+ 


1.  2 p  «i»         1,2 m 

Si  l'on  fait  z  =p,  tous  les  termes  qui  suivant  le  (p  -f-  *),èBie  sont 
nuls  et  l'on  obtient 

?  (P)  =  V 

Il  en  résulte  que  f(z)  est  un  polynôme  entier  en  z  qui  prend  pour 
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les  m  valeurs  suivantes  dez  : 

0,      1,      2,      m, 

les  valeurs  données 

w0>      ti„      «i «»• 

Il  suffit  de  faire  un  changement  de  variable  pour  obtenir  la  solu- 
tion de  la  question  ;  le  polynôme  devant  être  du  degré  m,  il  faut 
prendre  une  formule  de  transformation  du  premier  degré 

s  =  Aa?  +  B. 

De  plus,  s  devant  être  égal  à  p  quand  x  =  x0  +  P*>  posons 

P=A(*0+/>A)  +  B; 

cette  relation  doit  avoir  lieu  pour  m  + 1  valeurs  de  p,  donc  il  faut 
prendre 

1  -  AA  =  0,      Àxo+B  =  0; 
ce  qui  donne 


X  ~ ~*  Xi 


*=■  k 


0 


et  par  suite  le  polynôme  cherché  est  donné  par  la  formule 

X-X0/i_X0_A 

/f(*)=".  +  ^*».+  \2 -**«.+ 

T  1.2 p  ,T 

T  1.2 m  U     ° 

En  remplaçant  #0  par  a,  on  peut  écrire  ainsi  cette  formule  : 

x— a/x—  a     .\/x—a      \         fx—a  \    Am  f{ 


A"  fla)_ 
m' 
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Remarque.  —  En  comparant  la  formule 

f(x)  =  u0  +  {x  —  x0)  -p+ 

,    {x  —  x0)  jx  —  x0  —  h) [x  —  x0  —  (m  —  1)  k]m  Am  fr0 

+  1.2 m  "     Am 

avec  la  formule  de  Taylor,  on  voit  que  si  h  tend  vers  zéro  on  a  : 

739.  Si  les  quantités  moî  Awo>  •••  Aww0  sont  toutes  positives,  et  si 
Ton  donne  à  x  une  valeur  supérieure  à  x0  +  m  —  1  A,  /"(#)  aura  une 
valeur  positive  et  ira  en  croissant;  donc,  dans  ce  cas  x0  +  m  —  *  * 
est  une  limite  supérieure  des  racines  positives  de  l'équation 
/•(x)=0. 

Si  t/0,  Aw0,  ...  Aww0  ont  alternativement  les  signes  +  e*  — »  x<>  est 
une  limite  inférieure  des  racines  positives  de  l'équation  f(x)  =  0, 
car  en  supposant  x  <  x0,  tous  les  termes  de  f(x)  auront  le  signe  +. 

EXERCICES. 

1.  Vérifier  directement  que  la  formule  de  Lagrange  donne  le  même  polynôme  que 
celle  de  Newton  quand  les  valeurs  de  x  sont  en  progression  arithmétique. 

2.  Trouver  une  limite  de  Terreur  commise  quand  on  emploie  la  formule  d'interpo- 
lation de  Newton  ou  celle  de  Lagrange. 

—  Soit  F  (x)  la  fonction  inconnue.  La  différence  F  {x)  —  f(x)  est  nulle  pour  m  -f  l 
valeurs  de  x  :  x9l  xu  ...  a;m,  donc  (voir  Exercice  II,  ch.,  vu,  livre  IV)  : 

F  (*)  -  f(.r)  =  ££$  (*  -  *.)  (*-*,)...  (*  -  x.!, 

Ç  désignant  un  nombre  compris  entre  le  plus'  grand  et  le  plus  petit  des  nombres 
x,x9,xt.  ...  xm, 

3.  Étant  donnée  une  équation  algébrique  à  coefficients  réels,  soient  • 

*,*>+*,*>-■  + +\>+s*>-n+, 

nf  3  termes  consécutifs  ;  si 

A,,A1AnA,  =  (AwAt)V 

l'équation  a  nécessairement  des  racines  imaginaires;  et  autant  de  fois  cela  arrivera 
autant  il  y  aura  au  moins  de  couples  de  racines  imaginaires  conjugués. 

(Lacroix.) 

4.  L'équation 

F(«),  xm  +  F(«  +  1)  a:m"1  -f  ...  +  F  (a  +  r)  xm"r  +  ... 
-f-  F(a+  m  -  l)x  +  F(a  +  w)  =  0, 
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F  (a)  étant  une  fonction  entière  de  degré  m  —  2  au  plus,  a  toujours  des  racines 
imaginaires. 

(Mathieu.) 

On  multiplie  le  premier  nombre  par  (x  —  i)m-,+1,  m  —  s  étant  le  degré  de  F  (a). 
5.  Démontrer  la  formule 

x  — a(x— a,  â\AV(a  —  gA) 


/w=rw+-?àA.-»)  +  -«(--+1)^^!ïï+ 


+  —  (—  +  ') (-+m-!)l 


/(/>  —  mh) 
2 m    • 


les  différences  étant  relatives  à  des  valeurs  a  —  h,  a  —  2A, a  —  mh  décroissant 

en  progression  arithmétique. 

(Desboves.) 


NOTE  I 


EXEMPLE  DE  FONCTION  CONTINUE  N'ADMETTANT  PAS  DE  DÉRIVÉE. 

Soient  6  un  nombre  compris  entre  0  et  1,  a  un  entier  impair  plus  grand  que  1, 
et  x  un  nombre  réel. 
La  série 

coswar-f  6.COS  ic  ax  +  61.cos it a1  x  + +  Aw.cos  uû"x+ (1) 

est  convergente,  car  la  série 

1+6  +  *»+ +  6"  + « 

est  convergente,  et  l'on  obtient  la  série  (1)  en  multipliant  chacun  des  termes  de  la 
série  (2)  par  un  cosinus,  c'est-à-dire  par  un  nombre  dont  la  valeur  absolue  est 
moindre  que  i.  On  voit  de  plus  que  la  série  (l)est  absolument  convergente)  en  dési- 
gnant par  F(x)  sa  valeur,  nous  écrirons 

F(x)=    2    bn.ca**anr. 

n  =  0 

La  fonction  F  (x)  est  continue. 
Posons,  en  effet, 

H8SJI 

Fp(x)=    2     6n.cosnana:, 

n=© 

R,(*)  =    2     6M-cosicflnx; 
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d'où 

r{m)  =  Yp(x)  +  R,{x)9 

p  désignant  un  nombre  positif, 
On  a  évidemment,  quel  que  soit  *, 

I8,W|<ÎTJ 

|B,(*+*)|<f3»; 

donc 

I  F(*  +  A)-F(*)     < 


I        %bp 
F,(x  +  A)-F,<*)     +1-r-ft- 


On  peut  supposer  p  assez  grand  pour  que  l'inégal i té 

soit  vérifiée,  a  étant  un  nombre  positif  donné. 

D'autre  part,  F  (x)  étant  évidemment  une  fonction  continue  de  x,  on  peut  déter- 
miner un  nombre  positif  (J,  tel  que  l'inégalité 

l*Kf 
entraîne  celle-ci  : 

.  a 


<»• 


If^+w-^f^wI 

et  par  suite  l'inégalité 

|F(*+A)-F(«)|<« 

sera  vérifiée  par  toutes  les  valeurs  de  h  moindres  que  p  en  valeur  absolue;  ce  qui 
établit  la  continuité  de  la  fonction  F{x). 
Si  Ton  suppose  a6<l,  la  série 

—  S  «n6n*sinan*.T 
o 

est  uniformément  convergente;  on  en  conclut  que  F  (a:)  aune  dérivée  qui  est  préci- 
sément la  série  précédente. 

Nous  allons  prouver  que  si  a  à  dépasse  une  certaine  limite,  F(x)  n'a  pas  de  dérivée. 
On  a: 


F(x  +  h)— F{x)_"  y  "  bn[cos<Kan(x+h)  —  cos*anx] 


.F£+W    #FM 


O) 


car  les  séries  -^-r —  et  -~  étant  absolument  convergentes,  il  en  est  de  même  de 
h  n 

leur  différence,  et  Ton  peut  dès  lors  écrire  dans  un  ordre  arbitraire  les  termes  de 

cette  différence. 

Désignons  par  Sp  la  somme  des  p  premiers  termes  de  la  série  (3),  et  par  p  le 
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reste  correspondant  ,p  étant  un  nombre  positif  :  l'identité 

.1      «. 
i =  —  n a  . r .  sin  -  it  a"  (9a-f  /<) 

montre  que  la  valeur  absolue  de 


est  moindre  que  ica". 
Donc 


c'est-à-dire 


cosftqw(j  +  h)  —  costtan.r 


I  S,  |  <it    J     («*)", 

,'n=o 


Occupons-nous  maintenant  de  p  .  On  peut  poser  : 
«*■*  =  %  +  ^, 

«p  désignant  un  nombre  entier  et  \p  étant  une  fraction  comprise  entre  -  et  — ,  de 

sorte  que  s  est  la  valeur  approchée  de  a?x  à  une  demi-unité  près. 
Posons  en  outre  : 

«,=±1,  A  =  '-LLi'. 

Le  nombre  a* (a- +  h)  =  «,+  «,  est  entier;  d'autre  part,  h  a  le  signe  de  e  et  l'on  a  : 

Si  p  croît  indéfiniment,  h  tendra  vers  zéro. 
Gela  étant,  supposons  n  >  ;>.  On  a  : 

a   "H- 
cos  ican  (*  +  A)  =  cos va"-'*  (a,  +  tp)  =  (-  1)   * 

car  «^  +  e  et  «^  -f  1  sont  de  même  parité  et  an"p  est  impair  ; 

cos  ic  att*  =  cos  w  an"p  («^  +  Çp)  =  (—  i)^  cos  it  a"^  Ç,. 


donc 

(—1) 
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La  série  renfermée  sous  le  signe  V  a  tous  ses  termes  positifs;  le  premier,  égal  à 

^(l  +  cos*^), 

est  au  moins  égal  à  b*%  car  it  \p  est  compris  entre-  -  et  -f  - . 
Donc,  on  peut  écrire 

et  de  plus  çp  aura  le  signe  de  (—  i).  *    e;„ 

D'après  cela,  si  Ton  a 

et  par  suite,  si 

0:1  aura 
et 


\>  « 


3^SS=ï' 


«*>i+Ç, 


p,  I  >  I  sp  I 


|fJS±«=IM|>K|_|^|>|._ïfcî|^ 


Cette  dernière  expression  croit  indéfiniment  avec  p. 
D'ailleurs, 

F(x  +  h)-F(x) 

a,  ainsi  que  pp,   le  signe  de  (—  l)«p+l  epî  et  comme  on  peut  pour  chaque  valeur  de 

p  se  donner  arbitrairement  le  signe  de  e  ,  on  voit  qu'on  pourra  à  volonté  faire 

F(*-f  A)  —  F(#) 
tendre  j vers  -f  00  ou  vers  —  « .  Donc  F  [x)  n'a  pas  de  dérivée  quand 

on  suppose  a  h  >  1  H -■ . 

Cette  fonction  a  été  imaginée  par  M.  Weierstrass. 

M.  Darboux  a  donné  d'autres  exemples  dans  son  mémoire  sur  les  fonctions  dis- 
continues» Ainsi  la  fonction 

_  y  sin  [1.2.3 (n-fl).-) 

nX)  -  ^  1.2.3 n » 

1 

qui  est  continue,  n'a  de  dérivée  pour  aucune  valeur  de  x. 
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NOTE   II 

NOUVELLE  DÉMONSTRATION  DU  THÉORÈME  DE  DALEMBERT 

Toute  équation  algébrique  E  (x)  =  0,  E  (x)  désig?iant  un  polynôme  entier  et 
rationnel  à  coefficients  réels  ou  imaginaires,  admet  au  moins  une  racine  réelle  ou 
imaginaire  de  la  forme  a  -f  ai. 

Supposons  le  polynôme  E  (.r)  de  degré  p.  L'équation  proposée  peut  se  mettre  sous 
la  forme  P  -f-  Qi !  =  0,  P  etQ  étant  des  polynômes  entiers  à  coefficients  réels  ;  l'équa- 
tion conjuguée  est  P  —  Qi  =  0.  L'équation  de  degré  2  p  :  P*  -f  Q1  =  0  a  ses  coeffi- 
cients réels.  Si  cette  équation  admet  une  racine  a  +  bi,  on  est  sûr  que  l'équation 
P  -f  Q*  =0  admet  aussi  une  racine,  car,  en  remplaçant  x  par  a  +  ai  dans  le  produit 
'P  4-  QO  (P  —  Q«)»on  obtient  zéro  pour  résultat;  donc  l'un  des  facteurs  du  produit 
s'annule;  si  c'était  P  —  Qi,  a  —  bi  serait  racine  de  l'équation  P  -f  Qi  =  0. 

Posons  P1  +  Q*  =  /*(*),  et  remplaçons  x  par  y  -f  z,  de  sorte  que 

f{x)  =*(*»,  y)  +  it(ï',y), 

9  (x2,y)  et +(sa,  y)  étant  des  polynômes  entiers  en  z*  dont  les  coefficients  sont  entiers 
par  rapport  à  y. 

Supposons  d'abord  que  p  soit  impair.  Le  résultant  des  polynômes  9  (z*,y)  et  <J/(z*,  y) 
par  rapport  à  z*  est  de  degré  p  (2p  —  1)  en  y.  (601)  ;  il  est  donc  de  degré  impair  et 
a  tous  ses  coefficients  réels  ;  il  a  au  moins  une  racine  réelle  :  y  =  b.  Rempla- 
çons y  par  6  dans  ç(za,  y)  et  ty  (z*,  y),  autrement  dit  remplaçons  dans/Vx),  x  par 
b  -f-  z.  Il  peut  arriver  alors  que  <|t  fz',  6)  soit  identiquement  nul  (597)  quand  on  a  fait 
cette  substitution  ;  mais  cela  ne  peut  pas  arriver  pour  ?(z',  b),  car  on  peut  supposer  que 
le  coefficient  du  terme  de  plus  haut  degré  de  ?  (z1)  soit  égal  à  1.  Si  ty  (z*,  b)  =  Q,ona 
f{x)r==$  (zs,  ô).  Or  <?  (z*,  b)  est  de  degré  impair  p  par  rapport  à  z1,  et  par  suite 
admet  au  moins  un  diviseur  z1  — -  a  ou  (x—  b)*  —  a.  Donc  l'équation  /,(j)  =  0a 
pour  racines,  dans  ce  cas,  x=zb±Jâ* 

Supposons  maintenant  que  <p  (**»  6)  ne  soit  pas  identiquement  nul,  alors  les 
polynômes  ty  (z*,Ô),  9  (z*,  6),  dont  le  résultant  est  nul,  ont  undiviseur  commun  0  (z1), 
et  par  suite  f  (a;)  est  le  produit  de  deux  polynômes  entiers  :  f%  (x)  et  /i  (x)  qui  sont 
tous  deux  de  degrés  pairs  :  2p'  etîp",  de  sorte  quep  =p'  +  p".  Or  p  est  impair, 
donc  l'un  des  deux  nombres  p',  p"  est  impair  et  l'autre  pair.  Supposons  que  ce  soit 
p'.  On  opérera  sur  fx  (z)  comme  sur  f  {x)  ;  le  degré  2  p'  de  ft  (x)est  inférieur  à  celui 
de  f(x).  Ou  bien  fx  {x)  admet  un  diviseur  du  second  degré  {x  —  b')*  —  a\  ou  bien 
on  décomposera  f%  {x)  en  un  produit  de  deux  polynômes,  et  ainsi  de  suite  ;  et  comme 
le  nombre  des  opérations  est  limité  puisque  les  degrés  vont  en  diminuant,  on  arri- 
vera nécessairement  à  un  diviseur  réel  du  premier  ou  du  second  degré. 

Considérons  maintenant  une  équation  à  coefficients  réels  ou  imaginaires  du 
degré  m  =  2*.j»,  p  étant  impair.  Pour  abréger,  on  dira  que  m  est  de  parité  k  et 
nous  allons  montrer  que  si  le  théorème  est  établi  pour  toutes  les  équations  dont  le 
degré  est  de  parité  inférieure  à  A,  il  est  encore  vrai  pour  un  degré  de  parité  k  ;  il 
sera  par  suite  établi  dans  toute  sa  généralité,  puisqu'il  est  vrai  pour  la  parité  zéro. 

Soit  f(x)  le  premier  membre  de  l'équation.  En  posant  comme  ci-dessus  x  =  y  +z 
et  f[x)  =  9  (z9,  y)  ■+•  z  ty  (z*,  y),  le  résultant  par  rapport  à  z*,  des  deux  polynômes 

9  (z*,  y),  *  (z»,  y)  est  de  degré  mlm-V  =  2*-1.  p  (*\  p  -  i)  par  rapport  à  y.  U 
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est  donc  de  parité  k  —  i  et  par  suite  s'annule  pour  une  valeur  réelle  ou  imagi- 
naire de  y. 

Or  9  (s*,  y)  est  par  rapport  à  s*  de  parité  A  —  1  ;  donc  si  b  est  la  racine  du  résul- 
tant, et  si  i|/  (2*,  b)  =0, 9(xa,  6)  admet  un  diviseur  i*  —  a  et  par  suite  ^(x)  admet 

un  diviseur  du  second  degré  (x  —  b)*  —  a  ;  si  ^  (s1,  6)  n'est  pas  identiquement  nul, 
on  voit  comme  plus  haut  que/*(x)  est  le  produit  de  deux  polynômes  entiers 

En  appelant  2*.p'  et  2*  ./>   les  degrés  de  ces  deux  facteurs  on  a  : 

2*.p  =  2*V  +  2*V'- 

On  ne  peut  évidemment  avoir  en  même  temps  k'  >  k  et  k"  >  k,  mais  on  peut  avoir 
par  exemple  k'  =  k,  k"  >  k'  ;  si  k"  =■  A  -f  À,  alors 

**>  +  2*V  '  =  *V  +  «*•  J>"), 

dans  ce  cas  p'  +  2*  />"  =  p,  par  suite  p' <p.  Enfin  l'un  des  membres  A'  par 
exemple  peut  être  inférieur  à  A.  Donc  le  degré  de  l'un  des  deux  facteurs,  fx  (x)  par 
exemple,  sera  de  même  parité  que  m  mais  plus  petit  que  m  ou  de  parité  inférieure  à 
k.  Dans  cette  dernière  hypothèse  f  (x)  a  une  racine  ;  dans  l'autre  hypothèse  on  trai- 
tera f%  (x)  de  même  manière  que  /*(x).  On  obtient  ainsi  une  suite  évidemment 
limitée  de  polynômes  dont  les  degrés  vont  en  dimiuuant  ;  on  arrivera  donc  nécessai- 
rement à  un  diviseur  du  premier  degré  de  f(x). 

Cette  belle  démonstration  est  due  à  M.  Walecki,  professeur  de  mathématiques  spéciales  au 
lycée  Condorcet. 

(Voir,  comptes  rondos  de  l' Académie  des  sciences,  19  mars  1883.) 


QUESTIONS  PROPOSÉES  AU  CONCOURS  GÉNÉRAL. 

1.  (1874,  Paris).  Démontrer  que  la  forme  la  plus  générale  du  polynôme  entier 
F  (x)  satisfaisant  aux  relations 


F(l-x)  =  F(x),xmF  (j)=F 


(x) 


est 

F  (x)=(x«  -x)ip (x«  -  x  +  1)*  [At(x»-x  +  l)*'1  +  A,(x»  —  x  +  i)*—l\ (x*-*,1 
+  Mx»  -x+  !)*-■>.  (*■-*)•  + +  An(x«  -*)*], 

p,  q%  n  désignant  des  entiers  positifs  et  A0,  A,, An  des  constantes  quelconques. 

2.  (1874,  Départements).  Si  l'on  considère  la  fonction  é~*  de  la  variable  x  et  que 
Ton  en  prenne  les  dérivées  successives,  on  reconnaît  que  la  dérivée  de  Tordre  n  est 
égale  au  produit  de  e~*  par  un  polynôme  entier  en  x  que  Ton  désignera  par  ç„  (*). 

1#  Démontrer  que  les  polynômes  ?  (x)  satisfont  aux  relations  suivantes  : 

9n  (x)  +  2  x  ?„_!  (x)  +  2(n  -  1)  ^  {x)  =  0, 
<K (*)  -  *■*  ?'„  (x)+  2n«(x)  =0. 
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2»  Calculer  les  coefficients  du  polynôme  ?n  (x) ordonné  suivant  les  puissances  de.r. 
Démontrer  en  oulre*  que  l'équation  ?u  (x)  =  0  a  toutes  ses  racines  réelles, 

inégales  et  comprises  entremet    \f^~-  (Hemitb.) 

3.  (1K79)  Étant  donnée  une  équation  du  troisième  degré 
x*  -f  ax*  -f  b  x  -f  c  =  0, 
calculer  les  coefficients  w,  «,  />  d'un  polynôme  du  second  degré 

tel  que  les  valeurs  que  prend  eu  polynôme  quand  on  y  remplace  jl-  successivement 
par  les  trois  racines  de  l'équation  proposée  soient  égales  à  ces  trois  racines. 
Réciproquement,  étant  donné  un  polynôme  du  second  degré 

m  x*  -+-  n  x  -\-p, 

calculer  les  coefficients  a,  b,  c,  d  d'une  équation  du  troisième  degré 

ax*  +  bx*  +  c*  +  rf=0, 

telle  que  la  propriété  énoncée  précédemment  ait  lieu. 

4.  Le  produit 

(i  +?*))(!  +?**).. .(1+  q*—1  S)(l+    |)(i   +7) (l+* ) 

est  représenté  par 

~~  +  -f    -^  +  A,   +    A,  =  +    .....    +  AB  s\ 

1»  On  demande  d'exprimer  en  fonction  du  paramètre  </  les  coefficients  ries  dill'é- 
rentes  puissances  de  la  variable  z.  2o  Le  paramètre  g  étant  un  nombre  réel  dont  la 
valeur  absolue  est  inférieure  à  l'unité,  ou  une  quantité  imaginaire  dont  le  module 
est  inférieur  à  l'unité,  démontrer  que  le  coefficient  d'une  puissance  quelconque  de 
;  tend  vers  une  limite  quand  ?i  augmente  indéfiniment  et  déterminer  cette  limite. 

5.  (1887).  On  représente  par  (xu  t/,),  (jr„  yt),  . . .  (a*m,  ym^  les  cordonnées  des  points 
d'intersection  de  deux  courbes  algébriques  dont  les  équations  mises  sous  forme 
entière  sont  : 

f(x,y)  =  0,  V  (x,  ,,),=:  0. 

On  suppose  que  tous  ces  points  d'intersection  sont  simples  et  à  distance  finie  : 
1°  Montrer  que,  pour  chaque  valeur  de  i  on  peut  écrire: 

f(x,  y)  =  [*  -  *t)  a.  (x,  y)  +  (y-  y,)  b.  (x,  y), 
F  (x,  y)  =  [x  -  xt)  A,  (X|  y)  +  [y  -  y.)  B.  (x,  y), 

les  coefficients  a  ,  bif  A{,  B{  étant  des  polynômes  entiers  en  x  et  y. 
2o  On  pose 


9i  (x,  y)  1 


atb 


*  Cette  question  n'était  pas  posée  au  Concours. 

II.    B.   »IBWKXOIX>W!*KI.    ALGÈBRE.  32 
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et 

i  =  m 
t  =  ! 

et  l'on  détermine  les  constantes  C{  de  manière  que  le  polynôme  ♦  prenne  pour 
x-=a\  et  y  =  yf.  une  valeur  déterminée  t*r  Montrer  qne  le  polynôme*  ainsi  obtenu 
comprend  comme  cas  particulier  la  formule  d'interpolation  de  Lagrange. 

3°  Démontrer  que   tous  les  polynômes   en  x  et  y  qui  pour  x  =  x.  et  y  =  y. 
prennent  la  valeur  «f.,  peuvent  être  mis  sous  la  forme 

♦  +  M/H-NF, 
M  et  N  étant  des  polynômes  entiers  en  x  et  y. 


QUESTIONS  PROPOSÉES  AU  CONCOURS  D'ADMISSION 
A  L'ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE 

6.  (1885)  1»  On  considère  la  fonction  de  x 

sin  [m  (ave  cas  x)] 


v/i- 


où  m  est  une  constante  donnée.  Montrer  que. cette  fonction  satisfait  à  la  relation 
"     (*■  —  l)  //'  +  3  *  y1  —  (»/»■  —  1)  ?/  =  0, 

//',  y"  désignant  les  dérivées  première  et  seconde  dey. 

2o  En  supposant  que  m  soit  un  entier  positif,  on  demande  d'établir  que  l'on  peut 
satisfaire  à  l'identité  précédente  en  prenant  pour  y  un  polynôme  entier  en  x.  Après 
avoir  trouvé  le  degré  de  ce  polynôme,  on  cherchera  la  forme  de  ses  coefficients. 

7.  (i888)  Un  polynôme  f(x)  de  degré  n  vérifie  l'identité 

«f(.r)  =  U-fl)f(i)  +  6/"M; 

1°  Chercher  les  coeffleients  de  f(x)  ordonnés  suivant  les  puissances  de  x  —  </. 

2°  Chercher  les  conditions  de  réalité  des  racines  de  l'équation  f  (x)  =  0. 

3°  Prouver  que  si  b0  est  la  valeur  absolue  de  b,  les  racines  de  f{x)  =  0  sont 

comprises  entre 

«-^liSjpiH.  et  a  +  y^«fiU=i)é#. 

8.  (1889)  Déterminer  un  polynôme  entier  en  x  du  septième  degré  f  (x\  sachant 
que  f(x)  +  i  est  divisible  par  [x  —  l)4  et  f(x)  —  1  par  [x  -f  1)*.  Quel  est  le  nombre 
des  racines  réelles  de  l'équation  f  (x)  =  0. 
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EXERCICES  DE  CALCUL  PROPOSÉS  AU  CONCOURS  D'AGRÉGATION 
DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES 

9.  (1866).  Résoudre  l'équation 

*-f  sin*.  cos*  =  -  sin  23° 27' 14",  8. 

Calculer  la  racine  à  1"  près  à  l'aide  de  la  méthode  de  Newton. 

10.  (1867).  !•  On  rencontre  dans  le  calcul  des  probabilités  l'équation  suivante  : 


/5\*      */5\*-*  _* 

U/      6W      -§' 


séparer  les  racines  de  cette  équation  et  les  calculer  avec  3  décimales. 

11.  2J  Calculer  w  avec  5  décimales  au  moyen  de  l'équation 

L(l+^)   ,     *        *»        ** 

12.  (1868).  Séparer  les  racines  de  l'équation 

sin*       ¥    1  -f  sin*       .        . 
-L. 1  =  0, 


cos** 


et  calculer  la  plus  petite  racine  positive. 

13.  (1869).  Trouver  le  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation 

14.  (1871).  Calculer  la  plus  grande  racine  de  l'équation 

éT  =  31  200 sin  *  -f  2500  cos  x. 

15.  (187 2).  Calculer  les  solutions  communes  aux  deux  équations 

0,04  //*  —  0,55*0  +  1,96**  —  2,80 y  —  0,40*  -f  1  =  0, 
2,80 y*  +  2,88 *y -f  2,92**  —  8 y  —  4*  +  4  =  0. 

16.  (1873).  Calculer  toutes  les  racines  réelles  et  imaginaires  de  l'équation 

6*»  —  19  *5  —  32  **  -f  170 *»  — 138**  —  96 *  +  130  =  0. 

1 

17.  (1876).  Calculer  a  —— près,  les  valeurs  de*  et  de  y  données  par  les  relations: 

10000 

*  ~~  2  +  2  "  3.2»  +  2.4  '  5.2»  +  2.4.6  "  7.2*  +  '  " 
x      x*         *?*  ■>•* 


1    '   1.2       1.2.3  '  1.2.3.4 
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18.  (1877;.-  Sachant  que  le  polynôme 
ï/'-f  1,7 j-y*  —  2,25 x*y  —3,825 z*  +  2y»  +  3*J/  +  0,6.r*  -y  +  4,3.r-2 

est  décomposante  en  facteurs    du  premier    degré,  en    demande  d'opérer  cette 
décomposition. 
10.  (1880).Étant  donnée  l'équation 

;*  -  s  +  1  =  0, 

1*  Démontrer  qu'elle  a  toutes  ses  racines  imaginaires;  2*  calculer  la  partie  réelle 
et  le  coefficient  de  i  pour  chacune  de  ses  racines.  En  posant  z  =  x  -f  yt\  on  verra 
que  le  problème  dépend  de  la  recherche  d'une  des  racines  d'une  équation  du  troi- 
sième degré;  on  calculera  celte  racine  à  l'aide  des  tables  trigonométriques  avec  le 
degré  d'approximation  qu'elles  comportent. 

20.  (1881).  Évaluer  l'intégrale  définie 


/: 


dx 


Jx    *■(*"  +  *+  1)* 

21.  (18H3).  Résoudre  l'équation 

9  a-*  —  11*»  +  8.r  —  1  =  0. 

22.  (1884).  Si  l'on  désigne  par  a  le  demi-grand  axe  d'une  ellipse,  par  e  son  excen- 
tricité, par  2*  la  longueur  de  l'arc  de  cette  courbe  compris  dans  l'angle  obtus  formé 

s 
par   les   deux  demi-diamètres  conjugués  égaux,  on  démontre  que  le  rapport  — 

est  exprimé  par  la  série 

s        iz        it—  2,,        2* -8  15*-4i    m        25  (21  *  —  61)   . 

a        4  10    l  255  307*  196608 

«étant  le  rapport  «le  la  circonférence  au  diamètre.  On  donne-  =  0,78  et  fonde- 

a 

mande  de  calculer,  par  la  méthode  des  approximations  successives,  la  valeur  de  e 

avec  l'approximation  que  comportent  les  tables  de  logarithmes  à  7  décimales. 

23.  (1885).  Déterminer   les  coordonnées  des  pieds  des  normales  menées  par  un 
point  dont  les  coordonnées  rectangulaires  sont 

a  =l?y=2, 

à  l'ellipse  représentée  par  l'équation 

.7  *  +  4  y*  ■=  16. 


PROBLÈMES  DIVERS 
24.  Vérifier  que  l'expression 


x 


rm-H-i  —  1 


x  —  1  '    x*  —  1  jj>  —  1 

eu  un  polyi.ome  entier  en  x  ;  m  et  p  étant  des  entiers  positifs  et  m  ,^p% 
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25.  Vérifier  l'identité 

(n»  +  l)  +  (»«+a)+ +  (n*  +  {in  +  i))=n*  +  (n*  +  i)*. 

(DE  ROCQUIGNY.) 

26.  Vérifier  l'identité 

(2/i*  +  l)-H2«f+3)+(27i»  +  5}  + +  (2»*  +  2(2n  +  l)-i)=(n  +  lj4-w4. 

(E.  GÉSARO.) 

27.  Vérifier  l'identité 

cih  +  3Cji-  sLt  +  5l'an-v|j*  + +  *w  +  1    *"  3.5.7  ...  (2»+l)" 

(E.  Catalan.) 

28.  Si  /i=r3A  +  i,  on  a 

<.  -  »  <t  +  3t  r;L  - ±  3"_1  <<L  =  2i""'  • 

(E.  Catalan.) 

29.  Trouver  la  somme  des  cubes  des  n  premiers  nombres  impairs  et  montrer  qu'elle 
est  égale  à  la  somme  des  2n"  —  1  premiers  nombres  entiers. 

90.  En  posant 

H       n  n  itfw-1)...  (w-p  +  1) 

S|i  =  i"+sr+.  ...+*"  et  — , 


2n    '  s1;  =  »,  siw_,  +  «a  ^„_3  -f 

(Stkrn.) 

31.  On  a  aussi 

*"  [«.*i»- 1  «-»•»!»-.+ ]",=2,,['ni«i-.-i+w««f— a+ ]" 

(Stern.) 

32.  Calculer  la  valeur  du  déterminant 


1  2 

2  3 

3  4 


72—1         71 
72  i 

1  2 


n  1 


71-2    71  —  1 


33.  Trouver  la  limite  de 


log  tgpx 
\»%tgqx' 

quand  x  tend  vers  zéro. 
34.  Quelle  valeur  doit-on  donner  à  n  pour  que 


!-(.*  +  ^l +*■)—* 


ait  une  limite  finie  quand  x  tend  vers  zéro  ? 


Digitized  by 


Google 


509  COURS  D'ALGÈBRE 

35.  On  pose  /./&>  =  /,  w,.  lt  <*>  =  /,  ta  etc.,   /  désignant  un  logarithme 

quelconque,  puis 

aw=['-(mH-î))1  "'•'•"'"••• 

prouver  que  la  limite  de  fp  {ta)  est  égale  à  (i  (/e)*1  quand  w  grandit  indéfiniment. 

(SCHLOMILCH.) 

36.  On  pose 

_  w(ii-l) (ii-y  +  1)     „  . 

'""  1.2 p 

démontrer  que  le  quotient 


«0  +  «1  +   «I  +  ' 


a  pour  limite  -  quand  p  augmente  indéfiniment;  r  est  supposé  moindre  que  w,  H  a- 

71 

positif. 

(J.  Nkubebg.) 

37.  Trouver  la  dérivée  de  log^.  a  par  rapport  à  a: 

38.  Un  secteur  sphérique  ayant  pour  base  une  calotte  sphérique  a  une  aire 
constante  ;  étudier  les  variations  de  son  volume. 

39.  En  appelant  9  (x),  +  {x)  deux  fonctions  circulaires  quelconques  de  Tare  j-  et 
F  (m,  r)  un  polynôme  entier,  trouver  ce  que  doit  être  ce  polynôme  pour  que  l'on  ait 
identiquement 

F  (,(*),*(*))  ss  0. 

Prouver  que  la  condition  cherchée  est  que  F  (m,  v)  soit  divisible  par  le  premier 
membre  de  l'équation  entière  f  (w,  v)  =0,  liant  «  =  9  (*)  &  »  =  ty  (.r). 

(Mkray.) 

40.  Soient  P  et  Q  deux  polynômes  entiers  en  x  et  premiers  entre  eux,  et  soit  A  un 
polynôme  entier  premier  avec  P  et  Q;  on  peut  poser  : 

A     _  J^        B_ 

P"  Q  =   P»  +   p'-1  Q' 

P,  désignant  un  polynôme  entier  dont  le  degré  est  inférieur  A  celui  de  P,  et  B  étant 
un  polynôme  entier. 

(Méray.) 

41.  Prouver  que  l'équation 

(1  -f  i*)m  __  1  + ta 
(1  —  ix)m  ~"  I  —  f a 

a  toutes  ses  racines  réelles  et  inégales. 
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42.  Soient 

«i  +  M,  <*t  +  M «m  +àm  i, 

des  imaginaires  dans  lesquelles  les  coefficients  de  i  ont  tous  le  même  signe.  On  pose 

/»  +  Î9(*)  =  (j?—  «,  —  6|0(«  —  a,  —  6,t) (•*  — «„,—  *„,*); 

prouver  que  l'équation 

où  p  et  9  désignent  des  nombres  réels  arbitraires,  a  toutes  ses  racines  réelles. 

(Hsrmitk.) 

43.  Soient  a.  b,  c,  ...  /  les  racines  de  l'équation  xm  —  1  =  0  et  a,  p,  y ,  ...  X,  des 
nombres  entiers  positifs,  nuls  ou  négatifs.  Démontrer  que  la  fonction  symétrique 

2X  à*  c-r  ...  /"* 
est  nulle  si  a  +  &  +  f  + 4-  X  n'est  pas  divisible  par  m . 

(MÉRAY.) 

44.  Soient  f  (x)  et  ç  (*)  deux  polynômes  premiers  entre  eux  ;  prouver  que  si 
l'équation 

M*))]1 +  [*<*)]■  =  0 

a  une  racine  double,  cette  racine  vérifie  l'équation 

tn*;]1 +  [?>)]*  =  <>. 

45.  Trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  les  équations 
obtenues  en  égalant  à  zéro  les  dérivées  d'un  polynôme  entier  f  (.r)  depuis  la 
(m  —  /))i*me  jusqu'à  la  (m—  i)«*nie  aient  une  racine  commune. 

Quelle  est  la  forme  générale  des  polynômes  f{x),  de  degré  wi,  jouissant  de  cette 
propriété  ?  Résoudre  l'équation  f{x)  =  0  quand  m  =  2*  et  p  =  m  —  i. 

46.  Prouver  que  si  «est racine  d'ordre  a  de  multiplicité  de  l'équation  /,(.r)  =  0,fl 
est  racine  d'ordre  «  —  1  de  l'équation  obtenue  en  multipliant  les  termes  du  poly- 
nôme f{x)  supposé  complet,  par  les  termes  successifs  d'une  progression  arithmé- 
tique. 

47.  On  connaît  les  trois  côtés  consécutifs  2a,  26,  2  c  d'un  contour  polygonal 
convexe  ou  non,  inscrit  dans  une  circonférence  et  tel  que  ses  extrémités  soient 
diamétralement  apposées.  On  demande  le  rayon  x  de  la  circonférence. 

48.  Déterminer  les  dimensions  d'un  segment  sphérique  dont  le  volume  et  l'aire 
sont  respectivement  équivalents  à  ceux  d'une  sphère  et  d'un  cercle  donnés. 

49.  On  pose 

P,  =  l,    P^l+ï,...PH+1=,P,-nP„.i; 

prouver  que  l'équation  Pn  =  0  a  toutes  ses  racines  réelles, 

50.  Résoudre  l'équation  x"  —1  =  0. 

51.  Résoudre  l'équation 

[(*+*)• +  *■]•=  8  **(*  + 2). 

52.  Les  équations  de  la  forme 

*«  -  (a  -f  2  p)  .t»+  (3«  p+  $*  -f  lT*)x  -  a(p>  +  3T«)  =  0, 
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*•**.  ï-  ~  «».ùt  •  *:.a.n>-f>urat,.r».  *.,-*.;  \*r*  ?»-ui»-*  *-»^uatKD>  du  troisième  «fcrgré  ayant 
-'**  r*,  n-  »-Dii-rç  ou  fra^^fuvunr  qu'on  pu.w  trouver  par  la  règle  île  Cardan, 
•-t.  fi    ;-r«£it  qu*  Mir  dr*  iTaii-i^urs  c<-fnfi)rn~urabM. 

E.  RUMHIR. 

S3.  S  .-'.ï  /#rt  5  d-ui  ^•iyfffmr»  «.lier*  dun  même  dr-^ré  ji  par  rapport  i  un*- 
\*r  *r  r-  r:  U  q-itLt.t»-  a-apr»-*.  r.-mj-  -^  avec  l*~»  dénv^^s  de  ces  polynômes  eM 

/;  =r-.-  -r;'->-r -->■-..  ...(-i-v-'5--.-i"r> 

Si  5=/  tl  »i  h-  d?£ré  <r»t  impair  '//)=o. 

ffi-»fitr»-f  •!•**■  k  |»>lyn«.*»e  ç  U*  plu*  général  r>au -faisant  à  la  conditi<»n  fz,=0 

?=A  *  — «i  *  +  4  x— axn  + -f  /.(x— o^", 

'ii-  '/, ff„  étant  le*  n  rarin«-s  u>  /"  (x)  =  0. 

En  conclure  qu*-  si 

'i>  — 0i,"~/.>  — 0*)'- -'„('— «,/  =  >-  ai)(x—^ >— a;, 

il  exî-te  n  contantes  ),.  à* )  f  telles  que 

>i(x  —  x,;"- -/.,  -f  —  a,,"  - ->..,  r-  «„)"==  (jr  —  a,1.  x- flt) (x  —  fl,  . 

th*:oivme  dû  à  M.  Hosane*. 
Si  />*!  du  ^»v,n»|  degré. 

rn  conclure  la  formula  de  résolution  de  l'équation  du  second  degré.  Si/"  et  ?  sont  du 
second  degré,  1«*  résultant  <M 

(Halphen.) 
54.  Vérifier  la  formule 

(1,_1  8      -+-         î31  2.3.4.5.6  + 

(EtEALIS.) 

66.  Si  «,  6,  c, . .  . .  /;  #, /  sont  m  quantités  inégales  et  racines  de  l'équation 

/•(x)  =  0, 
la  somme  des  produits  de  ces  racines  prises  n  à  n  sera  égale  à 

-"+1  (a- &)»...  (a- 


■     1}^v(fl^...^)>M",,+^fl~^>>■•(a-^..»(/P~.9), 


(Webkr,  Prouhet.) 

66.  L'équation  de  degré  nyf{x)=0,  a  toutes   ses   racines  réelles;  l'équation 
/  *  (r)  -f  fc»/"*  (x)=0,  où  k  désigne  un  nombre  positif,  a  toutes  ses  racines  imaginaires. 


'  Voir  SuuvoUfH  unnalrx,  ISHii.  p.  17 
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PROBLÈMES  DIVERS  5<»5 

Démontrer  que,  dans  chacune  de  cos  racines,  le  coefficient  de  i  est  inférieur  à  kn  ; 
on  suppose  n  ^  2. 

(Laguerre.) 

57.  Considérons  l'équation  f  {x)  =  0  qui  a  toutes  ses  racines  réelles;  k  désignant 
un  nombre  réel  arbitraire,  supposons  que  l'équation  f  (x)  -f  k  —  0  ait  m  racines 
imaginaires;  démontrer  que  l'équation 

n*)-rwrw-*rw=o 

a  m  racines  réelles,  toutes  les  autres  étant  imaginaires. 

(Laguerre.) 

58.  Si  l'équation 

a+  br  +  ex*  +  . . .  +  k  x"  =  0 

a  toutes  ses  racines  réelles,  démontrer  que  o>  étant  une  quantité  réelle  quelconque 
plus  petite  que  l'unité,  l'équation 

fl  +  iwi+Cw^1  -f   ...  +  *  w"2  .r"  =  0 

a  également  ses  racines  réelles. 

(Laguerre.) 

59.  Soit  le  polynôme 

a%  +  ax  x  +  at  x*  +  •  • .  +  an  *n; 

supposons  qu'en  ajoutant  à  ce  polynôme  un  certain  nombre  de  termes  de  degré 
supérieur  à  n,  on  puisse  obtenir  un  autre  polynôme  f(.v)  tel  que  l'équation  f(x)  =  0 
ait  toutes  ses  racines  réelles  :  démontrer  que  l'équation 

o0  axx  at  x%  a»  -  ,  xw  ~  * 

+  7T> 7Z ZT  +  •  •  •  + 


1,  2...H    '    i,  *...(/*  — 1)    '    1,  a*  ...(»--»)    '  '  1,2 

,    an  .-i  x 
-| +flnx»  =  0 

a  toutes  ses  racines  réelles. 

(L\guerre.) 

00.  f(x)  désignant  un  polynôme  quelconque  à  coefficients  réels,  on  peut  toujours 
déterminer  un  nombre  positif  <*>,  tel  que  le  développement  de  e"*  f(x),  suivant  les 
puissances  croissantes  de  x,  présente  précisément  autant  de  variations  que  l'équation 
f  (x)  =  0  a  de  racines  positives. 

(Laguerre.) 

M.  Soient  f{x)  un  polynôme  entier,  X  un  nombre  réel,  F  {x)  le  quotient  de  la 
division  de  f(x)  par  x  —  X  ;  l'équation  f  [x)  =  0  peut  se  mettre  sous  la  forme 

F(-r) 

On  fait  varier  x  entre  deux  nombres  a,  (J;  le  polynôme  F  {x)  variera  alors  entre 
deux  nombres  M,  N  ;  en  comparant  les  intervalles  ap  et  MN,  trouver  une  méthode 
de  séparation  et  d'approximation  des  racines  de  f{x)  =  0. 

Montrer  que   si  f  (X)  <  0,  X  —  —^  est  une  limite  supérieure  des  racines  de 

l'équation. 

Si  f  (X)<  0  et  si  un  nombre  positif  a  rend  f  (a)  <  0,  toutes  les  racines  plus  grandes 

/(a) 
que  a  sont  comprises  entre  a  —  - — ~  et  X. 

F  a) 
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506  COIHS   I)  ALGEBRE 

Étant  pris  le  nombre  positif  arbitraire  a»,  on  forme  la  suite  a0,  a,,  a,  . . .  d'après 
la  loi  de  récurrence  : 

Si  f{cto)  est  <  0,  la  suite  a«,  ai,  a,  ...  converge  vers  la  racine  immédiatement 
supérieure  à  a0- 

Sif{a0)  est  >  0,  et  si  l'équation  a  une  ou  plusieurs  racines  positives  inférieures 
à  a©,  la  même  suite  converge  vers  la  valeur  de  la  racine  immédiatement  inférieure 
à  a0. 

Si,  dans  le  même  cas,  l'équation  n'a  pas  de  racine  positive  inférieure  à  a«,  un  des 
termes  de  la  suite  est  négatif. 

X  désigne  ici  un  nombre  positif  quelconque  rendant  positives  les  fonctions 

Dans  ces  conditions  X  —  — j-  est  une  limite  supérieure  des  racines  de  l'équation. 


(Lagukrre). 


62.  En  multipliant^*  —  if  par  la  série 


iLl±i  =  i  +  J_+_L  + 


la  partie  entière  du  produit  sera  le  polynôme 

fw-x--(„-i),-"+[îi^i'-:  +  ;i,.-- 

à  l'égard  duquel  on  propose  de  démontrer  : 

1°  Que  l'équation  F  [x)  =  0  a  toutes  ses  racines  imaginaires,  sauf  la  racine  jl==0, 
quand  le  nombre  n  est  pair  ; 

2"  Qu'en  supposant  n  impair,  elle  n'admet,  outre  la  racine  nulle,  que  deux  racines 
réelles  égales  et  de  signes  contraires,  dont  la  valeur  absolue,  supérieure  à  l'unité, 
est  moindre  que  \^i  et  converge  vers  cette  limite  lorsque  le  nombre  n  augmente 
indéfiniment. 

(Hermite.) 
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